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Аннотация: получены необходимые и достаточные условия для непрерывной обратимости 
и фредгольмовости операторов, порожденных семейством эволюционных операторов, гранич-
ными условиями, заданными линейным отношением, и импульсными воздействиями, также 
заданными при помощи линейного отношения.
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Abstract: the necessary and suffi  cient conditions of continuous reversibility and Fredholm property 
of operators, generated by evolutional operators family, with boundary condition, given using the 
linear relation and with multivalued impulse eff ects are found.
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§ 1. ВВЕДЕНИЕ
Довольно часто на практике (см. [1, 2]) 

возникают задачи, в которых рассматривается 
эволюция процессов с кратковременными воз-
мущениями. В этом случае удобно пренебречь 
длительностью этих возмущений, т.е. считать, 
что они носят мгновенный характер. Это при-
водит нас к необходимости рассматривать 
динамические системы с разрывными траекто-
риями. Обычно такие системы описываются 
дифференциальными уравнениями с импуль-
сными воздействиями.*

Линейные дифференциальные уравнения 
с импульсными воздействиями в конечномер-
ном пространстве рассматривались в работе 
[3] и в банаховом пространстве — в работе [4]. 
В этих работах импульсные воздействия за-
давались с помощью линейного ограниченно-
го оператора, определенного на всем фазовом 
пространстве. В то же время возникают за-
дачи, в которых импульсные воздействия 
задаются многозначными отображениями, а 
также отображениями, область которых не 
совпадает со всем фазовым пространством. 
Например, такие задачи в случае конечномер-
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ного пространства были рассмотрены в рабо-
тах [5], [6].

Рассматриваются линейные дифференци-
альные уравнения

  
dx
dt

A t x f t t t t= ( ) ( ), [ , ],0 2+ Œ     (1)

c многозначными импульсными воздействиями, 
заданными с помощью линейного отношения 
(многозначного линейного оператора)

  x t x t t t t+ Œ Œ( ) ( ), [ , ],1 1 1 0 2A     (2)
и граничными условиями, также заданными с 
помощью линейного отношения

  x t x t( ) ( ),2 0Œ G     (3)
где A t D A t X X( ) : ( ( )) Ã Æ  — семейство линей-
ных замкнутых операторов, действующих в 
банаховом пространстве X,  x t+( )1  — предел 
справа функции x  в точке t1,  линейные отно-
шения A  и G  являются замкнутыми.

Предполагается корректная разрешимость 
задачи Коши

  x s x D A s s t t( ) = ( ( )), [ , ],0 0 2Œ Œ  (4)
для однородного дифференциального уравне-
ния

  
dx
dt

A t x t t t t s= ( ) , [ , ], .0 2Œ ≥     (5)



135ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2011. № 1

Она ведет к существованию семейства 
эволюционных операторов (определение 
б уд е т  д ано  ниже )  U : D Æ EndX,  г д е 
D = ( , ) , , |0 2 0 2t s t t t t s tŒ ÈÎ ˘̊ ¥ ÈÎ ˘̊ £{ }  и EndX  — ба-
нахова алгебра линейных ограниченных опера-
торов, определенных на всем пространстве X.  
Кроме того, предполагается, что U  можно 
продолжить на весь квадрат t t t t0 2 0 2, ,ÈÎ ˘̊ ¥ ÈÎ ˘̊  с 
сохранением некоторых свойств.

Отображение U : , ,0 2 0 2t t t t EndXÈÎ ˘̊ ¥ ÈÎ ˘̊ Æ  
называется (сильно непрерывным) семейством 
эволюционных операторов на t t0 2,ÈÎ ˘̊ ,  если вы-
полнены следующие условия:  

(1) U( , ) =t t I  — тождественный оператор 
для любого t t tŒ ÈÎ ˘̊

0 2, ;
(2) U U U( , ) ( , ) = ( , )t s s tτ τ  для всех t s, , τ  из 

t t0 2,ÈÎ ˘̊ ;
(3) отображение ( , ) ( , ) : ,0 2t s t s x t t� U ÈÎ ˘̊ ¥ 
,0 2t t X¥ ÈÎ ˘̊ Æ  непрерывно для любого x XŒ . 

Будем говорить, что семейство эволюцион-
ных операторов U : , ,0 2 0 2t t t t EndXÈÎ ˘̊ ¥ ÈÎ ˘̊ Æ  
решает абстрактную задачу Коши (4), (5), 
если для любого s t tŒ ÈÎ ˘̊

0 2,  существует плотное 
в X  подпространство Xs  из D A s( ( ))  такое, что 
для каждого x0  из Xs  функция x t t s x( ) = ( , ) 0U ,  
t s t t0 2£ £ £ ,  дифференцируема при всех t s≥ ,  
x t D A t( ) ( ( ))Œ  и выполнены равенства (4), (5).

Если функция f t t X: ,0 2
ÈÎ ˘̊ Æ  принадлежит 

линейному пространству L t t X1 0 2, ,ÈÎ ˘̊( )  сумми-
руемых измеримых по Бохнеру (классов) фун-
кций, определенных на промежутке t t0 2,ÈÎ ˘̊  со 
значениями в X,  то (слабым) решением урав-
нения (1) (при условии, что семейство U  на 
t t0 2,ÈÎ ˘̊  решает задачу Коши (4),(5)) называет-

ся любая непрерывная функция x t t X: ,0 2
ÈÎ ˘̊ Æ ,  

удовлетворяющая при всех t s t t0 2£ £ £  ра-
венствам

  x t t s x s t f d
s

t

( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) .U U+ Ú τ τ τ     (6)

В работе получены необходимые и доста-
точные условия непрерывной обратимости и 
фредгольмовости операторов, построенных при 
помощи семейства эволюционных операторов 
и условий (2)—(3).

§ 2. НЕКОТОРЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ 

ОТНОШЕНИЙ
Пусть X  — банахово пространство над 

полем K R CŒ{ , }.  Любое линейное подпро-
странство A Õ ¥X X  называется линейным 
отношением на пространстве X.  Множество 
всех замкнутых линейных отношений на X  
будем обозначать LRC X( ).  Множество всех 
линейных отношений на X  будем обозначать 
LR X( ).  Используемые далее понятия из тео-
рии линейных отношений(многозначных ли-
нейных операторов) можно найти в моногра-
фии [7].

Областью определения D( )A  отношения 
A ŒLR X( )  называется подпространство вида 
D x X x y( ) = : ( , )A AŒ Œ{  для некоторого 
y XŒ }.

Образом ImA  отношения A ŒLR X( )  на-
з ы в а е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о  в и д а 
Im y X x yA A= : ( , )Œ Œ{  для некоторого 
x XŒ }.

 Ядром линейного отношения A  из LR X( )  
н а з ы в а е т с я  п о д п р о с т р а н с т в о 
Ker x D xA A A= ( ) : ( , 0)Œ Œ{ }.

Для отношения A ŒLR X( )  и элемента 
x XŒ  о п р е д е л и м  м н о ж е с т в о  в и д а 
A Ax y x y= : ( , ) Œ{ }.  В частности, подпро-
странство A0  имеет вид A A0 = : (0, )y y Œ{ }.

Суммой двух линейных отношений A1,  A2  
из LR X( )  называется линейное отношение вида 
A A A A1 2 1 2= ( , ) : ( ) ( ),+ Œ ¥ Œ «{ x y X X x D D  

A A1 2Œ + }y x x .
Обратным к линейному отношению 

A ŒLR X( )  называется линейное отношение 
A A- Œ ¥ Œ{ }1 = ( , ) : ( , )y x X X x y .

Отношение A  из LRC X( )  называется не-
прерывно обратимым, если A- Œ1 EndX.

Линейное отношение A  из LR X( )  называ-
ется фредгольмовым, если его ядро KerA  ко-
нечномерно, образ ImA  замкнут и его кораз-
мерность b( ) = = ( / )A A ACodimIm dim X Im  
конечна. Число indA A A= ( ) ( )a b- ,  где 
a( ) =A AdimKer ,  называется индексом фред-
гольмова отношения A.

§ 3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть X — банахово пространство над по-

лем K R CŒ{ , }.
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Рассмотрим отрезок t t0 2,ÈÎ ˘̊  и точку t1  из 
интервала t t0 2,( ).  Символом � �C C= , ,0 2t t XÈÎ ˘̊( )  
обозначим банахово пространство непрерывных 
на каждом из интервалов t t0 1,ÈÎ ˘̊  и t t1 2,( ˘̊  огра-
ниченных функций x t t X: ,0 2

ÈÎ ˘̊ Æ ,  имеющих 
предел справа в точке t1.  Норму в �C  определим 
равенством

  x x t
t t t

= ( )
[ 0 2Œ , ]
sup .

Пусть на отрезке t t0 2,ÈÎ ˘̊  задано семейство 
э в о л ю ц и о н н ы х  о п е р а т о р о в 
U : , ,0 2 0 2t t t t EndXÈÎ ˘̊ ¥ ÈÎ ˘̊ Æ  и пусть G  и A  — 
некоторые отношения из LRC X( ).  Определим 
оператор L L: ( )D Ã Æ� �C C  следующим обра-
зом. Функция x  из �C,  для которой

  x t x t( ), ( ) ,0 2( ) Œ G     (7)

  x t x t( ), ( ) ,1 1
+( ) ŒA     (8)

включается в область определения D( )L  опе-
ратора L,  если существует такая функция f  
из �C,  что справедливы равенства

 x t t s x s t f d

t s t t i
s

t

i i

( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,

< , {1,2}.1

U U+

£ £ Œ

Ú
-

τ τt     (9)

При этом полагается Lx f= .  Отметим 
корректность определения оператора L,  т.е. 
единственность функции f ,  построенной по 
функции x.

В работе ставится задача найти необходи-
мые и достаточные условия непрерывной обра-
тимости и фредгольмовости оператора L,  
построенного описанным выше способом.

 § 4. ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНОЙ 
ОБРАТИМОСТИ И 

ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ
Лемма 1. Пусть Lx f=  для некоторых 

функций x  и f  из �C .  Тогда справедливы сле-
дующие равенства

x t t t x t
t

t f d t t t
t

( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) , ,0 0

0

0 1U U+ £ £Ú τ τ τ  (10)

x t t t x t
t

t f d t t t
t

( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) , < .1 1

1

1 2U U+ + £Ú τ τ τ  (11)

Введем в рассмотрение линейное отно-
шение 

  D U AU= ( , ) ( , ),2 1 1 0G - t t t t     (12)
и два подпространства из X

  X U A1 2 1= 0 ( , ) 0,G « t t     (13)

  X U A2 1 0= ( , ) ( ) ( ).t t D DG +     (14)
Введем в рассмотрение операторы 

Ci X: �C Æ ,  i = 1,2,  определенные по прави-
лам

  C Ui
i i ti

i

if
t t

t
t s f s ds f=

1
( , ) ( ) , .

1 1
-

Œ
- -

Ú �C     (15)

Теорема 1. Оператор L  непрерывно обра-
тим тогда и только тогда, когда непрерывно 
обратимым является отношение D  и выпол-
няются равенства

 X1 = {0},     (16)

 X2 = .X     (17)
Для любой функции f  из �C  функция 

x f= 1L-  задается равенствами (10) и (11), 
где x t( )0  можно найти из равенства

  x t v v f t t y( ) = ( ) ( , ) ,0
1

1 2 2 0 1 1D C U- + + -  (18)

а x t+( )1  можно найти из равенства

x t
t t x t f t t x t f

+{ }
+( ) « -( )

( ) =

= ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
1

1 0 0 1 1 2 0 2A U C U CG
 (19)

где v1  произвольный элемент из GU t t y0 1 1,( ) ,  
v2  произвольный элемент из U At t y2 1 2,( ) ,  y1  
и y2  элементы из U t t D1 0, ( )( ) G  и D( )A  такие, 
что y y f1 2 1=+ C .

Теорема 2. Оператор L  фредгольмов 
тогда и только тогда, когда фредгольмовым 
является отношение D,  пространство X1  
является конечномерным и пространство X2  
имеет конечную коразмерность. Если опера-
тор L  фредгольмов, то его индекс можно 
вычислить по формуле

 ind dim codimL D D X X= ( ) ( ) .1 2a b- + -  (20)
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