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Аннотация: данная статья посвящена изучению разрешимости операторных уравнений, 
содержащих уплотняющие возмущения непрерывных линейных сюръективных операторов. 
В ней вводится понятие обратного образа меры некомпактности относительно линейного 
оператора, дается определение и приводятся примеры уплотняющих отображений относи-
тельно такого оператора. В статье доказываются теоремы о разрешимости уравнений, содер-
жащих уплотняющие возмущения непрерывных линейных сюръективных операторов. В за-
ключение статьи полученные теоремы применяются для изучения разрешимости одного 
класса обыкновенных дифференциальных уравнений, неразрешенных относительно произ-
водной.
Ключевые слова: мера некомпактности; сюръективный оператор; уплотняющее отображе-
ние; дифференциальное уравнение.

Abstract: this article is devoted to study of solvability of operator equations containing condensing 
perturbations of continuous linear surjective operator. Notion of inverse image of a measure of 
noncompactness with respect to a linear operator is introduced. Defi nition and examples of 
condensing mappings relative to such operator are given. In this paper we prove theorems on the 
solvability of equations containing condensing perturbations of continuous linear surjective operators. 
In conclusion of the article obtained theorems are applied to studying of solvability of a class of 
ordinary diff erential equations, which can’t be solved according to derivative.
Key words: a measure noncompactness, surjective operator; condensing map; diff erential 
equation. 

1. ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известна теория уплотняющих 

отображений (как однозначных [1], так и мно-
гозначных [2]), которая находит многочислен-
ные приложения в различных задачах совре-
менной математики. В работах [3], [4], [5], [6] 
изучались возмущения непрерывных отобра-
жений, уплотняющие относительно некоторой 
главной части. В этих работах устанавливалась 
гомотопическая классификация таких возму-
щений и строилась топологическая степень для 
новых классов векторных полей. Отметим ра-
боту [3] (и другие работы этого автора) в ко-
торой изучались возмущения, у которых глав-
ной частью являлся линейный фредгольмов 
оператор.*

С другой стороны, в работах [7], [8] изучалась 
разрешимость уравнений вида A x f x( ) ( ) ,- = 0  
где A  — произвольный непрерывный линейный 

* Это исследование поддержено РФФИ: грант № 08-
01-00192а
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сюръективный оператор, а f  — вполне непре-
рывный оператор. Естественно возникает идея 
изучить уравнения такого же вида, но когда 
отображение f  является уплотняющим отно-
сительно оператора A.  Заметим также, что в 
этом случае гомотопическая классификация, 
построенная в работах [3], [4], [5], [6] оказыва-
ется неприменимой. Решению этой задачи и 
посвящена данная статья. В ней вводится по-
нятие обратного образа меры некомпактности 
относительно линейного оператора, дается оп-
ределение и приводятся примеры уплотняющих 
отображений относительно оператора. В ней 
также изучаются уравнения с уплотняющими 
возмущениями непрерывных линейных сюръек-
тивных операторов. В заключение статьи по-
лученные теоремы применяются для изучения 
разрешимости одного класса обыкновенных 
дифференциальных уравнений, неразрешенных 
относительно производной.
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2. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА 
ЗАМКНУТЫХ СЮРЪЕКТИВНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ
Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 

A D A E E: ( ) 1 2Ã Æ  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор.

Определение 1.  Число 

 A
x x E A x y

yy E

-

Œ

Œ
•1

2

1= (
{ | , ( ) = }

|| ||
) <sup

inf

называется нормой многозначного отображе-
ния A-1.

Рассмотрим некоторые примеры вычисле-
ния A-1 .

Пример 1. Пусть C a b[ , ]  — пространство 
непрерывных вектор-функций, определенных 
на отрезке [ , ]a b  со значениями в банаховом 
пространстве E.  Пусть A D d C Ca b a b: ( ) [ , ] [ , ]Ã Æ  
— оператор дифференцирования, D A( )  — мно-
жество непрерывно дифференцируемых век-
тор-функций. Очевидно, что A  является за-
мкнутым сюръективным оператором. В работе 
[9] показано, что A

b a- -1 =
2

.
Пример 2. Хорошо известно, что если 

A D A E E: ( ) 1 2Ã Æ  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор, то в множестве D A( )  
можно  рассмотреть  норму  графика 
x x c A x

c
= ( ) .

1 2
+  Множество D A( )  снаб-

женное нормой x
c
 является банаховым про-

странством. Обозначим его E.  Тогда определен 
непрерывный линейный оператор �A E E: 2Æ ,  
�A x A x( ) = ( ).  В силу определения нормы мно-
гозначного обратного оператора A-1  и �A-1  
с вя заны следующим соотношением : 

�A A c- - +1 1= .
Рассмотрим некоторые свойства многознач-

ного отображения A E Cv E- Æ1
2 1: ( ),  где 

  A y x E A x y- Œ1
1( ) = { | ( ) = }.

Если подпространство Ker A( )  не является 
дополняемым в пространстве E1,  то не сущес-
твует линейного непрерывного оператора пра-
вого обратного к оператору A,  однако имеет 
место следующее утверждение.

Лемма 1. (i) Пусть y0  — произвольная 
точка из пространства E2,  x0  — произволь-
ная точка из множества A y-1

0( ),  тогда для 
любого числа k,  A k-1 < ,  существует непре-
рывное отображение q E E: 2 1Æ ,  такое, что 
выполнены следующие условия:

1) A q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2;
2) x q y k y y0 0( )- £ -  для любого y EŒ 2.

(ii) Для любого числа k,  A k-1 < ,  сущест-
вует непрерывное отображение �q E E: 2 1Æ ,  
такое, что выполнены следующие условия:

1) A q y y( ( )) =�  для любого y EŒ 2;
2) �q y k y( ) £  для любого y EŒ 2.
Доказательство этой леммы содержится, 

например, в [9].

3. МЕРА НЕКОМПАКТНОСТИ 
ОТНОСИТЕЛЬНО НЕПРЕРЫВНОГО 

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА И 
УПЛОТНЯЮЩИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

 Пусть E  — банахово пространство, P E( )  
— множество всех непустых подмножеств в E . 
Отображение ψ : ( )P E Æ X,  где X  — частично 
упорядоченное множество, называется мерой 
некомпактности в E , если ψ ψ( ( )) = ( )co W W  для 
любого W ŒP E( ).

Мера некомпактности называется монотон-
ной, если из W W W W0 1 0 1, 2 ,Œ ÃE  следует 
ψ ψ( ) ( )0 1W W£ .

Мера некомпактности называется несингу-
лярной, если ψ ψ( ) = ( )a » W W  для любых 
a E P EŒ Œ, ( )W .

Мера некомпактности называется алгебра-
ически полуаддитивной, если ψ( )1 2W W+ £  

ψ ψ( ) ( )1 2W W£ +  для любых W W1 2, ( )ŒP E .
Мера некомпактности называется вещест-

венной, если X = [0, )+• .
Вещественная мера некомпактности назы-

вается правильной, если ψ( ) = 0W  равносильно 
относительной компактности множества W.

Распространенными примерами мер неком-
пактности, обладающими указанными выше 
свойствами, являются: мера некомпактности 
Хаусдорфа, 
c e e( ) = { > 0,W Winf |  имеет конечную e -сеть},
и мера некомпактности Куратовского,

a( ) = { > 0, = , ( ) , }.
=1

W W W Winf |d d diam d n N
i

n

i i∪ < Œ

Определим понятие меры некомпактности 
множества относительно оператора.

Пусть E,  E0  — банаховы пространства. 
Пусть A E E: 0Æ  — ограниченный линейный 
оператор. Пусть в E0  задана монотонная, не-
сингулярная, алгебраически полуаддитивная, 
вещественная, правильная мера некомпактнос-
ти ψ.

Рассмотрим отображение ψA P E R: ( ) Æ ,  
определенное следующим образом: 

Об уплотняющих возмущениях линейных cюръективных операторов
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  ψ ψA A( ) = ( ( )).W W
Изучим свойства этого отображения.
1. Это отображение является монотон-

ным.
Действительно, пусть W W1 2Ã ,  тогда 

ψ ψ ψ ψA AA A( ) = ( ( )) ( ( )) = ( )1 1 2 2W W W W£ .
2. Это отображение инвариантно отно-

сительно взятия выпуклой оболочки.
В силу линейности отображения A  имеем, 

  
ψ ψ

ψ ψ ψ
A

A

co A co
co A A
( ( )) = ( ( ( ))) =

= ( ( ( )) = ( ( )) = ( )
W W
W W W

для любого W ŒP E( ).

3. ψA A( ) = ( )W Wy  для любого W ŒP E( ).
Действительно, так как A A( ) ( )W W… ,  то 

 ψ ψ ψ ψ ψA AA A A( ) = ( ( )) = ( ( )) ( ( )) = ( ).W W W W W≥
Так как в силу свойства 1 имеем противо-

положное неравенство, то это и доказывает 
свойство 3.

4. ψ ψA Aa( ) = ( )» W W  для любых a EŒ ,  
W ŒP E( ).

Действительно, 

  
ψ ψ

ψ ψ ψ
A

A

a A a
A a A A

( ) = ( ( )) =
= ( ( ) ( )) = ( ( )) = ( ).

» »
»

W W
W W W

5. Отображение ψA  является алгебраичес-
ки полуаддитивным, т.е. ψA( )1 2W W+ £  

ψ ψA A( ) ( )1 2W W£ +  для любых W W1 2, ( )ŒP E .  
Действительно, 

  
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
A

A A

A
A A

( ) = ( ( ))
( ( )) ( ( )) = ( ) ( ).

1 2 1 2

1 2 1 2

W W W W
W W W W

+ + £
£ + +

6. Если оператор A  является сюръектив-
ным, то ψA( ) = 0W ,  тогда и только тогда, 
когда существует такой компакт K EÃ ,  что 
W Ã +K Ker A( ).

Действительно, если W Ã +K Ker A( ),  то 
A A K( ) ( )W Ã .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ψA( ) =W  

ψ A= ( ( )) = 0W .
Пусть теперь ψA( ) = 0W ,  тогда ψ( ( )) = 0A W .  

В силу того, что мера некомпактности ψ  яв-
ляется правильной, существует компакт 
K A1 ( )… W .  Рассмотрим множество K q K= ( )1 ,  
где q  — непрерывное отображение, правое 
обратное к отображению A  (см. лемму 1). 
Тогда W Ã +-A K K Ker A1

1( ) = ( ).  Свойство 
доказано.

Таким образом, отображение ψA  является 
мерой некомпактности. Эту меру некомпактности 
ψA  будем называть обратным образом меры 
некомпатности ψ  при действии оператора A.

Пусть A E E: 1Æ  — линейный непрерыв-
ный сюръективный оператор, f D f E E: ( ) 0Ã Æ  
— непрерывное отображение.

Определение 2. Отображение f  называ-
ется ( , )A ψ -уплотняющим, если для любого 
множества Q D fÃ ( )  из неравенства 
ψ ψ( ( )) ( )f Q QA≥  в ыте к а ет  р а в е н ств о 
ψA Q( ) = 0.

Замечание. Если D f( )  является замыка-
нием ограниченного открытого множества, то 
определение 2 совпадает с определением A -
уплотняющего отображения, данного в [6].

Пусть f D f E E: ( ) 0Ã Æ  является ( , )A ψ -
уплотняющим отображением, q E E: 0 Æ  — не-
прерывное отображение, правое обратное к 
о т о бражению  A.  Пу с т ь  множе с т в о 
Y q A D f D f= ( ( ( ))) ( )1- ∩  непусто, X AY= ( ).  
Рассмотрим непрерывное отображение 
g X E: 0Æ ,  g x f q x( ) = ( ( )).

Предложение 1. Если f  является 
( , )A ψ -уплотняющим отображением, то g  
— уплотняющее отображение.

Доказательство. Пусть множество W Ã X  
и ψ ψ( ( )) ( )g W W≥ .  Тогда ψ ψ( ( )) ( )1f W W≥ ,  где 
W W1 = ( )q .  Так как q  является правым обрат-
ным к отображению A,  то 

  ψ ψ ψ ψ( ( )) ( ) = ( ( )) = ( ).1 1 1f A AW W W W≥
Так как f  является ( , )A ψ — уплотняющим 

отображением, то ψA( ) = 01W .  Тогда 

  ψ ψ( ) = ( ) = 0.1W WA

Следовательно, отображение g  является 
уплотняющим.

Рассмотрим пример ( , )A ψ -уплотняющего 
отображения. Пусть X  — ограниченное под-
множество в E,  A E E: 0Æ  — ограниченный 
линейный оператор. Пусть f X E1 0: Æ  — не-
прерывное отображение, удовлетворяющее 
следующему условию:
существует такое число k Œ(0,1),  что для 
любых точек x x X1 2, Œ  справедливо неравенс-
тво 

  f x f x k A x A x1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,- £ -    (1)
т.е. f1  является A -сжимающим отображением. 
Примером такого отображения является отоб-
ражение f q A1 = � ,  где q E E: 0 0Æ  — сжима-
ющее отображение.

Пусть f X E2 0: Æ  — вполне непрерывное 
отображение. Рассмотрим отображение 
f f f= 1 2+ .  Пусть в пространстве E0  задана 
мера некомпактности Куратовского a.

Б. Д. Гельман, С. Н. Калабухова
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Предложение 2. При сделанных предпо-
ложениях отображение f  является ( , )A a -
уплотняющим отображением.

Доказательство. Пусть множество Q XÃ  
и 
  a a( ( )) ( ).f Q QA≥   (2)
Пусть e  — произвольное число большее aA Q( ).  
Тогда существует конечное число множеств 

N N AQi i

n

i{ } Ã
=1

, ( ),  таких, что 
i

n

iN AQ
=1

= ( )∪  и 

diam Ni( ) < e  для любого i n= 1,2,..., .  Пусть 
Q A N Qi i= ( )1- « .  Обозначим M f Qi i= ( )1 .  Вы-
числим диаметр множества Mi . 

  

diam M u v f x f y

k A x

i
u v Mi x y Qi

x y Qi

( ) = = ( ) ( )

( )
, ,

1 1

,

Œ Œ

Œ

- - £

£

sup sup

sup -- £

£ -
Œ

A y

k a b kdiam N k
a b Ni

i

( )

= ( ) < .
,
sup e

Таким образом, для любого e a> ( )A Q  су-
ществует  конечное  число  множеств 

M i ni , = 1,2,..., ,  таких, что 
i

n

iM f Q
=1

1= ( )∪  и 

diam M ki( ) < .e  Следовательно, 

  k Q f QAa a( ) ( ( )).1≥   (3)
Так как множество X  ограничено и отоб-

ражение f2  — вполне непрерывно, то 
a( ( )) = 02f W  для любого множества W Ã X.

В алгебраической полуаддитивности меры 
некомпактности a  имеем: 

  
a a a

a a
( ( )) = ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ).
1 1 2f Q f Q f Q

f Q QA

+ ≥
≥ ≥

  (4)

Сравнивая неравенства (3) и (4) получаем, 
что aA Q( ) = 0.  Утверждение доказано.

Рассмотрим еще один пример ( , )A ψ -уплот-
няющего отображения.

Пусть A E E: 0Æ  — непрерывный линей-
ный сюръективный оператор, X  — ограничен-
ное подмножество в E,  g X E E: 0 0¥ Æ  — не-
прерывное отображение, удовлетворяющее 
следующим условиям:

 (1) существует такое число k Œ(0,1),  что 
для любой точки x XŒ  и любых y y E1 2 0, Œ  
с п р а в е д л и в о  н е р а в е н с т в о 
g x y g x y k y y( , ) ( , )1 2 1 2- £ - ;

(2) для любого y EŒ 0  отображение 
g y X E(, ) : 0◊ Æ  является вполне непрерывным.

Рассмотрим отображение f X E: 0Æ ,  
f x g x A x( ) = ( , ( )).  Пусть в пространстве E0  за-
дана мера некомпактности Хаусдорфа χ.

Предложение 3. При сделанных предпо-
ложениях отображение f  является ( , )A χ -
уплотняющим отображением.

Доказательство. Докажем, что для лю-
бого множества Q XÃ  справедливо неравенс-
тво χ χ( ( )) ( )f Q k QA£ ,  откуда и следует дока-
зываемое утверждение. Пусть S s s sn= { , ,..., }1 2  
— конечная ( ( ( )) )χ εAQ + -сеть множества AQ( ).  

Тогда множество S g Q S g Q si
i

n

1
1

= ( ) = ( )¥ ¥
=
∪  

— относительно компактное множество, т.к. оно 
является объединением конечного числа относи-
тельно компактных множеств. Покажем теперь, 
что множество S1  является k AQ( ( ( )) )χ ε+ -сетью 
в f Q( ).

Пусть z  — произвольная точка из f Q( ),  
тогда существует такая точка x QŒ ,  что 
z g x A x= ( , ( )).  Пусть точка s Si

0
Œ  такая, что 

A x s AQi( ) < ( ( ))
0

- +χ ε.  Рассмотрим точку 
�z g x s Si= ( , )

0
1Œ .  Тогда 

  
z z g x A x g x s

k A x s k AQ

i

i

- - £

£ - +

� = ( , ( )) ( , )

( ) ) < ( ( ( )) ),
0

0
χ ε

т.е. χ χ ε( ( ) < ( ( ( )) )f Q k AQ +  для любого ε > 0.  
Следовательно, 

  χ χ χ( ( ) ( ( ( )) = ( ).f Q k AQ k QA£
Утверждение доказано.

4. ОБ УРАВНЕНИЯХ 
С ( , )A ψ -УПЛОТНЯЮЩИМИ 

ОТОБРАЖЕНИЯМИ
Пусть E , E0  — банаховы пространства. 

Пусть A E E: 0Æ  — ограниченный линейный 
cюръктивный оператор. Пусть в E0  задана 
монотонная, несингулярная, алгебраически 
полуаддитивная, вещественная, правильная 
мера некомпактности ψ.  Пусть x E0 Œ  — не-
которая точка, B xR[ ]0 — замкнутый шар ради-
уса R  с центром в x0,  f B x ER: [ ]0 0Æ  — непре-
рывное ( , )A ψ — уплотняющее отображение.

Рассмотрим уравнение 
  A x f x( ) = ( ).   (5)

Пусть N A f( , )  — множество решений этого 
уравнения.

Теорема 1.  Если существует такое чис-
ло k A> -1 ,  что для любой точки x B xRŒ [ ]0  
справедливо неравенство 

  A x f x
R
k

( ) ( ) ,0 - £

Об уплотняющих возмущениях линейных cюръективных операторов
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то уравнение (5) имеет решение.
Доказательство. Пусть q E E: 2 Æ  — не-

прерывное отображение, удовлетворяющее 
условиям:

1)A q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2;
2 ) x q y k A x y0 0( ) ( )- £ -  для  любо г о 

y EŒ 2.
Такое отображение всегда существует в 

силу леммы 1.
Обозначим y A x0 0= ( )  и рассмотрим шар 

  B y y E y y
R
kR

k

[ ] = | .0 2 0Œ - £
Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

Пусть отображение p B y ER
k

: [ ]0 2Æ ,  опреде-
лено условием p y f q y( ) = ( ( )).  Проверим, что 
это отображение корректно определено. Для 
этого оценим x q y0 ( )-  и покажем, что это 
число не превосходит R.  Действительно, 

  x q y k y y R0 0( ) = .- - £
Очевидно, что отображение p  является 

непрерывным. Покажем, что оно является уп-
лотняющим отображением относительно меры 
некомпактности ψ.  Это вытекает из того, что 
f  является A  — уплотняющим и q  является 
правым обратным отображением к A.

Покажем, что отображение p B yR
k

: [ ]0 Æ 

B yR
k

[ ]0Æ .

Действительно, 

  y p y y f q y
R
k0 0( ) = ( ( )) ,- - £

так как q y B xR( ) [ ]0Œ .
Тогда  уплотняющее  отображение 

p B y B yR R: [ ] [ ]0 0Æ .  Следовательно, по теореме 
Садовского (см., например, [1]) это отображе-
ние имеет неподвижную точку, которая и будет 
решением уравнения (5).

Рассмотрим следствие из теоремы 1.
Пусть f E E: 0Æ  — непрерывное ( , )A ψ -

уплотняющее отображение.
Следствие 1. Если выполнены следующие 

условия:
(i) существуют такие константы c > 0  

и d > 0  что для любой точки x EŒ  справед-
ливо неравенство f x c x d( ) < + ;

(ii) c A- <1 1.
Тогда уравнение (5) имеет решение.
Доказательство. Для доказательства 

найдем шар BR[0]  и число k A> 1-  такие, 

чтобы для любой точки x BRŒ [0]  было выпол-
нено неравенство 

  f x
R
k

( ) .£   (6)

Пусть k  произвольное число удовлетворя-
ющее неравенству 

  A k
c

- <1 <
1
.

Тогда очевидно, что ck < 1.  Рассмотрим 
число R  удовлетворяющее неравенству 

  
dk

ck
R

1
.

-
£

Проверим, что для любой точки x BRŒ [0]  
было выполнено неравенство (6). Действитель-
но, 

 f x c x d cR d cR
R ck

k
R
k

( )
(1 )

= .£ + £ + £ + -

Таким образом отображение f  в шаре BR[0] 
удовлетворяет условиям теоремы 1, что и до-
казывает утверждение.

5. ОБ ОДНОМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ 

УРАВНЕНИИ НЕРАЗРЕШЕННОМ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

5.1. ЛОКАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
Пусть ϕ : [ , ]a b R R Rn n n¥ ¥ Æ  отображение, 

удовлетворяющее следующим условиям:
(ϕ 1) отображение ϕ  непрерывно по сово-

купности переменных;
(ϕ 2) существует такое число k Œ(0,1);  что 

для любых t a bŒ[ , ],  x RnŒ  и y y Rn
1 2, Œ  спра-

ведливо неравенство 

  ϕ ϕ( , , ) ( , , ) ;1 2 1 2t x y t x y k y y- £ -
Рассмотрим следующее дифференциальное 

уравнение: 
  ¢ ¢x t x x= ( , , ).ϕ   (7)

Пусть h b aŒ -(0, ],  решением уравнения (7) 
на промежутке (0, ]a h+  будем называть непре-
рывно дифференцируемую функцию x*,  опре-
деленную на этом промежутке и для любого 
t a a hŒ +[ , ]  удовлетворяющую уравнению (7).

Рассмотрим следующую задачу: 
  ¢ ¢x t x x= ( , , ),ϕ   (7)

  x a( ) = 0.   (8)
Дадим операторную трактовку задачи (7), 

(8). Пусть 
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�

C x C x aa a h a a h[ , ]
1

[ , ]
1= | ( ) = 0 ,+ +Œ{ }

A C Ca a h a a h: [ , ]
1

[ , ]

�
+ +Æ  — оператор дифферен-

цирования. Очевидно, что оператор A  непре-

рывно обратим и A y t y s ds
a

t
- Ú1( )( ) = ( ) .  Нетрудно 

видеть также, что A h-1 = .
Рассмотрим оператор суперпозиции, порож-

д е н н ы й  о т о б р а ж е н и е м  ϕ .  П у с т ь 
g C C Ca a h a a h a a h: [ , ]

1
[ , ] [ , ]

�
+ + +¥ Æ  отображение, порож-

денное условием: g x y t t x t y t( , )( ) = ( , ( ), ( ))ϕ . Рас-
смотрим свойства этого отображения.

Лемма 2. При сделанных предположениях 
g  является непрерывным отображением и 
удовлетворяет следующим условиям:

(1) для любой точки x C a a hŒ +

�
[ , ]
1  и любых 

y y C a a h1 2 [ , ], Œ +  справедливо неравенство 
g x y g x y k y y( , ) ( , )1 2 1 2- £ - ;

(2) для любого y C a a hŒ +[ , ]  отображение 
g y C Ca a h a a h(, ) : [ , ]

1
[ , ]◊ Æ+ +

�
 является вполне непре-

рывным.
Доказательство этой леммы очевидно.
Рассмотрим отображение f C Ca a h a a h: [ , ]

1
[ , ]

�
+ +Æ  

определенное условием: f x g x A x( ) = ( , ( )),  т.е. 
f x t t x t x t( )( ) = ( , ( ), ( ))ϕ ¢ .

Лемма 3. При сделанных предположениях 
отображение f  является непрерывным 
( , )A χ -уплот няющим отображением.

Доказательство. Непрерывность отобра-
жения f  очевидна и вытекает из непрерывнос-
ти отображения ϕ  по совокупности перемен-
ных.

Из леммы 2 и предложения 3 вытекает 
( , )A χ -уплотняемость отображения f .

Очевидно, что задача (7), (8) эквивалентна 
следующему операторному уравнению 
  A x f x( ) = ( ).   (9)

Теорема 2. Пусть отображение j  удов-
летворяет условиям (ϕ 1) и (ϕ 2), тогда су-
ществует такое число h b a0 (0, ],Œ -  что за-
дача (7), (8) имеет решение на промежутке 
a a h, 0+ÈÎ ˘̊ . .

Доказательство. Рассмотрим отображе-
ние ϕ( ,0) :a

n nR RÆ ,  ϕ ϕ( ,0)( ) = ( , 0, )a y a y .  Это 
отображение в силу условия (ϕ 2) является 
сжимающим, следовательно имеет единствен-
ную неподвижную точку y0,  т.е. y a y0 0= ( , 0, )ϕ .  
Рассмотрим функцию ˆ .y t ty C a a h0 0 [ , ]

1( ) = Œ +

�

Пусть B yR[ ]0̂  — замкнутый шар радиуса 
R > 0  с центром в ŷ0  в пространстве 

�
C a a h[ , ]

1
+ .  

Пусть x  произвольная функция из B yR[ ]0̂ ,  
оценим A y f x( ) ( )0̂ .-  Имеем, 

  
A y f x y t x t x t

a
t a a h

t a a h

( ) ( ) = ( , ( ), ( ) =

= (

0
[ , ]

0

[ , ]

ˆ max

max

- - ¢
Œ +

Œ +

ϕ

ϕ ,, 0, ) ( , ( ), ( ) .0y t x t x t- ¢ϕ

Если t a a hŒ +ÈÎ ˘̊, ,  то 

  

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

( , 0, ) ( , ( ), ( )

( , 0, ) ( , 0, ( ))

( , 0,

0

0

a y t x t x t
a y a x t

a x

- ¢ £
£ - ¢ +

+ ¢(( )) ( , ( ), ( )) ( )

( , 0, ( )) ( , ( ), (
0t t x t x t k y x t

a x t t x t x
- ¢ £ - ¢ +

+ ¢ - ¢
ϕ

ϕ ϕ tt)) .

Так как x B yRŒ [ ]0̂ ,  то y x t R0 ( )- ¢ £ .  Оце-
ним теперь ϕ ϕ( , 0, ( )) ( , ( ), ( )) .a x t t x t x t¢ - ¢  Оче-
видно, что существует ограниченное замкнутое 
множество G a a h R Rn nŒ + ¥ ¥[ , ]  такое, что 
если x B yRŒ [ ]0̂ ,  то t x t x t G, ( ), ( )¢( ) Œ .  Так как ϕ  
непрерывное отображение, то оно является 
равномерно непрерывным на множестве G,  т.
е. для любого d > 0  найдется h h d= ( ) 0>  та-
кое, что как только t t1 2 <- h,  x x1 2- < h  и 
y y1 2 <- h,  то ϕ ϕ( , , ) ( , , ) <1 1 1 2 2 2t x y t x y- d.

Заметим также, что существует такое чис-
ло M > 0,  что ¢ £x t M( )  для любого t a a hŒ +[ , ]  
и любого x B yRŒ [ ]0̂ . Тогда 0 ( ) ( ) ( )- = - £x t x a x t  

( )£ -M t a .  Рассмотрим в качестве d = R,  тог-
да существует h1 0>  такое, что h1 < h  и 
Mh1 < h.  Тогда ϕ ϕ( , 0, ( )) ( , ( ), ( ))a x t t x t x t R¢ - ¢ <  
для любого t a a hŒ +ÈÎ ˘̊, 1 .

Таким образом получаем, если t a a hŒ +ÈÎ ˘̊, 1 ,  
то 

  ϕ ϕ( , 0, ) ( , ( ), ( ) = (1 ).0a y t x t x t kR R R k- ¢ £ + +

Выберем число h2  так, чтобы h k2(1 ) 1+ < .  
П у с т ь  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о 
h h h b a0 1 2, ,< -{ }min .  Рассмотрим уравнение 
(9) в пространстве 

�
C a a h[ , ]

1

0+ .  Пусть x  произволь-
ная функция из B yR[ˆ ].0  Имеем, 

  A y f x R k
R
h

( ) ( ) (1 ) ,0
2

ˆ - £ + <

где h h A2 0
1=> - .  Мы находимся в условиях 

теоремы 1, что и доказывает существование 
решения задачи (7), (8). Теорема доказана.

 Замечание. Теорема 2 может быть дока-
зана другим методом. Рассмотрим отображение 
ϕ( , ) :t x

n nR RÆ ,  ϕ ϕ( , )( ) = ( , , )t x y t x y .  Это отобра-
жение в силу условия (ϕ 2) является сжимаю-
щим, следовательно имеет единственную не-
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п о д в и ж н у ю  т о ч к у  y y t x= ( , ),  т . е . 
y t x t x y t x( , ) = , , ( , )ϕ ( ).  Нетрудно проверить, что 
в силу сделанных предположений отображение 
y a b R Rn n: [ , ] ¥ Æ  является непрерывным по 
совокупности переменных. Очевидно также, 
что задача (7), (8) эквивалентна следующей 
задаче Коши: 
  ¢x y t x= ( , ),

  x a( ) = 0.
Локальное решение такой задачи всегда 

существует. Однако, в этом случае оценить 
величину интервала, на котором сушествует 
решение, сложно, т.к. отображение y  труд-
но построить конструктивно. Приведенное 
выше доказательство теоремы 2 позволяет 
это сделать через свойства заданного отоб-
ражения ϕ.

5.2. ГЛОБАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ
Пусть ϕ : [ , ]a b R R Rn n n¥ ¥ Æ  отображение, 

удовлетворяющее следующим условиям:
(ϕ 1) отображение j  непрерывно по сово-

купности переменных;
(ϕ 2) существует такое число k Œ(0,1),  что 

для любых t a bŒ[ , ],  x RnŒ  и y y Rn
1 2, Œ  спра-

ведливо неравенство 

  ϕ ϕ( , , ) ( , , ) ;1 2 1 2t x y t x y k y y- £ -
(ϕ 3) существуют такие числа c  и d,  что 

для любых t a bŒ[ , ]  и x RnŒ  справедливо не-
равенство ϕ( , , 0)t x c x d£ + .

Рассмотрим следующее дифференциальное 
уравнение (7): 
  ¢ ¢x t x x= ( , , ).ϕ

Глобальным решением этого уравнения 
будем называть непрерывно дифференцируе-
мую функцию x*,  определенную на промежут-
ке [ , ]a b ,  и для любого t a bŒ[ , ]  удовлетворяю-
щую уравнению (7).

Дадим операторную трактовку этого урав-
нения. Пусть A D A C Ca b a b: ( ) [ , ] [ , ]Ã Æ  — опера-
тор дифференцирования, D A( )  — множество 
непрерывно дифференцируемых функций на 
[ , ]a b .  Рассмотрим в D A( )  следующую норму 

  x x t
k
c

x t
t a b t a b

= ( ) ( ) .
[ . ] [ , ]Œ Œ

+ ¢max max

Полученное пространство D A( ), ◊( )  будем 
обозначать ˆ .C a b[ , ]

1

Рассмотрим теперь оператор суперпозиции, 
порожденный отображением ϕ.  Пусть 
g C C Ca b a b a b: [ , ]

1
[ , ] [ , ]

ˆ ¥ Æ  отображение, порожден-

ное условием: g x y t t x t y t( , )( ) = , ( ), ( )ϕ ( ).  Рас-
смотрим свойства этого отображения.

Лемма 4. При сделанных предположениях 
g  является непрерывным отображением и 
удовлетворяет следующим условиям:

(1) для любой точки x C a bŒ [̂ , ]
1  и любых 

y y C a b1 2 [ , ], Œ  с п р а в е длив о  н е р а в ен ство 
g x y g x y k y y( , ) ( , )1 2 1 2- £ - ;

(2) для любого y C a bŒ [ , ]  отображение 
g y C Ca b a b(, ) : [ , ]

1
[ , ]◊ Æˆ  является вполне непрерыв-

ным.
Доказательство этой леммы очевидно.
Рассмотрим отображение f C Ca b a b: [ , ]

1
[ , ]

ˆ Æ  
определенное условием: f x g x A x( ) = , ( )( ),  т.е. 
f x t t x t x t( )( ) = , ( ), ( )ϕ ¢( ).

Лемма 5. При сделанных предположениях 
отображение f  удовлетворяет следующим 
условиям:

a) отображение f  является непрерывным 
( , )A χ -уплотняющим отображением;

b) для любого x C a bŒ [̂ , ]
1  справедливо следую-

щее неравенство: 

  f x c x dC a b C a b
( ) .

[ , ] [ , ]
1£ +

ˆ
  (10)

Доказательство. Непрерывность отобра-
жения f  очевидна и вытекает из непрерывнос-
ти отображения ϕ  по совокупности перемен-
ных.

Из леммы 2 и предложения 3 вытекает 
( , )A χ -уплотняемость отображения f .

Проверим справедливость неравенства (8). 
Действительно, для любого t a bŒ[ , ]  имеем: 

  

f x t t x t x t t x t
t x t t x t

( )( ) = ( , ( ), ( )) ( , ( ), 0)

( , ( ), 0) ( , ( ),

j j
j j

¢ £ +
- ¢xx t

c x t d k x t c x t
k
c

x t d

( ))

( ) ( ) = ( ) ( ) .

£

£ + + ¢ + ¢
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

Следовательно, 

  f x c x d
C a b C a b

( ) .
[ , ] [ , ]

1£ +
ˆ

Теорема 3. Пусть отображение ϕ  удов-
летворяет условиям (ϕ 1), (ϕ 2) и (ϕ 3). Если 
выполнено неравенство c b a k( ) 2(1 )- < - ,  то 
уравнение (7) имеет глобальное решение.

Доказательство. Очевидно, что диффе-
ренциальное уравнение (7) эквивалентно опе-
раторному уравнению A x f x( ) = ( ),  где отобра-
жение f  является непрерывным ( , )A χ -уплот-
няющим отображением. Для доказательства 
теоремы воспользуемся следствием 1. Так как 
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A  является оператором дифференцирования, 

то в силу примеров 1 и 2 имеем, A
b a k

c
- - +1 =

2
.  

Тогда 

  c A c
b a k

c

c b a k
- - +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- +
<1 =

2
=

( ) 2

2
1.

Таким образом все условия следствия 1 
выполнены, уравнение A x f x( ) = ( )  имеет реше-
ние, которое и будет решением уравнения (7). 
Теорема доказана.
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