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Аннотация: в работе получена оценка почти простого числа в арифметической прогрес-
сии.
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ВВЕДЕНИЕ 
В теории метода весового решета, активно 

разрабатываемого в современной теории чисел, 
исследованы методы весового решета с весами 
Бухштаба [1], весами Рихерта [2], весами Бух-
штаба—Лабордэ [3] и весами Бухштаба нового 
типа [4], [5].*

В настоящей работе дано приложение ме-
тода весового решета с весами Бухштаба [1] в 
непрерывной форме, полученной Лабордэ [3] 
(т.е. с весами Бухштаба—Лабордэ) к оценке 
почти простого числа в арифметической про-
грессии.

Исследованию наименьшего почти простого 
числа pr  в арифметической прогрессии посвя-
щены работы ряда математиков.

В 1965 году Левин Б. В. ([6], теорема 1 и 
теорема 3) получил для kn l p k+ £: 2

2,3691,  для 
kp l p k+ £: ,4

2,61  а, если справедлива расширен-
ная гипотеза Римана, то p k3

3,02.£
В дальнейшем были получены результаты 

для p2  из арифметической прогрессии 
kn l p k BB+ £, ,2 – некоторая постоянная, не 
зависящая от k.  

В 1969 году Рихерт Х.-Э. [2] получил 
B = 2,20.

В 1978 году Лабордэ М. [7] получил 
B = 2,13.

В 1978 году Хис-Браун Д. Р. ([8], теорема 
1)  -B = 1,965.

В 1982 году Гривс Г. [9], [10] -B = 1,937.
В 1982 году Иванец Х. ([11], теорема 13)

-B = 1, 845.
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ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
Рассмотрим последовательность 

  
A kn l k n l N k l

l k n x
= | , , ,( , ) =

= 1, 0 , ,

+ Œ{
< < £ }    (1)

где x  достаточно большое положительное 
число.

Обозначим через pr  r -почти простое число, 
т.е. число, имеющее в разложении r  положи-
тельных простых множителей с учетом их 
кратности, r N rŒ ≥, 2.  Пусть p kr

B£ ,  где В 
— некоторая постоянная, не зависящая от k.

Поставим задачу: получить оценку почти 
простого числа pr  в конечной последователь-
ности A . При этом вначале потребуется полу-
чить оценку снизу числа r -почти простых 
чисел в последовательности А.

Введем условие: существует некоторая пос-
тоянная M > 0,  такая, что 
   a Xn

M£   (2)

для всех элементов an  из последовательности 
A, где X RŒ ,  X — достаточно большое поло-
жительное число.

Теорема 1. Пусть последовательность А 
определена равенством (1), выполнено условие 
(2), a b c R, , ,Œ  причем 1 ,2 1 0,£ < < - - >b c a c b  

= 1 .+ +Ma b c  Тогда имеет место следующая 
оценка: 

  
pr A

O
k

a
c b

K a b c
x
xŒ

≥ +
- -Â 1

2 ( )
( ) 4(2 1)

( , , )0

e
ϕ ln

для достаточно большого x,  где e > 0, ( )ϕ k  
— функция Эйлера, K a b c0( , , )  определено ра-
венством: 
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Усли в теореме 1 величина K0(a, b, c) > 0, 
то $ Œp Ar . Остается осуществить выбор па-
раметров a, b, c весового решета.

Теорема 2. Существует p2  из арифмети-
ческой прогрессии (1), такое, что при k k≥ 0  (k0 
— достаточно большое фиксированное число), 
будет p k BB

2 , = 1, 8164.£

 ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для доказательства теоремы 1 потребуются 
следующие оценки.

Лемма 1. Пусть u  и v  — постоянные 
числа или переменные величины, зависящие от 
x , но изменяющиеся в конечном интервале 
2 £ < <u v B.  Тогда 

  

x v p xu
p x

p
x

v
u

O
x1

<

1
2

1
=

1 1
1

1
,

£

Â -
-

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ln

ln
ln

ln

где p — простое число, B — постоянная, 
x ≥ 2.

Лемма 1 доказана в работе [12]. Автором 
она доказана другим способом, с применением 
леммы Абеля, согласно которой 

  
a n b

n
a

b

n z
n

n b
nc f n c f z dz c f b

£
Â Ú Â Â- ¢ +

< < <

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ).

Обозначим через S A z( ; ) — число элементов 
в последовательности А, у которых наимень-
ший положительный простой делитель p zn ≥ ,  
а через S A zp( ; ) — число элементов в последо-
вательности Ap,  у которых p zn ≥ ,  где 
A a A a modpp n n= | 0( ) .Œ ∫{ }

Будем использовать следующие оценки из 
работы [11]: 

  S A z
x

k z
O( ; )

( )
(2 3 ( )),

4
≥ +

ϕ ln
ln e   (4)

  S A z
O
k
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p z
p

Rp( ; )
2 ( )

( )
,
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ϕ
ln

  (5)

где ϕ( )n  — функция Эйлера, e > 0,  
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n A m x k m x k mm k

m m p=
,

( ) ( ) ( ; ),
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¢Â Â Â ¢
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1
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x
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¢

Будем применять метод весового решета с 
весами Бухштаба—Лабордэ [3]. Приведем веса, 
о б о значив  в е с о вую  функцию ч ер е з 
T XBuch Lab- ( ).
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  (6)

где a b c R b c a Ma b r c, , , 1 , = ( 1) 1,Œ £ £ £ + - +  
r N r, 2.Œ ≥

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1 
Получим оценку сверху слагаемых суммы, 

определенной равенством (6), применяя оценку 
(5), а затем лемму 1.

Тогда будем иметь:

1)
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Для остаточного члена 
i iR x
=1

4
( ),Â  получим 

оценку: 
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Применяя оценку снизу (4) для S AX a;
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получим: 

  S AX
O
k

x
x

aa;
2 ( )

( ) 4
3.

1Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
≥ + e

ϕ ln
ln

После проведения необходимых преобразо-

ваний для разности S AX
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S x S x
i i( ) = ( ),
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4Â  получим оценку теоремы 1. 

Теорема 1 доказана.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
По теореме 1 имеем: 
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для достаточно больших x,  где K a b c0( , , )  оп-
ределено равенством (3) и кроме того, при этом 
выполнено условие Ma b c= 1 + + .  Выберем 
параметры весового решета следующим обра-
зом: a b c= 4, = 3,91, = 3,99.  Тогда получим, 
что 

  
pr A k

x
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≥Â 1 0, 4406
1
( )ϕ ln

для достаточно больших x.

Учитывая, что B
b c

b c a
=

1
1

,
+ +

+ + -
 при вы-

бранных a b c, ,  находим тогда следующее зна-

чение величины B: B =
8,9
4, 9

1, 81632653£ £  

1, 8164.£
Таким образом, существует p p l k2 2, ( ),∫ mod  
l k k k00 < < , ≥  (k0 — достаточно большое фик-

сированное число), такое, что p k BB
2 , = 1, 8164.£  

Теорема 2 доказана.
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