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Аннотация: в конечномерном гильбертовом пространстве рассматривается уравнение 
l y y[ ] = 0- Cλ ,  где l — формально самосопряженное дифференциальное выражение, C Cλ λ= ( )t  
— неванлинновская операторная функция от λ  при почти всех фиксированных t . Доказы-
вается, что в каждой полуплоскости Imλ > 0,  Imλ < 0  постоянно число линейно независимых 
квадратично интегрируемых с весом ( ) 1Im Imλ λ

- C  решений этого уравнения. Доказательство 
основано на постоянстве в верхней и нижней полуплоскостях дефектных чисел голоморфно-
го семейства минимальных линейных отношений, связанных с этим уравнением.
Ключевые слова: линейное отношение, дифференциальное уравнение, неванлинновская 
функция, голоморфное семейство линейных отношений, индекс дефекта.

Abstract: we consider the equation l y y[ ] = 0- Cλ  in the fi nite-dimensional Hilbert space, where l 
is a formal self adjoint expression, C Cλ λ= ( )t  is a Nevanlinna operator function of λ  for almost 
fi xed t. We prove that the number of linearly independent quadratically integrable with weight 
( ) 1Im Imλ λ

- C  solutions of this equation does not depend of λ  for Imλ > 0  and for Imλ < 0.  The 
proof rests on the constancy (for Imλ > 0  and for Imλ < 0 ) of defi ciency numbers of the family of 
minimal linear relations that are associated with this equation.
Key words: linear relation, diff erential equation, Nevanlinna function, holomorphic family of linear 
relations, defi ciency number.

ВВЕДЕНИЕ
В известных работах Г. Вейля изучался 

оператор Штурма—Лиувилля на полуоси (0, )•  
методом предельного перехода от конечного 
интервала к полуоси. При этом возникало 
дробно-линейное преобразование, которое пе-
реводило верхнюю полуплоскость в круг. Ког-
да интервал расширяется, эти круги гнездятся 
и возможны два случая: 1) пересечение кругов 
является кругом; 2) пересечение кругов явля-
ется точкой. Возникает проблема: если при 
одном значении параметра λ λ= 0  ( > 0)0Imλ  
имеет место случай предельного круга (пре-
дельной точки), то будет ли иметь место то же 
при всех λ  с Imλ > 0 ?*

Эта проблема в более общей постановке 
может быть сформулирована так. Пусть H  
— конечномерное гильбертово пространство и 
l  — формально самосопряженное дифферен-
циальное выражение, коэффициенты которого 
— операторы в H  (т.е. матрицы). Обозначим 
через N +( )λ  (при Imλ > 0 ) и N -( )λ  (при 
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Imλ < 0 ) число линейно независимых решений 
уравнения l y y[ ] 0- =λ ,  принадлежащих 
L H2( ; 0, )• .  Верно ли, что функции N +( )λ ,  
N -( )λ  постоянны? Такой задаче можно поста-
вить в соответствии симметрический оператор, 
дефектные числа ( , )n n+ -  которого таковы, что 
n N+ += ( )λ ,  n N- -= ( )λ .

С. А. Орлов [1] и Ф. С. Рофе-Бекетов [2] 
(см. также [3]) рассмотрели уравнение 

  l y y[ ] = 0,- Cλ     (1)
где C Cλ λ= ( )t  — неванлинновская операторная 
функция при почти всех фиксированных t,  т.е. 
голоморфная по λ  при Imλ π 0  функция, зна-
чениями которой являются операторы в H  
такие, что C Cλ λ

*( ) ( )t t=  и Im ImCλ λ( ) / 0t � . 
Пусть N+( )λ  (при Imλ > 0 ) и N-( )λ  (при 
Imλ < 0 ) — число линейно независимых реше-
ний уравнения (1), удовлетворяющих усло-
вию 

  
0

1(( ) ( ) ( ), ( )) < .
• -Ú •Im Imλ λC t y t y t dt     (2)

В [1, 2, 3] доказано, что числа N+( )λ ,  N-( )λ  
постоянны. Доказательство в [1] основано на 
развитой в этой же работе теории гнездящихся 
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матричных кругов. Там же отмечается [1, с. 
596], что не существует оператора, дефектные 
числа которого совпадали бы для уравнения 
(1) с числами N+( )λ ,  N-( )λ .  (В [1] рассмотрен 
случай уравнения первого порядка).

В [3] рассмотрен случай Cλ λ( ) = ( )t A t  с опе-
раторами A t( ) 0� .  В этой работе ([3, c. 6]) от-
мечается, что возможность вырождения по t  
матричного веса существенно осложняет вклю-
чение рассматриваемого уравнения в общую 
теорию операторов в гильбертовом простран-
стве, и поэтому при исследовании уравнения 
используются теоретико-функциональные ме-
тоды. Те же методы применялись в [2].

В данной работе уравнению (1) сопоставля-
ется голоморфное семейство λ λÆL0( )  ( Imλ π 0 ) 
минимальных отношений в пространстве 
H = ( , ; 0, )2

0
L H ImCλ •  ( 0λ  ф и к с и р о в а н о , 

Imλ0 > 0). Доказывается, что дефектные чис-
ла n L( )= ( ( ( )))0λ λdim H � R  отношений из это-
го семейства постоянны в каждой полуплоскос-
ти Imλ>0,  Imλ<0  ( R  — область значений). 
Обозначив через n+,  n-  значения n( )λ  при 
Imλ>0,  Imλ<0  соответственно, получим, что 
N± ± +( ) = 0λ n Qdim ,  где Q0  — нулевое много-
образие, т.е. множество y t( ),  для которых ин-
теграл в левой части (2) равен 0.

В случае, когда Cλ λ( ) = ( )t A t ,  где операторы 
A t( ) 0� ,  в работах [4], [5] установлено, что 
N+( )λ ,  N-( )λ  являются дефектными числами 
симметрического отношения.

1. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 

УТВЕРЖДЕНИЯ 
Пусть H  — конечномерное гильбертово 

пространство со скалярным произведением (, )◊ ◊  
и нормой ◊ .  Рассмотрим на конечном или 
бесконечном интервале ( , )a b  дифференциаль-
ное выражение l  порядка r  ( = 2r n  или 
r n= 2 1)+  
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Коэффициенты p p tk k= ( ),  q q tj j= ( )  этого 
выражения являются самосопряженными опе-
раторами в пространстве H ,  причем p t0( )  (при 

r n= 2 ) и q t0( )  (при r n= 2 1+ ) имеют обрат-
ные при почти всех t a bŒ( , ).  Предполагается, 
что функция q0  (при r n= 2 1+ ) непрерывно 
дифференцируема, функции pk ,  qj  измеримы, 
и на каждом замкнутом интервале [ , ] ( , )a b Ã a b  
интегрируемы нормы функций 

  p p q q p q p p q qn n0
1

0
1

0 0 0
1

0 1 0 1, , , , ..., , , ...,- - -
-  

 (в случае r n= 2 ),

 q q q p p'
n n0 1 0, , ..., , , ...,  

 (в случае r n= 2 1).+
Выражение l  рассматривается как квазидиф-
ференциальное. Квазипроизводные y k[ ]  для 
выражения l  определены в [3] следующим 
образом. Если r n= 2 ,  то 
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Если r n= 2 1+ ,  то 

  y y j n y iq yj j n n[ ] ( ) [ ]
0
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Пусть C Cλ λ= ( )t  — функция со значениями 
в множестве линейных операторов в H ,  удов-
летворяющая следующим условиям из [6]:

(a) существуют такие множества C C R0 … \  
и I0 ( , )Ã a b ,  что мера множества ( , ) 0a b \ I  
равна нулю и для каждой точки множества C0  
найдется независящая от t ŒI0  окрестность, в 
которой функция λ λÆ C ( )t  голоморфна по λ;

(b) при любом λ ŒC0  функция Cλ  локаль-
но интегрируема на ( , )a b ;

(c) C Cλ λ
*( ) = ( )t t  и Im ImCλ λ( ) /t  является 

неотрицательным оператором при всех t Œ I0  
и всех λ  таких, что Imλ π 0.

Пусть B Cλ λ( ) ( )t t= Re ,  A Cλ λ( ) ( )t t= Im .  Усло-
вие (c) влечет B Bλ λ( ) ( )t t= ,  A Aλ λ( ) ( )t t= - .  При 
Imλ π 0  положим aλ λ λ.( ) ( ) /t t= A Im  Из усло-
вия (c) следует также, что для всех m Œ «C R0  
и всех t ŒI0  существует λ λÆ ±m i t0 ( )lim ,a  обозна-
чаемый am( )t .  Функция am  локально интегри-
руема на ( , )a b  [6]. Далее используются следу-
ющие утверждения из [6].

Утверждение 1. Пусть для некоторого 
элемента g HŒ  существуют такие числа 

О числе линейно независимых, квадратично интегрируемых решений дифференциальных уравнений
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t0 0Œ I  и λ0 0ŒC ,  что aλ
0

0( ) 0t g = . Тогда для 
всех λ ŒC0  справедливы равенства aλ( ) 00t g =  
и ( ( ) ( )) 00

0
0B Bλ λt t g- = .

Утверждение 2.  Пусть K  — произволь-
ный компакт, K Ã C0.  Тогда существуют 
такие постоянные k k1 2, > 0,  что для всех 
h HŒ ,  t ŒI0,  λ λ1 2, ŒK  выполняется неравенс-
тво k t h h t h h k t h h1

1

1 2

2

1 2
2

1

1 2( ( ) , ) ( ( ) , ) ( ( ) , )/ / /
a a al l l£ £  

(таким образом, постоянные k1,  k2  не зависят 
от t Œ I0,  λ ŒK).

Обозначим l y l y yλ λ[ ] = [ ] .- C  Пусть W tj, ( )λ  
( )0λ ŒC  — операторное решение уравнения (1) 
на интервале ( , )a b ,  удовлетворяющее началь-
ным условиям: W t Ej

k
j k,

[ 1]
0 ,( ) =λ

- d ,  где t a b0 ( , ),Œ  
d j k,  — символ Кронекера, E  — тождественный 
оператор, j k r, = 1,..., .  Обозначим через W tλ( )  
операторную однострочную матрицу 
W t W t W trλ λ λ( ) = ( ( ),..., ( ))1, , . При фиксированных 
t , λ  оператор W tλ( )  отображает пространство 
H r  в H .  Сопряженный к нему оператор W tλ

*( )  
действует из H  в H r .  При фиксированном t  
функция λ λÆW t( )  голоморфна на C0.

Функции y,  для которой выражение l yλ[ ] 
имеет смысл, поставим в соответствие функцию 
ŷ = ( , ,..., )[0] [1] [ 1]y y y r T-  (здесь T  в верхнем ин-
дексе обозначает транспонирование). Если 
u u um= ( ,..., )1  — какая-либо система функций, 
к которым применима операция lλ,  то через û  
обозначим матрицу с j -столбцом û j  
( = 1,..., )j m . Аналогичные обозначения исполь-
зуются для операторных функций. Отметим, 
что все квазипроизводные до порядка r - 1  
включительно для выражений l  и lλ  совпада-
ют.

Для выражения l  при r n= 2  и при 
r n= 2 1+  введем в рассмотрение операторные 
матрицы порядков 2n  и 2 1n +  соответствен-
но: 
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где все неотмеченные элементы равны нулю. 
(Элемент 2 ( )0iq t  в матрице J tn2 1( )+  стоит на 
пересечении n + 1 -столбца и n + 1 -строки.)

Пусть y z,  — две функции, для которых 
выражение l  имеет смысл и l y[ ], l z[ ]  локально 
суммируемы на ( , )a b .  Для этих функций фор-
мула Лагранжа имеет вид 

  a

b

a

b

a
b

a b
Ú Ú- =

< £ <
( [ ], ) ( , [ ]) ( ( ) (̂ ), (̂ )) | ,

.
l y z dt y l z dt J t y t z t

a b
r  (3)

Полагая в (3) y t W t c( ) ( )= λ ,  z t W t d( ) ( )= λ  
( , )c d H rŒ  и учитывая, что l y i y[ ] = ( )B Aλ λ+ ,  
l z i z[ ] = ( )B Aλ λ- ,  получим 

  W t J t W t J tr r
� �

λ λ

*

0( ) ( ) ( ) = ( ).
 Отсюда и из “метода вариации произволь-

ных постоянных” следует, что общее решение 
уравнения l y fλ[ ] = ,  где f  — локально сумми-
руемая на ( , )a b  функция, представимо в виде 

 
y t W t c J t W s f s ds

c H

r t

t

r

( ) = ( ) ( ) ( ) ( )

( ).

1
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0

*
λ λ+Ê
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2. ГОЛОМОРФНЫЕ СЕМЕЙСТВА 
ЛИНЕЙНЫХ ОТНОШЕНИЙ 

Пусть B B1 2,   — банаховы пространства. 
Под линейным отношением T  понимается 
любое линейное многообразие T Ã ¥B B1 2.  
Терминология, связанная с линейными отно-
шениями, имеется, например, в [7]. Далее ис-
пользуются обозначения: { , }1 2x x  — упорядо-
ченная пара, составленная из элементов x1,  x2;  
ker T  — множество таких элементов x,  что 
пара { , 0}x ŒT;  D( )T  — область определения, 
R( )T  — область значений отношения T.  Ли-
нейные операторы считаются линейными отно-
шениями,  поэтому записи S Ã ¥B B1 2,  
{ , }1 2x x ŒS  используются и для операторов S.  
Все отношения (и операторы), встречающиеся 
в дальнейшем, считаются линейными, поэтому 
слово “линейное”  часто будет опускаться.

Под семейством линейных многообразий в 
банаховом пространстве B  понимается функ-
ция λ λÆ T ( )  ( )λ Œ ÃD C ,  значениями которой 
являются линейные многообразия T ( )λ Ã B.  
Семейство подпространств (замкнутых) T  
называется голоморфным в точке λ1 ŒC,  если 
существуют такое банахово пространство B0  
и такое голоморфное в окрестности λ1  семейс-
тво λ λÆ K( )  ограниченных линейных опера-
торов K( ): 0λ B BÆ ,  что при каждом фиксиро-

В. М. Брук
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ванном λ  оператор K( )λ  взаимно однозначно 
отображает B0  на T ( )λ .  Семейство подпро-
странств называется голоморфным в области 
D,  если оно голоморфно в каждой точке об-
ласти D.  Поскольку замкнутое линейное отно-
шение T( )λ  является подпространством в 
B B1 2¥ ,  то определение голоморфности отно-
сится и к семействам линейных отношений. Это 
определение обобщает соответствующее опре-
деление голоморфных семейств замкнутых 
операторов [8, с. 460]. Далее используется сле-
дующее утверждение, доказанное в [9], [10] для 
семейств замкнутых отношений, однако дока-
зательство дословно переносится на случай 
подпространств.  

Утверждение 3. Пусть T  — семейство 
замкнутых подпространств в банаховом про-
странстве B  и подпространство T ( )1λ  допус-
кает прямое дополнение в B,  т.е. существует 
такое подпространство N Ã B,  что справед-
ливо разложение в прямую сумму B= ( )1T �λ N.  
Семейство T  является голоморфным в точ-
ке λ1  тогда и только тогда, когда при λ,  до-
статочно близких к λ1,  пространство B  
разлагается в прямую сумму своих подпро-
странств T ( )λ  и N,  и семейство λ λÆ P( )  
проекторов P( )λ  пространства B  на T ( )λ  
параллельно N  является голоморфным в λ1.   

Лемма 1. Пусть H  — гильбертово про-
странство, T  — голоморфное в точке λ1  
семейство подпространств T H( )λ Ã .  Тогда 
семейство z zÆ ^T ( ) голоморфно в точке λ1.  
(Здесь и далее обозначаем ( ( )) = ( )T Tz z^ ^  и 
M M^ = H � ,  где M Ã H  — замкнутое под-
пространство.)  

Доказательство. Согласно утверждению 3 
H T �= ( )λ N  и семейство проекторов P( )λ  
пространства H  на T ( )λ  параллельно N  яв-
ляется голоморфным в λ1.  Тогда Q P( ) = ( )λ λE -  
— проектор H  на N  параллельно T ( )λ .  Поэ-
тому  ker ,Q*( ) =λ N

^  R Q T( ( )) = ( )* λ λ^  и 
( ( )) = ( )* 2 *Q Qλ λ .  Следовательно, Q*( )λ  — про-
ектор H  на T ^( )λ  параллельно N^ .  Соответс-
твующее разложение имеет вид H T �= ( )^ ^λ N .  
Поскольку z zÆQ*( )  — голоморфное семейство 
в точке λ1,  то семейство подпространств 
z zÆ ^T ( )  голоморфно в λ1  согласно утверж-
дению 3. Лемма доказана.  

Следствие 1. Если семейство отноше-
ний λ λÆ Ã ¥S H H( )  голоморфно в точке λ1,  
то семейство z zÆ S*( )  голоморфно в точ-
ке λ1.  

Лемма 2. Пусть H  — гильбертово про-
странство, λ Æ Ã ¥S H H( )l  — голоморфное 
в точке m  семейство линейных отношений 
со свойствами: R S( ( ))m  — замкнутое подпро-
странство в H  и отношение S -1( )m  являет-
ся оператором. Тогда у точки m  существует 
такая окрестность, что для всех точек λ  из 
этой окрестности отношение S( )λ  имеет те 
же свойства (с заменой m  на λ ) и 
dim dim .H � R S H � R S( ( )) ( ( ))λ = m

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м 
H H � R S0 ( ( ))= m  и положим N = H H¥ 0.  Тог-
да справедливо разложение в прямую сумму 
H H S �¥ = ( )m N.  Действительно, любая пара 
{ , }1 2x x Œ ¥H H  допускает единственное пред-
ставление вида 

  
{ , } = ( ) ,

( ) , ,
1 2

1
2 2

1
1

2 2

x x Px Px

x Px P x

S

S

-

- ^

{ } +

+ -{ }
m

m

где P  — ортопроектор H  на R S( ( ))m ,  
P E P^ = - .  Поэтому согласно утверждению 3 
при всех λ,  достаточно близких к m,  справед-
ливо разложение 
  H H S �¥ = ( ) .λ N     (5)
Это означает, что для всех пар { , }1 2x x Œ ¥H H  
выполняется равенство 

  { , } = { , } { , },1 2 1 2 1 1 2 2x x f f x f x f+ - -
где { , } ( )1 2f f ŒS λ ,  { , }1 1 2 2x f x f- - ŒN.  Если 
f2 0= ,  то x2 0ŒH .  Поэтому { , }1 2x x ŒN.  Един-
ственность разложения (5) влечет f1 0= . Таким 
образом, S -1( )λ  — оператор. Докажем, что 
область значений R S( ( ))λ  замкнута. С этой 
целью рассмотрим оператор U( ): ( ( ))λ R S Hm Æ ,  
д е й с т в у ю щ и й  п о  ф о р м у л е 
U x P x x( ) = ( ){ ( ) , }2

1λ λP S - m ,  где  x ŒR S( ( ))m ,  
P( )λ  — проектор в H H¥  на S( )λ  параллель-
но N,  соответствующий разложению (5), P2  
— естественный проектор H H¥  на второй 
множитель, т.е. P x x x2 1 2 2{ , } = .  При фиксиро-
ванном λ  оператор U( )λ  непрерывно и взаим-
но однозначно отображает R S( ( ))m  на R S( ( ))λ .  
Операторная функция λ λÆU( ) голоморфна в 
окрестности m  и U x x( ) =m .  Поэтому при всех 
λ,  достаточно близких к m , множество R S( ( ))λ  
замкнуто, так как при таких λ  выполняется 
неравенство U x k x( )λ �  (постоянная k > 0  
не зависит от x).  Равенство размерностей по-
лучается из (5). Лемма доказана.  

Следствие 2. Пусть семейство отноше-
ний λ λÆ S( )  голоморфно в связной области 
D  и в любой точке m Œ D  выполняются все 

О числе линейно независимых, квадратично интегрируемых решений дифференциальных уравнений
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условия леммы 2. Тогда размерность 
dim H � R S( ( ))λ  постоянна в D.

Доказательство получается из того, что эта 
размерность постоянна в окрестности каждой 
точки D.

3. СЕМЕЙСТВА МАКСИМАЛЬНЫХ 
И МИНИМАЛЬНЫХ ОТНОШЕНИЙ 

Зафиксируем какое-либо λ0 0ŒC  и в целях 
сокращения записи обозначим A t t( ) ( )

0
= aλ .  На 

множестве непрерывных и финитных на интер-
вале ( , )a b  функций со значениями в H  введем 
квазискалярное произведение 

  ( , ) = ( ) ( ), ( ) .y z A t y t z t dtA a

b

Ú ( )     (6)
Отождествляя с нулем те функции y,  для ко-
торых ( , ) 0y y A = ,  а затем производя пополнение, 
получим гильбертово пространство, обознача-
емое H = ( , ( ); , )2L H A t a b .  Элементами про-
странства H  являются классы функций, отож-
дествленных между собой по норме 
y y y

A A= ( , ) .  Чтобы излишне не усложнять 
терминологию, класс функций с представите-
лем y  обозначаем тем же символом, а про 
функцию y  будем говорить, что y  принадле-
жит H.  Равенства между функциями из H  
понимаются как равенства соответствующих 
классов эквивалентности.

Из утверждений 1, 2 вытекает, что про-
странство H  не зависит от выбора точки 
λ0 0ŒC  в следующем смысле: если в (6) 
A t t( ) ( )

0
= aλ  заменить на aλ( )t  ( )0λ ŒC  или на 

Al( )t  ( > 0)Imλ ,  то получится то же множес-
тво H  с эквивалентной нормой.

Согласно утверждению 1 множество 
G t t( ) = ( )keraλ  ( )0t Œ I  не зависит от λ ŒC0.  
Пусть H t H G t( ) ( )= � ;  A t0( )  — сужение опе-
р а т о р а  A t( )  н а  H t( ).  Т о г д а 
R R( ( )) = ( ( )) = ( )0aλ t A t H t  для всех λ ŒC0.

П о л о ж и м  C C Cλ λ, ( ) = ( ) ( )m mt t t- ,  
B B Bλ λ, ( ) ( ) ( )m mt t t= - ,  где λ, 0m ŒC ,  t Œ I0.  Ут-
верждение 1 влечет G t t t( ) ( ) ( ),= Ãker ker .aλ λB m  
П о э т о м у  R B R( ( )) ( ( )) ( ),λ λm t t H tÃ =a  и 
R C( ( )) ( ),λ m t H tÃ  для для всех λ, 0m ŒC .  Через 
Cλ,m ,  Bλ,m ,  Aλ  обозначим соответственно опе-
раторы 

  
y t A t t y t y t A t t y t

y t A
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) (
0

1
, 0

1
,

0
1

Æ Æ
Æ

- -

-

C Bλ λm m

tt t y t) ( ) ( ).Aλ

Операторы Cλ,m ,  Bλ,m ,  Aλ  рассматриваются 
в пространстве H.   

Теорема 1. Операторы Cλ,m ,  Bλ,m ,  Aλ  
( , )0λ m ŒC  ограничены в H.   

Доказательство. Запишем функцию Cλ  в 
виде (см., например [11, c. 520], [12, c. 36], [6]) 

  
C C Uλ λ

λ

( ) = ( ) ( )

1
1

( ),
2

t t t

d

i

t

Re + +

+
-

-
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃-•

•

Ú t
t

t
s t

    (7)

где U( )t  — неотрицательные операторы в H ,  
s t  — неубывающая при любом фиксированном 
t Œ I0  операторная функция в H  такая, что 

-•

•

Ú +
< •

d g gt( ( ) , )

1 2

s t
t

 для всякого g HŒ .  Тогда 

  aλ
λ

( ) = ( )
( )

.
2

t t
d tU +

--•

+•

Ú
s t

t
    (8)

Из (8), (9) для всех g h H, Œ  получаем 

  

( ) (( ) , )
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/ /
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1 2/ ( ) .t h

О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч т о 
( ( ) , ) ( ) ( ),

1/2 1/2Cλ λλm mmt g h t g t h� - a a .  Т о г д а 
согласно утверждению 2 существует такая 
постоянная k0 > 0,  не зависящая от t Œ I0,  
что 

  ( ( ) , ) ( ) ( ) ., 0
1/2 1/2Cλ m t g h k A t g A t h�     (9)

Поэтому для любого g H tŒ ( )  из (9) полу-
чаем 

  
A t t g t g A t t g

k A t g A
0

1/2
,

2

, 0
1

,

0
1/2

( ) ( ) = ( ( ) , ( ) ( ) )

( )

- -C C Cλ λ λm m m �
� 00

1/2
,

(0)( ) ( ) .- t t gCλ m

Отсюда вытекает 

  A t t g k A t g0
1/2

, 0
1/2( ) ( ) ( ) ,- Cλ m �     (10)

В. М. Брук
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где k0 > 0  не зависит от t Œ I0.  Пусть y Œ H.  
Из (10), (6) имеем 

  
Cλ λ,

2

0
1/2

,

2

0
1/2 2

0

= ( ) ( ) ( )

( ) ( ) =

m my A t t y t dt

k A t y t dt k
A a

b

a

b
Ú

Ú

- C �

� yy
A

2
.

 (11)

Неравенство (11) влечет ограниченность 
оператора Cλ,m .

Из утверждения 2 следует, что существует 
такая постоянная k1 > 0,  не зависящая от 
t Œ I0,  что для всех g h H, Œ  выполняется не-
равенство 

  
( ( ) , ) = ( ) , ( )

( ) ( )

1/2 1/2

1/2 1/2
1

1/

a a a

a a

λ λ λ

λ λ

t g h t g t h

t g t h k A
( ) �

� � 22 1/2( ) ( ) .t g A t h

Таким образом, для оператора aλ  выпол-
няется неравенство (10), в котором Cλ, ( )m t  за-
менено на aλ( )t .  Повторяя соответствующие 
рассуждения для оператора Cλ, ( )m t  (с заменой 
Cλ, ( )m t  на aλ( )t ),  получим, что оператор 
y t A t t y t( ) ( ) ( ) ( )0

1Æ -
aλ  ограничен в H.  Это влечет 

ограниченность оператора Aλ  в пространстве 
H.  Ограниченность в H  оператора Bλ,m  следу-
ет из равенства B C A Aλ λ λ, ,=m m m- +i i .  Теорема 
доказана.  

Следствие 3. Операторная функция 
{ , } ,l m mÆ Cλ  при фиксированном λ  или m  
голоморфна по другой переменной на C0  в 
пространстве H.   

Через Q0  обозначим множество элементов 
c H rŒ ,  для которых функция W cm( )◊  ( )0m ŒC  
отождествлена с нулем в пространстве H,  т.е. 
почти всюду A t W t c( ) ( ) = 0m . Из утверждения 1 
следует, что равенства A t W t c( ) ( ) 0m =  и 
aλ( ) ( ) 0t W t cm =  ( )0l ŒC  выполняются одно-

временно. Следующая лемма установлена в [2], 
[6]. Доказательство может быть получено за-
меной в (4) y t( )  на W t cm( )  и f s( )  на Cm mλ( ) ( )s W s c  
( )c H rŒ .   

Лемма 3. Множество Q0  не зависит от 
m.

Минимальное и максимальное отношения 
определим следующим образом. Через ¢L0( )λ  
( )0λ ŒC  обозначим отношение, состоящее из 
тех и только тех пар { , }y f Œ ¥H H,  которые 
удовлетворяют условиям: (а) y  — финитная 
функция такая, что квазипроизводные y k[ ]  
существуют, абсолютно непрерывны до поряд-
ка r - 1  включительно; (б) l y t A t f tλ[ ]( ) = ( ) ( )  
почти при всех t. Замыкание отношения ¢L0( )λ  
обозначим L0( )λ  и назовем минимальным от-

ношением. Отношение ( ( ))0
*L λ  назовем макси-

мальным.
Теорема 2 .  Семейства λ λÆL0( ),  

λ λÆ( ( ))0
*L  голоморфны на C0.   

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  р а в е н с т в а 
¢ ¢ +L L0 0 ,( ) = ( )m l mλ C  ( , )0λ m ŒC  и из теоремы 1 

следует L L0 0 ,( ) = ( )m mλ λ+ C . Отсюда и из след-
ствия 3 получаем, что семейство λ λÆL0( )  
голоморфно на C0.  Голоморфность семейства 
λ λÆ( ( ))0

*L  вытекает из следствия 1. Теорема 
доказана.

Пусть ¢L ( )λ  ( )0λ ŒC  — отношение, состо-
ящее из пар { , }y f Œ ¥H H,  удовлетворяющих 
тем же условиям (а), (б), что и пары из ¢L0( )λ ,  
за исключением условия финитности функции 
y.  Замыкание отношения ¢L ( )λ  обозначим 
L( )λ .   

Лемма 4.  Справедливо равенство 
L L( ) = ( ( ))0

*λ λ  ( )0λ ŒC .
Доказательство. Пусть �L0,  ( )0

*�L ,  �L  — от-
ношения, построенные по дифференциальному 
выражению l - Bλ  так же, как L0( )λ ,  ( ( ))0

*L λ ,  
L( )λ  построены по выражению lλ.  Выражение 
l - Bλ  является формально самосопряженным. 
Для такого выражения в [4], [5] доказано, что 
( )0

*� �L L= .  Теорема 1 и равенства L L i0 0( ) =λ λ
� - A ,  

L L i( )λ λ= -� A ,  A Aλ λ
* = -  влекут требуемое 

утверждение. Лемма доказана.  
Лемма 5.  При фиксированном λ  ( 0)Imλ π  

для любых пар { , } ( )0 0y g LŒ λ  выполняется 
неравенство 

  Im Imλ
-

-
1

0 0

2
( , ) ( > 0).g y k y kA A

�

Доказательство. При Imλ > 0  для всех пар 
{ , } ( )0 0y g LŒ ¢ λ  из формулы Лагранжа (3) сле-
дует равенство 

  Im( , ) = ( ( ) ( ), ( )) .0 0 0g y t y t y t dtA a

b
-Ú Aλ   

Предельным переходом устанавливаем спра-
ведливость последнего равенства для всех пар 
{ , } ( )0 0y g LŒ λ . Теперь применение утверждения 
2 завершает доказательство леммы для 
Imλ > 0.  Случай Imλ < 0  рассматривается 
аналогично.  

Следствие 4. При Imλ π 0  область зна-
чений R( ( ))0L λ  замкнута и отношение L0

1( )- λ  
является ограниченным оператором на своей 
области определения.  

Лемма 6. Размерность dim kerL( )λ  пос-
тоянна в каждой из полуплоскостей Imλ > 0,  
Imλ < 0.

О числе линейно независимых, квадратично интегрируемых решений дифференциальных уравнений
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Доказательство. Обозначим через Nλ  ор-
тогональное дополнение в H  к R( ( ))0L λ .  Из 
теоремы 1 и из следствия 4 получаем, что се-
мейство отношений λ λÆL0( )  удовлетворяет 
всем условиям следствия 2, если в этом следс-
твии в качестве D  взять верхнюю или ниж-
нюю полуплоскость. Поэтому размерность 
dim Nλ  постоянна в каждой полуплоскости 
Imλ > 0,  Imλ < 0.  Л е м м а  4  в л е ч е т 
ker ker .L L( ) = ( ( )) =0

*λ λ λN  Эти равенства за-
вершают доказательство леммы.  

Теорема 3. Число N ( )λ  линейно независи-
мых решений уравнения (1), квадратично ин-
тегрируемых с весом ( ) = ( )1 1Im Im Imλ λλ λ

- -C A ,  
т.е. решений y,  удовлетворяющих неравен-
ству 

  ( ) ( ( ) ( ), ( )) ,1Imλ λ
- Ú < •

a

b
t y t y t dtA  (12)

постоянно в каждой полуплоскости Imλ > 0,  
Imλ < 0.

Доказательство. Из утверждения 2 следует, 
что в неравенстве (12) можно заменить Aλ( )t  
на A t( ).  Из леммы 6 вытекает, что в каждой 
полуплоскости Imλ > 0,  Imλ < 0  постоянно 
число N1( )λ  линейно независимых решений 
уравнения (1), удовлетворяющих (12) и отлич-
ных от нуля в пространстве H.  Из леммы 3 
получаем, что число решений уравнения (1), 
отождествленных с нулем в H,  не зависит от 
λ.  Теорема доказана.

Автор благодарит рецензента за полезные 
замечания.
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