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Аннотация. В работе получены волновые функции дискретного спектра электрона в дву-
мерном кулоновском потенциале в присутствии потока Ааронова—Бома. Рассчитана вели-
чина динамической поляризуемости основного состояния электрона в данном потенциале. 
Показано, что поток эффекта Ааронова—Бома может служить управляющим параметром 
для величины поляризуемости.
Ключевые слова: двумерный кулоновский потенциал, поток Ааронова—Бома, динамичес-
кая поляризуемость.

Abstract. An exact solution of the Schrödinger equation in the discrete spectrum of a 2D Coulomb 
potential in the presence of the Aharonov—Bohm fl ux is obtained and analyzed. The results for 
the dynamical polarizability of an electron ground state in such a potential are presented. We 
demonstrate that the Aharonov—Bohm fl ux may be considered as a driven parameter for the 
polarizability values.
Key words: 2D Coulomb potential, the Aharonov—Bohm fl ux, dynamical polarizability.

1. ВВЕДЕНИЕ
Исторически двумерный кулоновский потен-

циал (проблема двумерного водорода) был 
введен в рассмотрение Коном и Латтинжером 
в качестве эффективного приближения при 
описании динамики электронов в сильно ани-
зотропных кристаллах [1]. В дальнейшем про-
блема взаимодействия электрона с двумерным 
кулоновским потенциалом была развита в целом 
ряде работ [2, 3]. В частности, в [4, 5] дана до-
статочно полная теория двумерного атома во-
дорода как в нерелятивистском, так и в реля-
тивистском случаях. В работе [6] рассматрива-
ется теория водородного молекулярного иона в 
двух пространственных измерениях. В настоя-
щее время интерес к двумерным структурам 
связан с быстрым развитием методик получе-
ния, изучения, а также широким кругом при-
кладных аспектов таких чисто двумерных сис-
тем как графен [7] и графан [8]. Следует отме-
тить также, что на эксперименте удается полу-
чать двумерные водородоподобные структуры 
(в частности, в работе [9] сообщается о получе-
нии квазиконденсата двумерного водорода).*
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Одним из интереснейших “двумерных эф-
фектов” является эффект Ааронова—Бома [10], 
не перестающий волновать умы ученых на 
протяжении уже более пятидесяти лет, о чем 
свидетельствует обширный список литературы 
по данному вопросу (см. [11, 12] и связанные с 
ними ссылки). Суть данного эффекта состоит 
в том, что электромагнитное поле, сосредото-
ченное в области недоступной для заряженной 
частицы, тем не менее, влияет на ее квантовое 
состояние. В случае свободного двумерного 
электрона соответствующее влияние определя-
ет рассеяние, амплитуда которого была впер-
вые получена в [10]. Экспериментальное под-
тверждение эффекта было окончательно про-
демонстрировано лишь через два десятилетия 
после его открытия [12].

Проблема поведения электрона в системе, 
представляющей собой комбинацию двумерно-
го кулоновского потенциала и потока Аароно-
ва—Бома, была рассмотрена в работе [13] в 
рамках релятивистской квантовой механики. 
Автором были получены аналитические выра-
жения для волновой функции и уровней энер-
гии электрона, однако, данные результаты 
являются трудновоспроизводимыми и сложны-
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ми для восприятия. Кроме того, в данной ра-
боте делается акцент на получении характерис-
тик рассеяния, именно амплитуды и сечения 
рассеяния (по аналогии с оригинальной стать-
ей [10]) и не рассматривается взаимодействие 
такой системы с внешним электромагнитным 
полем. В связи с этим, в данной работе будет 
рассмотрена динамическая поляризуемость 
(функция отклика системы на внешнее поле) 
электрона в двумерном кулоновском потенци-
але в присутствии потока Ааронова—Бома.

Работа организована следующим образом. 
В разделе 2 представлены общие соотношения 
для динамической поляризуемости квантовой 
системы в формализме функций Грина. В раз-
деле 3 кратко приводятся основные результаты 
для двумерного кулоновского потенциала, в 
частности, записаны волновые функции диск-
ретного спектра, приведено выражение для 
уровней энергии связанных состояний. В раз-
деле 4 рассматривается точное решение урав-
нения Шредингера (рассматривается нереля-
тивистский случай) для комбинации двумер-
ного кулоновского потенциала и потока Ааро-
нова—Бома в дискретном спектре. В разделе 
5 представлены численные результаты для 
динамической поляризуемости основного со-
стояния электрона в данном потенциале. В 
заключении сформулированы основные резуль-
таты представленной работы.

2. ДИНАМИЧЕСКАЯ 
ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ

Динамическая поляризуемость играет су-
щественную роль при описании процессов 
взаимодействия между веществом и электро-
магнитным полем [14—17]. Данная величина 
характеризует отклик системы на внешнее 
воздействие и определяет, в частности, часто-
тные зависимости диэлектрической проницае-
мости и показателя преломления заданной 
системы. Универсальность данной характерис-
тики позволяет успешно применять ее как для 
макроскопических объектов, так и для микро-
скопических (квантовых структур). В связи со 
стремительным развитием современных мето-
дов получения и исследования различных на-
норазмерных объектов (сугубо квантовых 
структур) задача о расчете динамической по-
ляризуемости квантовых состояний электрона 
в таких системах является, несомненно, акту-
альной и востребованной.

Динамическая поляризуемость состояния 
частицы c w( ) , зависящая от частоты w  вне-
шнего электромагнитного поля, является ос-
новной величиной, характеризующей поляри-
зационные эффекты в атомных переходах. 
Существуют различные методы и модели для 
определения поляризуемости многочастичных 
квантовых систем: локальная плазменная мо-
дель Брандта—Лундквиста, кинетическая 
модель и др. [18].

В данной работе расчет динамической по-
ляризуемости основного состояния электрона 
в двумерном кулоновском потенциале в при-
сутствии потока Ааронова—Бома основан на 
формализме функции Грина, с помощью кото-
рого данная величина определяется как [19]:

 c w( ) μ ¢( ) ¢n rG r r E r n� �
, , , (1)

где n  — волновая функция основного состо-
яния частицы, G r r E( , , )¢  — функция Грина, 
определяемая стандартным образом:

 G r r E
r r

E E
i i

ii

, ,¢( ) =
( ) ¢( )

-Â
y y� �

, (2)

где y i r�( )  и Ei  волновые функции и энергии 
i -го состояния частицы соответственно.

Далее, с помощью стандартных методов 
квантовой механики мы определим основные 
величины, характеризующие рассматриваемую 
систему (именно, волновые функции и энергии 
связанных состояний), входящие в (2). 

3. ДВУМЕРНЫЙ КУЛОНОВСКИЙ 
ПОТЕНЦИАЛ: ВОЛНОВЫЕ 

ФУНКЦИИ И УРОВНИ 
СВЯЗАННЫХ СОСТОЯНИЙ

Рассмотрим двумерный кулоновский потен-
циал, определяемый выражением:
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x y
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где a = ±e2 . Выбор знака в данном выражении 
отвечает характеру потенциала (отталкиваю-
щий или притягивающий соответственно).

Двумерное уравнение Шредингера с потен-
циалом (3) имеет вид:
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и, как известно (см. например [4]), имеет точные 
решения, как в дискретном, так и в непрерыв-
ном спектре. В дискретном спектре решение 
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будет выглядеть следующим образом (исполь-
зуется полярная система координат ( , )r q ):
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где G( )z  есть гамма-функция Эйлера, L zN
M ( )  

— обобщенный полином Лагерра. Таким обра-
зом, из (4) видно, что энергетический спектр 
данной системы напоминает спектр трехмер-
ного кулоновского потенциала, однако энергия 
основного состояния по абсолютной величине 
оказывается в два раза больше. Следует отме-
тить также еще одну особенность данного по-
тенциала, заключающуюся в том, что точное 
квантово механическое выражение для сечения 
рассеяния отличается от результатов различ-
ных приближений — классического и борнов-
ского, тогда как в трехмерном случае эти вы-
ражения совпадают [20]

4. ДВУМЕРНЫЙ КУЛОНОВСКИЙ 
ПОТЕНЦИАЛ В ПРИСУТСТВИИ 
ПОТОКА ААРОНОВА—БОМА

В том случае, когда наряду с двумерным 
кулоновским потенциалом присутствует поток 
Ааронова—Бома, оказывается возможным 
решить уравнение Шредингера точно и полу-
чить аналитические выражения для волновых 
функций и уровней энергии связанных состо-
яний. Вид уравнения Шредингера для комби-
нации двумерного кулоновского потенциала и 
потока Ааронова—Бома есть:
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где векторный потенциал 
�
AAB  (векторный 

потенциал потока Ааронова—Бома) определя-
ется как [10]:

 
� �A

r
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Здесь М — масса электрона, a = ±e2 , е — заряд 
электрона, F  — магнитный поток (поток Аа-
ронова—Бома). Легко проверить, что выпол-
няется равенство div

�
A = 0  и можно переписать 

(5) в полярной системе координат следующим 
образом:
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где использованы следующие обозначения:
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и F0 2= p�c e/  есть квант магнитного потока 
(здесь [z ] означает дробную часть z , посколь-
ку при целых значениях параметра l  эффект 
Ааронова—Бома отсутствует, что может быть 
продемонстрировано в уравнении (5) с помо-
щью подходящего калибровочного преобразо-
вания [11]).

Далее, переменные r и q  разделяются с 
помощью стандартной подстановки
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и для радиальной функции R r( )  получается 
уравнение:
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с граничным условием R 0 0( ) = .
Для случая дискретного спектра энергия 

электрона может быть записана в виде:

 E
M

= - �2 2

2
k

, (7)

где k > 0 . После подстановки (7) в (6) для 
волновой функции может быть записано сле-
дующее выражение, удовлетворяющее гранич-
ным условиям в нуле и на бесконечности, 
именноR 0 0( ) =  (физически данное условие 
отвечает непроницаемости соленоида Аароно-
ва—Бома для электрона), R r Æ •( ) Æ 0 :

 R r e r W rr m( ) = ( )- -k l . (8)
Для функции W r( )  получаем следующее 

уравнение:
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Решение данного уравнения W x( )  регуляр-
ное при x = 0  есть 
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где 1 1F a b z( , ; ) — вырожденная гипергеометри-
ческая функция [21] и Cnm  — нормировочный 
коэффициент. Решение, удовлетворяющее гра-
ничному условию на бесконечности, получает-

ся в том случае, когда m - + +l b
k

1
2 2

 есть 

целое отрицательное число, т.е. тогда, когда 
функция 1 1F a b z, ;( )  имеет степень не выше, чем 

- - - -m l b
k

1
2 2

. Таким образом, может быть 

введено обозначение

 m nr- + + = -l b
k
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, nr = 0 1, ,... ,

где nr  есть радиальное квантовое число. Вспо-
миная определение параметра k  из (7), выра-
жение для энергетических уровней электрона 
в дискретном спектре будет иметь вид:
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Здесь n n mr= + + 1  есть главное квантовое 
число (поскольку главное квантовое число n 
должно быть целым положительным, можно 
заключить, что n m> + 1 , или m n£ - 1 ). 
Очевидно, что в предельном случае l Æ 0 , 
который соответствует отсутствию потока Аа-
ронова—Бома спектр энергий (9) переходит в 
спектр “чистого” двумерного кулоновского по-
тенциала (4).

Радиальные волновые функции стационар-
ных состояний, определенные в (8) должны 
удовлетворять условию нормировки следующе-
го вида:

 rR r drnm
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•

Ú .

В итоге, для точных волновых функций 
дискретного спектра рассматриваемой системы 
будем иметь следующее выражение:
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Здесь нормировочный коэффициент Cnm  есть 
(вычисление нормировочного коэффициента 

может быть проведено с использованием зна-
чений интегралов, рассмотренных в [19]):
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где knm  определено следующим выражением:
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Здесь выбран отрицательный знак для пара-
метра b , поскольку, как известно, только 
притягивающий двумерный кулоновский по-
тенциал обладает дискретным спектром энер-
гий. Также в (11) введено стандартное обозна-
чение для символа Похгаммера [21]:

 n m
n m m

n mm
-( ) =

- + -( )
-( )-2

2

l

lG

G
.

Таким образом, выражения (9), (10) и (11) 
полностью определяют состояния дискретного 
спектра для электрона в рассматриваемой сис-
теме.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Теперь, с использованием выражений (1), (2) 
и (10), могут быть получены численные резуль-
таты для динамической поляризуемости основ-
ного состояния электрона в рассматриваемой 
системе. Отметим, что в ряде (2) использовалось 
конечное количество слагаемых (пять слагае-
мых) для ускорения процедуры численного 
счета. Использование большего количества сла-
гаемых (10 — 100) не приводило к заметным 
количественным изменениям. В расчетах исполь-
зуется атомная система единиц (atomic units): 
� = 1 , e = 1 , M = 1 . Кроме того, в формуле (2) 
энергия E  есть E E= +1 w , где w  — энергия 
фотона в атомных единицах, именно

 w
3

= � w
Me4

.

На рисунке 1 представлены численные зна-
чения динамической поляризуемости в зависи-
мости от энергии фотона w  (частотная зави-
симость динамичекой поляризуемости). Пустые 
кружки соответствуют случаю “чистого” 2D 
Кулона ( l = 0 ), сплошные кружки — при от-
личном от нуля значении потока Ааронова—

Поляризуемость электрона в 2D кулоновском потенциале в присутствии потока Ааронова—Бома
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Бома ( l = 0 1. ). Положения резонансов на 
данном графике отвечают энергиям перехода 
электрона из основного состояния в возбуж-
денные. Следует отметить, что использование 
большего количества слагаемых в (2) приводит 
к появлению новых резонансов, соответствую-
щих переходам электрона в состояния с боль-
шим значением главного квантового числа. 

Помимо этого, отметим сильную зависимость 
значений динамической поляризуемости от 
величины потока Ааронова—Бома.

Поскольку волновые функции (10) явно 
зависят от магнитного потока, оказывается 
возможным построить зависимости динамичес-
кой поляризуемости от его величины. На ри-
сунке 2 приводятся зависимости значений по-

Рис. 1. Зависимость динамической поляризуемости c  (в атомных единицах) основного состояния электро-
на в 2D кулоновском потенциале в присутствии потока Ааронова—Бома от энергии фотона w (в атомных 
единицах): пустые кружки — l = 0  (отсутствие потока Ааронова—Бома), сплошные кружки — l = 0 1.

Рис. 2. Зависимость динамической поляризуемости c  (в атомных единицах) основного состояния элек-
трона в 2D кулоновском потенциале в присутствии потока Ааронова—Бома от величины безразмерного 
потока Ааронова—Бома при различных значениях энергии фотона (в атомных единицах): пустые круж-
ки — w 1=  at.un., сплошные кружки — w 1.5=  at.un.
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ляризуемости основного состояния электрона в 
рассматриваемой системе от величины потока 
Ааронова—Бома l  при фиксированных значе-
ниях энергии фотона. Как и до этого, резонан-
сы отвечают переходам электрона в возбужден-
ные состояния, однако в данном случае частота 
электромагнитной волны является фиксирован-
ной, а изменяется только величина магнитного 
потока. Таким образом, можно сделать вывод, 
что в представленной системе поток Аароно-
ва—Бома может выступать в качестве управ-
ляющего параметра для величины динамичес-
кой поляризуемости даже при фиксированном 
значении частоты внешнего поля. Следует от-
метить также, что при изменении потока от 0  
до 1  абсолютное значение поляризуемости ме-
няется на четыре порядка (ср. с рис. 1). Кроме 
того, видна явная симметрия по отношению к 
знаку магнитного потока. Знак потока в данном 
случае отвечает направлению вектора напря-
женности магнитного поля внутри соленоида 
Ааронова—Бома (по, или против направления 
нормали к плоскости, в которой расположен 
кулоновский центр).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассмотрено влияние эф-

фекта Ааронова—Бома на характеристики 
двумерного кулоновского потенциала. В част-
ности, получено точное нерелятивистское реше-
ние уравнения Шредингера для системы “дву-
мерный Кулон + поток Ааронова—Бома” в 
дискретном спектре. Представлены численные 
значения динамической поляризуемости основ-
ного состояния электрона в такой системе в за-
висимости от частоты внешнего электромагнит-
ного поля (энергии фотона) и величины потока 
Ааронова—Бома. Показано, что абсолютное 
значение поляризуемости сильно зависит от 
величины потока Ааронова—Бома. Из анализа 
представленных результатов можно сделать 
вывод о том, что поток Ааронова—Бома может 
выступать в качестве управляющего параметра 
для величины поляризуемости при фиксирован-
ной частоте внешнего электромагнитного поля.
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