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Аннотация. В работе доказываются теоремы об осцилляции компонент решений для одно-
родной линейной системы дифференциальных уравнений первого порядка с знакопостоян-
ными коэффициентами.
Ключевые слова: Линейная однородная система, дифференциальные уравнения, осцилля-
ция решений.

Abstract. The theorem on the oscillation of the component solutions for one homogeneous linear 
system of differential equations of the first order with sign constant coefficients is proved in the 
work.
Key words: linear homegeneous system, differential equations, oscillation of solution’s .

1. Предварительные сведения. Рассмат-
ривается следующая линейная однородная 
система дифференциальных уравнений   
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где p tij ( )  ( , , )i j = 1 2  — действительные функ-
ции, определенные и непрерывные на отрезке 
[ , ].a b

Как известно (см., например, [1] — [4]), 
пара функций y t y t1 2( ), ( ) , определенная на ин-
тервале a t b< < ,  называется решением систе-
мы (1), если она, будучи подставленной в левые 
части уравнений системы (1), обращает их в 
тождество на a t b< < .  Функции y t1( )  и y t2( )  
при этом называются соответственно первой и 
второй компонентами решения системы (1), 
причем, компонента решения системы (1) на-
зывается осциллирующей (колеблющейся) на 
отрезке [ , ],a b  если она имеет на этом отрезке 
более одного нуля. 

Для дальнейшего изложения нам также 
понадобится теорема о сравнении канонических 
линейных однородных систем (см. [5]). Срав-
ниваются следующие канонические системы 
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где p ti( ),  r ti( ) ( , )i = 1 2  — действительные фун-
кции, определенные и непрерывные на отрезке 
[ , ].a b

Теорема 1 (о сравнении). Пусть 
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 — соответствен-

но нетривиальные решения систем (2) и (3), 
удовлетворяющие одним и тем же начальным 
условиям:
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Тогда, если одна из компонент u t( )  имеет 
  нулей на отрезке [ , ],a b  то одна из компонент 
v t( )  имеет на том же отрезке не менее   нулей, 
причем k -ый нуль компоненты v t( )  не больше 
k -го нуля компоненты u t( ).
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2. Формулировки и доказательства 
теорем об осцилляции решений систем 

Рассмотрим сначала каноническую систему 
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где p ti( ),  r ti( ) ( , )i = 1 2  — действительные фун-
кции, определенные на отрезке [ , ].a b

Имеет место
Теорема 2. Если в системе (8) на отрез-

ке [ , ]a b  p t r t( ) ( ) ,◊ < 0  и длина отрезка [ , ]a b  

больше или равна 
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,  где 
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то одна из компонент всякого нетривиально-
го решения системы (8) будет на этом отрез-
ке осциллирующей.

Доказательство. Предположим, что в 
системе (8) p t( ) < 0  и r t( ) > 0  (аналогично 
рассматривается и случай p t( ) ,> 0  r t( ) < 0 ) и 
рассмотрим систему
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в которой m  и n  определяются из соотноше-
ний (9) (в силу непрерывности p t( )  и r t( ),  и, 
следовательно, их ограниченности на отрезке 
[ , ],a b  такие числа m  и n  всегда будут сущес-
твовать). Известно (см., например, [3]), что 

общее решение системы (10) u t
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но представить в виде
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где A  и j  — произвольные постоянные. Пред-

положим, что y t
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y t
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 —некоторое нетри-

виальное решение системы (8), и пусть, 
y a y1 10( ) ,=  y a y2 20( ) .=  Из общего решения сис-
темы (10) выделим то, которое удовлетворяло 
бы начальным условиям: u a y1 10( ) ,=  u a y2 20( ) .=  
Согласно теореме о существовании и единствен-
ности решения задачи Коши для линейных 
однородных систем, такой выбор всегда возмо-
жен. Далее, так как длина отрезка [ , ]a b  боль-

ше или равна 
2p
mn

,  то каждая из компонент 

этого решения будет иметь на отрезке [ , ]a b  
более одного нуля. Примем p t m1

2( ) ,= -  
r t n1

2( ) ,=  p t p t2( ) ( ),=  r t r t2( ) ( ).=  Тогда, по 
отношению к системам (8) и (10) имеют место 
условия (4)—(7) теоремы 1, и, так как каждая 
из компонент выделенного выше решения сис-
темы (10) будет иметь на отрезке [ , ]a b  более 
одного нуля, то, применив теорему 1, получим, 
что одна из компонент решения системы (8) 
также будет иметь на отрезке [ , ]a b  более од-
ного нуля, и, следовательно, будет осциллиру-
ющей, что и требовалось доказать.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий ут-
верждение теоремы 2.

Пример. Рассматривается следующая за-
дача 
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на отрезке 2 4, .ÈÎ ˘̊  В данном случае y10 1 5= , ;  
y20 2= ,  p t t( ) =  и r t t( ) .=  Далее, имеем 
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и, следовательно, m n= = 2.  Заметим, что 
для рассматриваемой задачи имеют место ус-
ловия теоремы 2, а именно 

1. на отрезке [ , ]2 4  p t( ) > 0  и r t( ) ,< 0
2. длина отрезка [ , ]2 4  больше, чем 
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Следовательно, одна из компонент решения 
задачи (11a) — (11b), согласно теореме 2, име-
ет на интервале [ , ]2 4  более одного нуля, т.е. 
является осциллирующей. Убедимся теперь в 
этом, проведя непосредственные вычисления. 
Нетрудно найти, что общее решение систе-
мы (7a) можно записать в виде
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где A  и y  — произвольные постоянные. Учи-
тывая условия (11b), получим для определения 
значений постоянных A  и y  следующую сис-
тему уравнений
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решив которую найдем, что 
	 A = ª -2 5 1 36, ; , . y 	

Для полученных значений A  и y , как не-
трудно убедиться, каждая из компонент реше-
ния действительно будет иметь на отрезке 
2 4,ÈÎ ˘̊  два нуля.

Теорема 3. Если в системе (1) коэффици-
енты p t p t11 22( ) ( )∫  не являются тождествен-
ными нулями, p t p t12 21 0( ) ( )◊ <  при t a bŒ[ , ],  а 

длина отрезка [ , ]a b  больше или равна 
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где 
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то одна из компонент всякого нетривиально-
го решения системы (1) будет на этом отрез-
ке осциллирующей.

Доказательство. Воспользуемся преобра-
зованием

	 y t z t e
p d

ta

t

1 1

11
( ) ( ) ,

( )

=
Ú t t

	 (12��а�)

	 y t z t e
p d
a

t

2 2

22
( ) ( ) ,

( )

=
Ú t t

	 (12b)
Тогда система (1), как нетрудно проверить, 

сведется к равносильной системе 

	
¢ =
¢ =

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

z p t z
z r t z

1 2

2 1

( ) ,
( ) ,

	 (13)

в которой будем иметь
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рое нетривиальное решение системы (1), а 
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системы (13), и пусть, y a y1 10( ) ,=  y a y2 20( ) .=  
Тогда, согласно соотношениям (12a) и (12b) 
будем иметь

	 y a z a y a z a1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ).= = 	
По отношению к системе (13) имеют место 

условия теоремы 2, применив которую полу-
чим, что одна из компонент решения систе-
мы (13) является на отрезке [ , ]a b  осциллиру-
ющей. И так как нули компонент y t1( )  и y t2( ),  
согласно соотношениям (12a) и (12b) совпадают 
с нулями соответствующих им компонент z t1( )  
и z t2( ),  то получим, что одна из компонент 
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вать на отрезке [ , ].a b  Теорема доказана.
Теорема 4 .  Если в  системе (1) 
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то одна из компонент всякого нетривиально-
го решения системы (1) будет на этом отрез-
ке осциллирующей. 

Доказательство проводится аналогично 
доказательству предыдущей теоремы с исполь-
зованием преобразования (12a) и (12b), и при-
менения теоремы 2.
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