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Аннотация: для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с разрывной правой 
частью специального вида построена и изучена близкая к ней система с непрерывной пра-
вой частью и большим параметром K; доказаны теоремы о близости решений соответс-
твующих начальных задач порядка 1 / .K
Ключевые слова: система с диодной нелинейностью, выпуклое замкнутое множество, 
внешняя нормаль, идеальный диод, касательный и нормальный конусы.

Abstract: for system of the ordinary differential equations with an discontinuous right part of a 
special kind the system close to it with a continuous right part and the large parameter K is con-
structed and studied; theorems of closeness of decisions of corresponding initial problems of the 
order 1 / K  are proved. 
Key words: system with diode nonlinearity, convex closed set, external normal, ideal diode, tan-
gent and normal cones.

1. ��������Введение
Системы с диодными нелинейностями 

введены в рассмотрение в [1] в качестве мате-
матической модели электрических цепей с 
диодными преобразователями тока. Сле-
дуя [2], [3], мы рассматриваем обобщенную 
систему с диодной нелинейностью. Пусть Q  
— непустое выпуклое замкнутое множество в 
n .  Тогда обобщенная система с диодной не-
линейностью имеет вид:     

	 x f t xx= t ( , ). 	 (1)
Здесь t x f t x( , )  — проекция вектора f t x( , )  на 
Tx  — касательный конус к Q  в точке x  (см. [4] 
с. 109).

Предполагается, что функция f t x( , )  обла-
дает следующими свойствами:

	 f t t a Q n: [ , ]0 0 + ¥ Æ  — непрерывна по 	  
	 первому аргументу t  при любом	 (2)	
	 фиксированном втором аргументе x ;

	 удовлетворяет условию Липшица  
по второму аргументу x  с константой L; 	 (3)

	 ограничена по норме константой C . 	  (4)
Правая часть системы (1) может терпеть 

разрыв на границе множества Q. Под решени-
ем этой системы понимается локально абсолют-
но непрерывная функция, удовлетворяющая 
ей почти всюду. Наряду с (1) рассмотрим глад-
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кую модель, которая определяется следующим 
уравнением:
	 y f t y K y y= - -( , ) ( ), 	 (5)
где y P y Q= ( , )  — проекция y  на Q,  K  — боль-
шой параметр.

Кроме этого, в частном случае по сравнению 
с моделью (5) введена гладкая модель более 
эффективная, не использующая оператора 
проектирования, значения которого вычисля-
ются достаточно сложно.

Цель данной работы — оценить расстояние 
между решениями гладкой модели и систе-
мы (1) с одинаковыми начальными условия-
ми. 

2. Теорема о точности 
гладкой модели системы 

с диодной нелинейностью 
Пусть x t y t( ), ( ) — решения систем (1), (5), 

соответственно, удовлетворяющие началь-
ным условиям:

	 x t y t x Q( ) ( ) .0 0 0= = Œ 	  (6)
Тогда при всех t t t aŒ +[ , ]0 0  выполнена сле-

дующая оценка:

	 x t y t
Ce

L K

La

( ) ( ) .- £ 1
	 (7)

Доказательство. Обозначим через Nx  нор-
мальный к Q  конус в точке x  и через nxz  
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— проекцию вектора z nŒ  на Nx .  Как извес-
тно (см. [4], с. 110), справедливо равенство

	 z z zx x= +t n , 	
причем слагаемые в правой части взаимно ор-
тогональны. Поэтому систему (1) можно запи-
сать в виде:

	 x f t x f t xx= -( , ) ( , ).n 	
В тех точках x QŒ ,  в которых x  сущест-

вует, мы оценим величину p
d
dt
x y= -1

2
2
:

	

p x y x y
f t x f t y f t x
K y y x y

x

= - -( ) =
= - - +(

+ - - )

 ,

( , ) ( , ) ( , )

( ), .

n 	 (8)

Из условия Липшица для функции f  следует, 
что 

	
f t x f t y x y
L x y x y

( , ) ( , ),

.

- -( ) £
£ - -

	

Воспользовавшись тем известным фактом (см., 
например, [4], с. 109), что оператор проектиро-
вания на выпуклое замкнутое множество в 
евклидовом пространстве является нерастяги-
вающим, получим: 

	 f t x f t y x y L x y( , ) ( , ), .- -( ) £ -
2

	
Отсюда и из (8) следует:

	
p L x y f t x y x
K y y x y K y y y y

x£ - + -( ) +
+ - -( ) + - -( )

2
n ( , ),

, , .
	

Очевидно, последнее слагаемое в правой части 
не больше нуля. Нетрудно проверить, что спра-
ведлива следующая эквивалентность:

	
y P y Q

x Q y y x y

= ¤

¤ " Œ - -( ) £ÈÎ ˘̊
( , )

( ) , .0
	 (9)

Поэтому

	 p L x y f t x y xx£ - + -( )2
n ( , ), 	 (10)

и, тем самым,

	
p L x y f t x y y

f t x y x
x

x

£ - + -( ) +
+ -( )

2
n

n
( , ),

( , ), .
	

Из определения нормального конуса (см. [4], 
с. 109) следует, что 

	 nx f t x y x( , ), .-( ) £ 0
Следовательно,

	 p L x y f t x y yx£ - + -( )2
n ( , ), . 	

По аналогии с [2] можно получить оценку 
удаления y  от Q :

	 y y
C
K

- £ . 	

Далее, воспользовавшись ограниченностью 
функции f ,  получим следующее неравенство:

	
1
2

2 2 2d
dt
x y L x y

C
K

- £ - + . 	

Отсюда вытекает, что абсолютно непрерыв-

ная функция u t x t y t( ) ( ) ( )= -
2
 удовлетворяет 

линейному неоднородному уравнению 

	 u Lu
C
K

b t= + -2 2
2

( ) 	

с неотрицательной суммируемой функцией b t( ).  
С учетом равенства u t( )0 0=  можно, как и в 
элементарной теории уравнений с непрерывны-
ми коэффициентами, получить:

	 u t e
C
K

b s
dsL t s

t

t

( )
( )

.( )= -
È

Î
Í

˘

˚
˙-Ú2

2
2

2

0

	

Следовательно, при t t t aŒ +[ , ]0 0

	 u t
C
K
e ds

C
LK
eL t s

t

t
La( ) ,( )£ £-Ú2

2
2

2
2

0

	

то есть справедливо неравенство (7). Теорема 
полностью доказана.

3. �������������� Частный случай
В двумерном пространстве 2  рассмотрим 

множество Q  как пересечение двух полупрос-
транств Q1  и Q2,  которые являются множест-
вами векторов z,  соответственно, удовлетворя-
ющих при некоторых фиксированных единич-
ных n ii Œ =2 1 2 ( , )  неравенствам n zi , .( ) £ 0  
При этом вектор ni  называется внешней нор-
малью к полупространству Qi .  Нетрудно ви-
деть, что такое множество Q  является непус-
тым, замкнутым и выпуклым. Пусть n1,  n2  не 
коллинеарны и w pŒ( )0,  — меньший из двух 
углов между этими векторами. В частном слу-
чае гладкая модель определяется следующим 
уравнением:

 z f t z K n z n z nl
l M z

= - ( ) ( ){ }+ +
Œ
Â( , ) max , , , ,

( )
1 2 	(11)

здесь z+  — положительная часть числа z,  т.е. 
max{ , };0 z

	 l M z n z n z n zlŒ ¤ ( ) = ( ) ( ){ }+ +
( ) , max , , , .1 2 	

О точности гладкой модели системы с диодной нелинейностью
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Теорема.
Пусть x t z t( ), ( )  — решения систем (1), (11), 

соответственно, удовлетворяющие началь-
ным условиям:

	 x t z t x Q( ) ( ) .0 0 0= = Œ 	  (12)
Тогда при всех t t t aŒ +[ , ]0 0  выполнена сле-

дующая оценка:

	 x t z t
Ce

L K

La

( ) ( )
min sin , sin

,- £
{ }2 1

1

0 0w w
	

где w w p w
0 2 2 2

= -
Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

min , .

Доказательство. В тех точках x QŒ ,  в 
которых x  существует, мы оценим величину 

p
d
dt
x z= -1

2
2
.  Будем оценивать эту величи-

ну в двух случаях. Первый случай, когда зна-
чение max , , ,n z n z1 2( ) ( ){ }+ +

 достигается одним 

из значений n z1, ,( )+
 n z2, .( )+

 Для определен-

н о с т и  б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о 
max , , , , .n z n z n z1 2 1( ) ( ){ } = ( )+ + +

 Тогда уравнение  

(11) записывается в виде

	 z f t z K z z= ( ) - -( ), ,1 	

где z P z Q1 1= ( , ).
Если z Q1 Œ ,  то по аналогии с доказательс-

твом теоремы предыдущего пункта получим, 
что

	 p L x z
C
K

£ - +
2 2

. 	 (14)

Если z Q1 œ ,  то нетрудно проверить, что про-
екция z  точки z  на Q  является угловой точ-
кой этого множества. Через g  обозначим угол, 
образуемый векторами zz  и zz1.  Легко видеть, 
что g w pŒ ÈÎ ˘̊

0 2, / .  По аналогии с [2] можно 
получить оценку удаления z  от Q1 :

	 z z
C
K

- £1 	

— и, следовательно, 

	 z z
z z C

K
- =

-
£1

0sin sin
.

g w
	 (15)

Как и в доказательстве теоремы предыду-
щего пункта, верно неравенство (10), в котором 
y  заменено на z,  т.е.

	 p L x z f t x z xx£ - + -( )2
n ( , ), , 	

и далее, нетрудно получить, что

	 p L x z C z z£ - + -
2

. 	

Отсюда и из неравенства (15) вытекает, что 

	 p L x z
C

K
£ - +

2 2

0sin
.

w
	  (16)

Итак, в этом случае из неравенств (14) и (16) 
следует, что для величины p  справедливо не-
равенство (16).

Теперь оценим p  во втором случае, когда

	 max , , , , , .n z n z n z n z1 2 1 2( ) ( ){ } = ( ) = ( )+ + + +
	

Уравнение (11) записывается в виде:

	

z f t z

K n z n z n n

f t z K n z n

= -

- ( ) ( ){ } +( ) =

= - ( )
+ +

+

( , )

max , , ,

( , ) ,
1 2 1 2

1 1 ++ ( )( )+
n z n2 2,

	

и, тем самым, 

	 z f t z K z z z z= - - + -( )( , ) .1 2 	 (17)
Если z QŒ ,  то z z z= =1 2.  Тогда нетрудно 

получить, что 

   p L x z f t x z x L x zx£ - + -( ) £ -
2 2

n ( , ), 	(18)

(так как nx f t x z x( , ), -( ) £ 0  в силу определения 
нормального конуса).

Если z Qœ ,  то в этом случае z QŒ -  и ле-
жит на биссектрисе угла z zz1 2,  где z1,  z  и z2  
являются проекциями, соответственно, на Q1,  
Q  и Q2.  Тогда 

	

z z z z
z z
z z

z z

z z

z

- + - =

= -
-

- =

= -( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

=

1 2

12
2

2
2 2 2

2

cos

sin cos

w

p w w

--( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

z sin .2

2 2
p w

	

В силу этого уравнение (17) имеет следующий 
вид:

	 z f t z K z z= - -( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

( , ) sin .2
2 2

2 p w
	

По теореме предыдущего пункта получим, 
что 

	 p L x z
C

K
£ - +

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

2 2

22
2 2

1

sin
p w

	

и, следовательно,
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	 p L x z
C

K
£ - +

2 2

2
02

1
sin

.
w

	 (19)

Во втором случае из неравенств (18) и (19) 
следует, что для величины p  справедливо не-
равенство (19).

Из неравенств (16) и (19) вытекает, что

	
1
2 2 1

12 2 2

0 0

d
dt
x z L x z

C
K

- £ - + { }min sin , sin
.

w w
	

Решив это дифференциальное неравенство 
способом, указанным в предыдущем пункте, 
непосредственно получим оценку (13).

4. Пример
Рассматривается электрическая цепь, кото-

рая состоит из сопротивления R,  индуктивнос-
ти L  и источника ЭДС, подключенного с по-
мощью диодного двухполупериодного выпря-
мителя (см. рис. 1) (см. [5]).  

 

Рис. 1. Двухполупериодный выпрямитель

Диоды будем считать идеальными, т.е. их 
токи ik  и напряжения uk  от анода к катоду 
удовлетворяют следующей системе:

	
i
u
i u

k

k

k k

≥
£

=

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

0
0
0

,
,

.
	

В цепи питания имеется источник ЭДС, 
вырабатывающий напряжение u f t i= - ( , ),  со-
противление r,  и индуктивность l.  Обозначим 
через u1  разность потенциалов между первым 
и нулевым узлами, через u2  — между вторым 
и нулевым и через u3  — между третьим и 
нулевым. Имеем систему двух уравнений:

	
l
di
dt

ri u u f t i

L
dI
dt

RI u

+ + - =

+ + =

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

3 1

2 0

( , )

.
	 (20)

Сделаем следующие замены переменных:

	 и

1

2

3 1

1

2 2

.

x i l
x

x I L

u u
y ly
y u

L

Ê ˆÊ ˆ
= = Á ˜Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

Ê ˆ-
Á ˜Ê ˆ
Á ˜= =Á ˜ Á ˜Ë ¯
Á ˜Ë ¯





	

Тогда система (20) записывается в виде
	 x Ax y F t x+ + = ( , ), 	  (21)

где A
r l

R L
=

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

/
/
0

0   и F t x
f t i l

( , )
( , ) /

.=
Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃

0

Можно доказать, что x  лежит в конусе Q,  
который является конической оболочкой в 2  

векторов 
l L/ 

1

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃  и -

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃

l L/
,



1
 а y  лежит в 

N Qx ( )  — нормальном конусе к конусу Q  в 
точке x  (см. [4] с. 109). Техника подобных 
преобразований описана в [6]. Если обозначим 
G t x F t x Ax( , ) : ( , ) ,= -  то получим эквивалентное 
уравнению (21) дифференциальное уравнение 

	 x G t xx= t ( , ). 	  (22)
В этом примере множество Q  является пере-
сечением двух полупространств, внешними 
нормалями которых являются, соответственно, 

векторы N
l L1

1
=

-

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃

/ 
 и N

l L2

1
=

-

-

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃

/
.  На-

ряду с (22) рассмотрим гладкую модель, опи-
сываемую уравнением (11), в котором f t z( , )  
заменено на G t z( , ),  т.е. 

	
z G t z

K n z n z nl
l M z

= -

- ( ) ( ){ }+ +
Œ
Â

( , )

max , , , ,
( )

1 2
	 (23)

где n n1 2,  — единичные векторы, коллинеар-
ные, соответственно, векторам N N1 2, .  

Векторы n1  n2 образуют угол w,  который 
вычисляется следующим образом: 

	 cos
,

w =
( )

= -
+

N N

N N
l L
L l

1 2

1 2


 	

и, следовательно, 

	 иsin sin .
2 2 2

L l
L l L l

w p wÊ ˆ
= - =Á ˜+ +Ë ¯


  	

О точности гладкой модели системы с диодной нелинейностью
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Отсюда вытекает, что 

	 w w p w
0 2 2 2

= -
Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

=
{ }
+

min , arcsin
min ,

.
l L

L l



 	

Пусть источник ЭДС таков, что G t x( , )  
удовлетворяет условиям (2)—(4), тогда, при-
менив теорему в частном случае, получим, что 
расстояние между решениями уравнений (22) 
и (23) с одинаковыми начальными условиями 
оценивается как в неравенстве (13), в котором 

sin
min ,

,w0 =
{ }
+

l L

L l



  т.е. при t t t aŒ +[ , ]0 0

	

x t z t
Ce

L
l L

L l

l L

L l

La

( ) ( )

min
min ,

,
min ,

- £

£
{ }
+

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂

{ }
+

2 1








11

K
. 	
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