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аннотация: используя вид оптимального управления в форме обратной связи, построена 
асимптотика решения сингулярно возмущенной линейно-квадратичной задачи с разрывными 
коэффициентами. Получены оценки близости асимптотического решения к точному. рассмот-
рен иллюстративный пример.
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Abstract: the paper deals with constructing asymptotic solution for singularly perturbed linear-
quadratic optimal control problems with discontinuous coefficients, using a feedback optimal control. 
the estimates of the proximity of asymptotic solution to the exact one are obtained and an 
illustrative example is given.
Key words: linear-quadratic optimal control problems, singular perturbations, discontinuous 
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ВВЕДЕНИЕ
асимптотическое решение сингулярно воз-

мущенной линейно-квадратичной задачи уп-
равления без ограничений на управление может 
быть получено тремя способами. Первый способ 
использует асимптотику решения краевой за-
дачи, вытекающей из условий оптимальности 
управления. Второй способ основан на непос-
редственной подстановке постулируемого асим-
птотического разложения решения в условие 
задачи и построении серии задач оптимально-
го управления для нахождения членов асимп-
тотического разложения. а третий способ ис-
пользует вид оптимального управления в 
форме обратной связи и асимптотику решения 
матричного дифференциального уравнения 
риккати, с помощью которого строится опти-
мальное управление в форме обратной связи. 
При этом нет необходимости решать двухто-
чечные краевые задачи. разные подходы к 
построению асимптотического разложения 
решений сингулярно возмущенных задач уп-
равления обсуждаются в обзорах [�, 2].   
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� работа первого автора была поддержана рФФИ 
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В настоящей работе, используя третий под-
ход, для сингулярно возмущенной линейно-
квадратичной задачи оптимального управления 
с разрывными в промежуточной точке коэф-
фициентами и без ограничений на управление 
построена асимптотика решения, содержащая 
функции погранслоя четырёх типов, доказаны 
оценки близости по управлению, траектории и 
функционалу приближенного асимптотическо-
го решения к точному, приведён иллюстратив-
ный пример.

Отметим, что ранее оптимальное управле-
ние в форме обратной связи для сингулярно 
возмущенных линейно-квадратичных задач 
исследовалось только в случае непрерывных 
коэффициентов. При наших условиях на вне-
интегральный член в критерии качества пове-
дение при стремлении малого параметра к нулю 
решения задачи Коши для сингулярно возму-
щенного матричного дифференциального урав-
нения риккати, возникающего при построении 
оптимального управления в форме обратной 
связи, изучалось в [3]. Общая форма внеинтег-
рального члена приводит к более сложной за-
висимости от малого параметра решения зада-
чи Коши для рассматриваемого уравнения 
риккати (см., например, 4]).
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1. ПОСТаНОВКа ЗаДачИ
рассматривается задача Pe ,  заключающа-

яся в минимизации функционала 
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непрерывные функции. При этом для e > 0  
рассматриваются непрерывные соответствую-
щие траектории 
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— решение задачи (2) — (3).
заметим, что при e = 0  траектория y t( , )e  

будет иметь разрыв при t t= 1.
Предположим, что выполнено одно из сле-

дующих двух условий:

1 .0  Пары  ( ( , 0), ( , 0))
( )

4

( )

2A t B t
j j

,  t t tj jŒ -[ , ]1 ,  
j = 1,2,  полностью управляемы.

2 .0  B t
j( )

2( , 0) = 0,  матрицы A t
j( )

4( , 0)  устойчивы, 
t t tj jŒ -[ , ]1 ,  j = 1,2.

Используя второй способ построения асим-
птотики решения задач оптимального управ-
ления с параметром, названный в [5] прямой 
схемой, в [6] была построена асимптотика ре-
шения нулевого порядка для задачи 
вида (�) — (3) при F( ) = 0e  и условии устой-

чивости матриц A t j
j( )

4( , 0), = 1,2.  здесь будем 
использовать третий способ построения асим-
птотики.

2. ОПТИМалЬНОЕ уПраВлЕНИЕ 
В ФОрМЕ ОБраТНОй СВЯЗИ 

хорошо известен вид оптимального управ-
ления в форме обратной связи для линейно-
квадратичной задачи с непрерывными коэф-
фициентами (см., например, [7], стр. 205). 
Получим аналогичный результат в нашем слу-
чае, т.е. когда коэффициенты разрывны в од-
ной точке t1.

Теорема 1. Пусть K
( )

( , )
j

◊ e  — решение за-
дачи 
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Используя соотношения (2), (4), после не-
сложных преобразований получаем 
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Отсюда следует равенство 
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Асимптотика оптимального управления в форме обратной связи для сингулярно возмущенной...
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значит, u
j( )

*( , )◊ e  является оптимальным уп-
равлением, и минимальное значение функцио-
нала (�) вычисляется по формуле (9). Теорема 
доказана. ■

3. аСИМПТОТИКа рЕШЕНИЯ 
Следуя [8], будем искать асимптотические 

разложения решений задач (4), (5) и (6), (7) в 
виде рядов по целым неотрицательным степе-
ням e
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Матричные коэффициенты в (4)—(6) раз-
ложим в ряды по целым неотрицательным 
степеням e.  Коэффициент при e k  в разложе-
нии некоторой матрицы D t( , )e  по степеням e  
будем обозначать через D tk ( ).

Для разложения произвольной функции 
h h= ( )e  в ряд по степеням e  будем использо-
вать следующее обозначение: 
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Подставим разложение (��) в равенс-
тва (�4), (�5) и приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях e,  отдельно зависящие 
от t,  t 0,  t1,  t2.  Для нахождения членов регу-
лярного ряда нулевого порядка из (��) полу-
чаем систему 
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Легко видеть, что система (�6), (�7) полу-

чается из (�4) при e = 0.
Если выполнено условие 10,  то в силу по-
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40  и положи-

тельной определенности W
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Ú ,  j = 1,2  (см., напри-

мер [9], стр. �46).
Поэтому из второго уравнения системы (�6) 

можно однозначно выразить K t
j
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( )  через 

K t
j

10

( )

( ).
Подставим полученное выражение в первое 

уравнение системы (�6). Получим стандартное 
матричное дифференциальное уравнение рик-
кати
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доказывается аналогично [3].
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нозначно разрешимы (см., например, [7], 
стр. 206).
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Уравнения (�9) являются стандартными в 
теории оптимального управления операторны-
ми дифференциальными уравнениями рикка-

ти, но операторы F K T3

(2)

40(0) ( )-  и K t K t40

(2)

1 40

(1)

1( ) ( )-  
не обязательно неотрицательно определённые. 
Поэтому, чтобы установить разрешимость за-
дач (�9), аналогично [�0] сделаем замены 

 Y Q K K t
j

j j
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jt t( ) ( ) + ( )= ,
= 1,2.
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Тогда Yj (0)  неотрицательно определены, а 
уравнения для Yj ( )◊ ,  j = 1,2,  в силу (�9), (�6) 
имеют вид 

Асимптотика оптимального управления в форме обратной связи для сингулярно возмущенной...
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т. е. уравнения для Yj ,  j = 1,2,  являются стан-
дартными в теории оптимального управления 
операторными дифференциальными уравнени-
ями риккати. значит, задачи (�9) однозначно 
разрешимы.

Уравнения (20) являются линейными отно-

сительно Q K
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0 3,  поэтому для задачи (20) су-

ществует единственное решение Q K
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0 3 t( ),  
j = 1,2,  которое является функцией погранслоя 
экспоненциального типа.

Для коэффициентов в разложении (��) при 
en  ( 1)n ≥ ,  зависящих от t,  получим из (�4), (�5) 
серию однозначно разрешимых задач 

 

K t K A S K S K

A

j

n n

j j j j j j

j

( )

1 1 1

( ) ( )

10

( )

10 10

( ) ( )

20 30

( )

(

( ) =

i

- - -( ) -

-
))

10

( )

10 10

( ) ( )

20 30

( )

1

( )

3

( ) ( )

30

(

- -( )¢ -

¢ - ¢

S K S K K

K A S

j j j j

n

j

n

j j j ))

20 10

( ) ( )

30 30

( )

( )

30

( )

20 10

( ) ( )

30 30

(

K S K

A S K S K

j j j

j j j j

-( ) -

- - ¢ -
jj

n

j

j

n

j j
j

n

j

K

K A S K S K

)

3

( )

( )

1 1

( )

1

( )

1

( )

1 1

( )

2

(

( )¢ -

- - -- -
   

( ) ( )



  

j

n

j
j

n

j

A K S K

)

3 1

( )

1

( )

3 1

( )

2

(

( )

( )

-

-

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

È

Î
Í

+ ¢ - ¢ - ¢
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
jj

n

j

n

j j
j

n

j

K A S K A

)

1 1

( )

3 1

( )

3

( )

3

( )

3 1

(

( )

( ) ( )

-

- -

+

+ ¢ -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ + ¢

   ))

3

( )

3 1

( )

1

( )

3 1 1

( ) ( )

20

( )

K W

K K A S

j

n

j

n

j

n n

j j j




i

( )

( )

,-

-

+
˘

˚
˙

¢ = - - 220 40

( )

( )

3

( )

40

( )

30 40

( )

( )

30 10

( )

K

K A S K

A K S

j

j

n

j j j

j j

( ) -

- ¢ -( ) -

- ¢ -
(( )

20 30

( ) ( )

30 4

( )

( )

1 1

( )

2

( )

3

j j j

n

j

j

n

j
j

n

K S K

K A K

- ¢( ) -

- + ¢-
  

( ) ( --

- -

+
È
ÎÍ

+ ¢ - - ¢
Ê

1

( )

4

( )

3

( )

1 1

( )

2

( )

3 1

( )

3

)

( ) ( )

A

A K S K S

j

j
j

n

j
j

n

j  

ËËÁ
ˆ
¯̃ +

+
˘
˚ - ¢ -

Ê
ËÁ

È

Î

-

-

K

W A K S

j

n

j

n

j
j

n

j









( )

4 1

( )

2

( )

1

( )

1 1

( )

1

( )

( )
ÍÍ -

- ¢ ¢
ˆ
¯̃ ¢

˘

˚
˙

¢

- - -

-

K S K

K

j

n

j
j

n n

j

n

  


i

( )

3 1

( )

2

( )

3 1 1

( )

4 1

( ) ( )

(

,

)) = - -( ) -

- -( )¢
K A S K

A S K K

j

n

j j j

j j j j

( )

4

( )

40

( )

30

( )

40

( )

40

( )

30 40

( ) ( ))

4

( )

4 1

( )

4

( )

4

( )

4 1

( )

3

n

j

n

j j
j

n

j

K A A K S K

-

-
È
ÎÍ + ¢ -

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃- -

  

( ) ( )


 



 

( )

4 1

( )

3

( )

3 1

( )

2

( )

2

( )

4 1

j

n

j

n

j

n

j j
j

nW K A S K

( )

( ) ( )

-

- -

+

+
˘
˚ - -

ÊÊ
ËÁ

ˆ
¯̃

È

Î
Í +

+ -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

¢

¢

˘

˚
˙

- -A S K K
j j

j

n

j

n

( )

2

( )

2

( )

4 1

( )

3 1
  

( ) ( ) ˙̇ +

+ ¢
È
ÎÍ

˘
˚̇

-

- - -

n
j

n

j
j

n n

n

K S K

K T F

1
( )

3 2

( )

1

( )

3 2 2

1

(2)

( ) =

  

( ) ( ) ,

11

(2)

1

1

(1)

1 1

(2)

1

(1)

1

(0),

( ) = ( ) (0),

n n

n n n

Q K

K t K t Q K

-

-

 

 

K t K A S K S K

A

j

n n

j j j j j j

j

( )

1 1 1

( ) ( )

10

( )

10 10

( ) ( )

20 30

( )

(

( ) =

i

- - -( ) -

-
))

10

( )

10 10

( ) ( )

20 30

( )

1

( )

3

( ) ( )

30

(

- -( )¢ -

¢ - ¢

S K S K K

K A S

j j j j

n

j

n

j j j ))

20 10

( ) ( )

30 30

( )

( )

30

( )

20 10

( ) ( )

30 30

(

K S K

A S K S K

j j j

j j j j

-( ) -

- - ¢ -
jj

n

j

j

n

j j
j

n

j

K

K A S K S K

)

3

( )

( )

1 1

( )

1

( )

1

( )

1 1

( )

2

(

( )¢ -

- - -- -
   

( ) ( )



  

j

n

j
j

n

j

A K S K

)

3 1

( )

1

( )

3 1

( )

2

(

( )

( )

-

-

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

È

Î
Í

+ ¢ - ¢ - ¢
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
jj

n

j

n

j j
j

n

j

K A S K A

)

1 1

( )

3 1

( )

3

( )

3

( )

3 1

(

( )

( ) ( )

-

- -

+

+ ¢ -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ + ¢

   ))

3

( )

3 1

( )

1

( )

3 1 1

( ) ( )

20

( )

K W

K K A S

j

n

j

n

j

n n

j j j




i

( )

( )

,-

-

+
˘

˚
˙

¢ = - - 220 40

( )

( )

3

( )

40

( )

30 40

( )

( )

30 10

( )

K

K A S K

A K S

j

j

n

j j j

j j

( ) -

- ¢ -( ) -

- ¢ -
(( )

20 30

( ) ( )

30 4

( )

( )

1 1

( )

2

( )

3

j j j

n

j

j

n

j
j

n

K S K

K A K

- ¢( ) -

- + ¢-
  

( ) ( --

- -

+
È
ÎÍ

+ ¢ - - ¢
Ê

1

( )

4

( )

3

( )

1 1

( )

2

( )

3 1

( )

3

)

( ) ( )

A

A K S K S

j

j
j

n

j
j

n

j  

ËËÁ
ˆ
¯̃ +

+
˘
˚ - ¢ -

Ê
ËÁ

È

Î

-

-

K

W A K S

j

n

j

n

j
j

n

j









( )

4 1

( )

2

( )

1

( )

1 1

( )

1

( )

( )
ÍÍ -

- ¢ ¢
ˆ
¯̃ ¢

˘

˚
˙

¢

- - -

-

K S K

K

j

n

j
j

n n

j

n

  


i

( )

3 1

( )

2

( )

3 1 1

( )

4 1

( ) ( )

(

,

)) = - -( ) -

- -( )¢
K A S K

A S K K

j

n

j j j

j j j j

( )

4

( )

40

( )

30

( )

40

( )

40

( )

30 40

( ) ( ))

4

( )

4 1

( )

4

( )

4

( )

4 1

( )

3

n

j

n

j j
j

n

j

K A A K S K

-

-
È
ÎÍ + ¢ -

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃- -

  

( ) ( )


 



 

( )

4 1

( )

3

( )

3 1

( )

2

( )

2

( )

4 1

j

n

j

n

j

n

j j
j

nW K A S K

( )

( ) ( )

-

- -

+

+
˘
˚ - -

ÊÊ
ËÁ

ˆ
¯̃

È

Î
Í +

+ -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

¢

¢

˘

˚
˙

- -A S K K
j j

j

n

j

n

( )

2

( )

2

( )

4 1

( )

3 1
  

( ) ( ) ˙̇ +

+ ¢
È
ÎÍ

˘
˚̇

-

- - -

n
j

n

j
j

n n

n

K S K

K T F

1
( )

3 2

( )

1

( )

3 2 2

1

(2)

( ) =

  

( ) ( ) ,

11

(2)

1

1

(1)

1 1

(2)

1

(1)

1

(0),

( ) = ( ) (0),

n n

n n n

Q K

K t K t Q K

-

-

где Q K
j

n j

( )

1 t( ),  j = 1,2,  определяются членами 
приближения меньшего, чем n,  порядка 
(см. (2�) ниже).

Введём обозначения 

 

G K A A K K A

A K K

j j j j j j j

j j j

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

1 1 1 1 1 3 3

3 3

= - - ¢ - ¢ -

- ¢ +
)) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 3

1 1 1 2 3

S K S K

K S K S K K

j j j j

j j j j j

+( ) +

+ +( ) +
(( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j j j j j

j j j j j

S K S K

K S K S K

1 1 1 2 3

3 2 1 3 3

+( ) +

+ ¢ ¢ +(( ) + ¢ ¢ +( ) +

+ ¢ ¢ +

K S K S K

K S K S

j j j j j

j j j j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 2 1 3 3

3 2 1 33 3

3 1 2 3 4 1 3

K

G K A K A A K

A

j

j j j j j j j

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

,( )
= - - ¢ - ¢ ¢ -

- ¢

e
jj j j j j j j

j j j

K K S K S K

K S K

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 1 1 3 2 4

1 1

+ ¢ +( ) +

+ ¢

e

e 33 2 4

1 1 3 2 4

3

+( ) +

+ ¢ +( ) +

+ ¢ ¢

S K

K S K S K

K S

j j

j j j j j

j

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

e

e
(( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j j j j

j j j j j

K S K

K S K S K

2 3 3 4

3 2 3 3 4

¢ +( ) +

+ ¢ ¢ ¢ +( )e ++

+ ¢ ¢ ¢ +( )
= - -

K S K S K

G K A K

j j j j j

j j j j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

,3 2 3 3 4

4 3 2

e

e
)) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

4 4 2 3

4 4 3 1 3

A A K

A K K S K S

j j j

j j j j j j

- ¢ ¢ -

- ¢ + ¢ +

e

e e
)) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

3 1 3 2 4

3 1

K

K S K S K

K S

j

j j j j j

j j

( ) +

+ ¢ +( ) +

+ ¢

e e

e e KK S K K S K S K

K

j j j j j j j j

j

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 2 4 4 2 3 3 4

4

+( ) + ¢ ¢ +( ) +

+

e

ee e¢ ¢ +( ) + ¢ ¢ +(S K S K K S K S K
j j j j j j j j j( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 3 4 4 2 3 3 4 )).

 

Г. А. Курина, Т. Х. Нгуен



�09ВЕСТНИК ВГУ. СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа. 20�0. № 2

Коэффициенты в разложении (��) для 

K t
j

1

( )

( , )e  при en  ( 1)n ≥ ,  зависящие от t1,  t2,  
однозначно определяются из соотношений 

 

dQ K
d

Q G

Q K j

j

n

j

j

n

n
j

n

( )

1
( )

1 1

1
( )

1

= ,

( ) = 0, = 1,2,

t
ˆ

-

-

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-•  

 (2�)

где Q̂ G
j

n

( )

1 1-  являются значениями функций  G
j

1

( )

 

п р и  K Q Ki

j j

n i

( ) ( )

1=  - ,  K K
j

i

j

i n

( ) ( )

( 1)=


- ,  i = 1, 3,  
t tj j= + et .

Коэффициенты в разложении (��) для 

K t
j

4

( )

( , )e  при en  ( 1)n ≥ ,  зависящие от t1,  t2,  
однозначно определяются из соотношений 

 

dQ K
d

Q K A t S t K t

j

n

j
j

n

j

j

j

j

j

j

( )

4

( )

4

( )

40

( )

30

( )

40

=

=

t

- ( ) - ( ) ( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ ++

+ ( ) -

- ( ) - ( )
Q K S t Q K

A t S t K t

j

n

j

j

j

j

j

j

j

j

j

( )

4

( )

30

( )

0 4

( )

40

( )

30

( )

40 (( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
¢

+

+ ( ) +
È
ÎÍ

˘
-

Q K

Q K S t Q K Q G

j

n

j j

j

j

n

j

n

( )

4

( )

0 4

( )

30

( )

4

( )

1 4
ˆ ˚̇̊

( ) = -

( ) = ( ) -

n

n n n

n n n

Q K F K T

Q K K t K

,

( ),
(2)

4 3

(2)

4

(1)

4

(2)

4 1

(1)

4

0

0 tt1 ,( )

 

где Q̂ G
j

n

( )

1 4-  являются значениями функций G
j( )

4  

п р и  K Q K
j

i

j

n i

( ) ( )

1=  - ,  K K
j

i

j

in

( ) ( )

=


,  i = 3, 4,  
t tj j= + et .

Коэффициенты в разложении (��) для 

K t
j( )

3( , )e  при en  ( 1)n ≥ ,  зависящие от t1,  t2,  
однозначно определяются из соотношений 

 

dQ K
d

Q K A t S t K t

j

n

j

j

n

j

j

j

j

j

j

( )

3
( )

3 40

( )

30

( ) ( )

40= '
¢

- ( ) - ( ) ( )Ê
ËÁ

ˆ
¯t
˜̃ +

+ ( ) +
È
ÎÍ

˘
˚̇

¢

Q K S t Q K Q G

Q K

j

n

j

j

j j

n n

n

( )

3

( )

30

( )

0 4

( )

3

(2)

3

' ,

(0) =

ˆ

FF K T

Q K K t K t

n n

n n n

2

(2)

3

(1)

3

(2)

3 1

(1)

3 1

( ),

(0) = ,

-

( ) - ( )

 

где Q̂ G
j

n

( )

3  являются значениями функций G
j( )

3  

п р и  K Q Ki

j j

n i

( ) ( )

=  ,  i = 1, 4,  K Q K
j j

n

( )

3

( )

1 3=  - ,  

K K
j

i

j

in

( ) ( )

=  ,  i = 1, 3, 4,  t tj j= + et .
Перепишем равенства (6), (7) (переобозна-

чаем z z
j j( )

*

( )

= ) в следующем виде: 

 

x A S K S K x

A S K

j j j j j j j

j j

( ) ( )

1

( )

1

( )

1

( )

2

( )

3

( )

( )

2

( )

1

=

'

- -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
+

+ - e
(( )

3

( )

2

( )

4

( )

( ) ( )

3

( )

2

( )

1

( )

3

(

,

= '

j j j j

j j j j j

S K y

y A S K S K

-
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

- -e
jj j

j j j j j j

x

A S K S K y

)

3

( )

( )

4

( )

2

( )

3

( )

3

( )

4

( )

' ' ,

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
+

+ - -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
e

 (22)

 
x x x t x t

y y y t

(1)
0

(2)

1

(1)

1
(1)

0
(2)

1

(0, ) = , , = , ,

(0, ) = , ,

e e e

e e

 

 

( ) ( )
(( ) ( )= , ,

(1)

1y t e
 (23)
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Подставляя разложения (��), (�2) в равенс-

тва (22), (23) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях e,  отдельно завися-
щие от t, , ,0 1 2t t t ,  для нахождения коэффици-
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чаем однозначно разрешимую задачу 
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здесь учли, что
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Для нахождения остальных коэффициентов 
разложения (�2) при e 0,  зависящих от t t t0 1 2, , ,  
получаем задачу
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Для определения коэффициентов разложе-
ния (�2) при en  ( 1)n ≥ ,  зависящих от t,  полу-
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Перепишем (8) в следующем виде (переобоз-
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Введём обозначения 
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Подставляя разложения (��) — (�3) в вы-
ражение (27), находим коэффициенты в раз-
ложении (�3) для оптимального управления: 
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Таким образом можно определить все ко-
эффициенты разложений (��)—(�3).

4. ОЦЕНКИ аСИМПТОТИчЕСКОГО 
рЕШЕНИЯ 

Предположим, что найдены члены разло-
жений (��) — (�3) до порядка n  включитель-
но. Введём обозначения 
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где v  означает K,  z  или u.
Систему (�4), (�5) перепишем в виде 
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Применяя стандартные в теории сингуляр-
ных возмущений рассуждения при оценке ос-
таточных членов асимптотики из [3, 8] сначала 
для t t TŒ[ , ]1 ,  затем для t tŒ[0, ]1 ,  для остаточ-

ных членов DK K K
( ) ( ) ( )

( , ) = ( , ) ( , )
j j j

nt t te e e-   имеем 
оценки 
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 DK
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[
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C tj tj
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+e   (29)

аналогичным образом, рассматривая сна-
чала t tŒ[0, ]1 ,  затем t t TŒ[ , ]1 ,  для остаточных 

членов D z t z t z t
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( , ) = ( , ) ( , )e e e* -   имеем оцен-
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Из (29) — (3�) следует
Теорема 2. Для решений задач (4)—(5), 

(6)—(7) и оптимального управления (8) мож-
но построить асимптотические разложения 
в ряд по целым неотрицательным степеням 
e  вида (��) — (�3), при этом остаточные 

члены DK
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Тогда из (6), (7) и (29) имеем 
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рассматривая задачу (33) сначала на отрез-
ке [0, ]1t ,  а затем на [ , ]1t T ,  и учитывая условие 
10  или 20,  а также оценки экспоненциального 

типа для функций погранслоя Q
j( )

0 K,  стандар-
тными в теории сингулярных возмущений 
рассуждениями при оценке остаточного члена 
асимптотики решения задачи Коши (см., на-
пример, [8], стр. 65) получаем оценки 
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Отсюда, в силу (29), (34) имеем 
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рассмотрим приращение функционала: 
DJ J u J un= ( ) ( )*e eˆ .-

Учитывая (�), имеем 
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Используя соотношения (8), (2), (�0), (4), 
(6), (5), (7), преобразуем сумму двух последних 
интегралов в предшествующем выражении 
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Таким образом, 
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Отсюда и из (34), (36) следует
Теорема 3. Для оптимального управления 

задачи (�)—(3) составленного из u
j

*

( )

 вида (8), 
можно построить, используя асимптотичес-
кие разложения решений задач (4), (5) и (6), (7), 

приближение ˆ ,un  составленное из û
j

n

( )

 вида (35), 

где ẑn
j( )

 является решением задачи (32). При 
этом для всех t TŒ[0, ]  и достаточно малых 
e > 0  справедливы оценки 
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где постоянная c  не зависит от t, e.

4. ИллЮСТраТИВНый ПрИМЕр 
рассмотрим задачу Pe ,  заключающуюся в 

минимизации функционала 
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на траекториях систем
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Найдём точное решение рассматриваемой 
задачи.

Для этого сначала находим решение систе-
мы (�4), (�5) в данном случае:
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затем находим решение системы (22), (23) 
для этого примера: 
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В силу (27) оптимальное управление в фор-
ме обратной связи имеет следующий вид:
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Теперь построим асимптотику решения 
нулевого порядка.

Находим решение системы (�6), (�7) в дан-
ном случае: 
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Находим решение системы (24) для этого 
примера:
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Отсюда и из (28) получаем

Г. А. Курина, Т. Х. Нгуен
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В силу (�8) имеем Q K
j( )

0 1 0,∫  j = 1,2.
Находим решение системы (�9), (20):
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В  силу  ( 25 )  имеем  P
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0
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j j

x Q x ∫  
j = 1,2.

Находим решение системы (26) в данном 
случае:
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Отсюда и из (28) получаем
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Итак, найдено асимптотическое приближе-
ние нулевого порядка: 
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На рисунках �—6 изображены графики 
функций K t1( , )e ,  K t3( , )e ,  K t4( , )e ,  u t( , )e ,  x t( , )e ,  
y t( , )e  соответственно, решение вырожденной 
задачи и приближение нулевого порядка для 
этих функций при e = 0 15, .  При этом сплошная 
линия означает точное решение, линия, состо-
ящая из кружков, — вырожденное решение, а 
линия, состоящая из квадратиков, — прибли-
жение нулевого порядка.

значения критерия качества приведены в 
таблице �.

Таблица �

e J ue( )0 J ue( )0
 J ue( )*

0.15 20.98348437 20.07101478 20.07101476
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