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Медленно меняющиеся на бесконечности 
функции, периодические на бесконечности 

функции и их свойства*

Н. С. Калужина
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Статья поступила в редакцию 3 марта 2010 г.

Аннотация: вводится понятие медленно меняющихся на бесконечности функций и перио-
дических на бесконечности функций, изучаются их свойства, доказывается эквивалентность 
определений медленно меняющихся функций и функций, стационарных на бесконечности, 
исследуется структура фактор-пространства медленно меняющихся на бесконечности функ-
ций, изучаются спектральные свойства медленно меняющихся на бесконечности функций.
Ключевые слова: медленно меняющаяся на бесконечности функция, стационарная на бес-
конечности функция, слабо колеблющаяся функция, периодическая на бесконечности фун-
кция, спектр Бёрлинга.

Abstract: concept of slowly varying and periodic on infinity functions has introduced, their 
behaviours are studying, equivalence between the definition of slowly varying functions and the 
definition of steady-state on infinity functions is proving, structure of factor-space of slowly varying 
functions is investigating, spectral behaviours of slowly varying functions are studing.
Key words: slowly varying on infinity function, steady-state on infinity function, periodic on 
infinity function, Beurling spectrum.

1. Понятие медленно 
меняющейся функции

Рассматривается банахово пространство 
Cb( )  заданных на вещественной оси   непре-
рывных ограниченных комплексных функций 
с нормой x x t

t• Œ
= ( )sup .


 Через Cb u, ( )  обоз-

начается замкнутое подпространство равномер-
но непрерывных ограниченных комплексных 
функций. На этом пространстве определена и 
сильно непрерывна изометрическая группа 
операторов сдвига функций ( ( ) )( ) = ( )S t x x tt t+ ,  
t,t Œ,  x Cb uŒ , ( ) .  Через C 0( )  обозначим 
з а м к н у т о е  п о д п р о с т р а н с т в о 
{ lim }.x C x tb u t

Œ
Æ•, | |

( ) : ( ) = 0      

Определение 1 Функция x Cb uŒ , ( )  на-
зывается медленно меняющейся на беско-
нечности функцией, если для каждого 
a Œ  выполнено свойство S x x C( ) ( )0a - Œ   
или, другими словами, для любого a Œ  спра-
ведливо равенство 

	
| |

( ) ( ) = 0.
t
x t x t

Æ•
+ -lim a 	 (1)
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Множество всех медленно меняющихся на 
бесконечности функций из Cb u, ( )  будем обоз-
начать через Csl ( ) .

Пример 1. Функции из Cb u, ( )  вида: 

1) x t t( ) sin ln( ),= +1  t Œ;  

2) x t
t
it

( )
sin

,=
+

2

1
 t Œ;  

3) x t
i t t

t
( )

exp( ln( )) ,
, .

;=
+ - ≥

<
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

a 1 1 0
0 0

 
 

 
 

4) x t
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t t
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принадлежат Csl ( ) .
2. Основные свойства функций из 

Csl ( )
Лемма 1. Csl ( )  — замкнутое линейное 

подпространство из Cb u, ( ) ,  инвариантное 
о т н о с и т е л ь н о  о п е р а т о р а  с д в и г а 
S t C Cb u b u( ) : ( ) ( ), , Æ ,  t Œ.

Доказательство. Для любого a Œ,  лю-
бых g b, Œ  и любых функций x y sl, Œ ( )  
справедливо равенство S x y x y S x x S y y C( )( ) ( ) = ( ( ) ) ( ( ) ) ( )0a g b g b g a b a+ - + - + - Œ  .   
= ( ( ) ) ( ( ) ) ( )0g a b aS x x S y y C- + - Œ  .  Таким 
образом, g bx y Csl+ Œ ( ) .
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Покажем теперь, что для любых t0 Œ  и 
x C RslŒ ( ) функция S t x( )0  принадлежит C Rsl ( ).  
И з  п р е д с т а в л е н и я 
S S t x S t x S t S x x( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ),a a0 0 0- = -  t t0, Œ , 
и сильной непрерывности оператора сдвига 
S t x( )0  следует, что S t x Csl( ) ( )0 Œ  ,  а значит, 
пространство Csl ( )  инвариантно относитель-
но оператора сдвига.

Пусть последовательность ( )xn ,  n Œ,  из 
Csl ( )  сходится к x Cb u0 , ( )Œ  .  Тогда для лю-
б о г о  a Œ  с п р а в е д л и в о 
S x x S x x C

n n n( ) lim( ( ) ) ( ),a a0 0 0- = - Œ
Æ•

  в силу 
замкнутости пространства C 0( ) .  Следователь-
но, x Csl0 ( )Œ  .  

Лемма 2. Пространство медленно меня-
ющихся на бесконечности функций Csl ( )  
несепарабельно.

Доказательство. Рассмотрим семейство 
функций { , 0}xa a ≥  из Cb u, ( )  вида:

	 x t
i t t

ta

a
a( ) =

( (1 )) 1 0
0 0.

, 0
exp ln

.
+ - ≥

<
Ï
Ì
Ô

ÓÔ
≥
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Покажем, что { , 0} ( )x Csla a ≥ Ã  .  Для любого 
t Œ  имеют место равенства:

	
| |

| |

ln( ) ln( )

| |

lim ( ) ( )

lim
t

t

i t i t

t

x t x t

e e
Æ•
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+ + +

+ - =

= - =

=

a

a t a

t
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+ +
+ - =lim .

ln
e
i t

t
a t1

1 1 0

	

Заметим, что для функций ei ta  и ei tb ,  a bπ ,  
a b, Œ + ,  t Œ,  име ет  ме сто  оценка 

t

i t i te e
Œ

- ≥


sup .a b 2

Поскольку отображение t t ln(1 )+  из 
 + •= [0, )  в  +  является гомеоморфизмом, 
т о  x x e e

t

i t i t
a b

a b- - ≥
• Œ

= 2


sup , ,  a bπ , , 

a b, Œ + .  Таким образом, в пространстве 
Csl ( )  содержится семейство функций 
{ , 0}xa a ≥ ,  состоящее из континуума функций, 
расстояние между которыми не меньше 2.  
Это значит, что пространство Csl ( )  несепара-
бельно. 

Лемма 3. Пространство Csl ( )  образует 
алгебру относительно поточечного умноже-
ния функций. 

Доказательство. Пусть x y Csl, .Œ ( )  Тог-
да для любого a Œ  и t Œ  выполнены ра-
в е н с т в а :  S xy xy S y S x x x S y y( )( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ),a a a a- = - + - 

S xy xy S y S x x x S y y( )( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ),a a a a- = - + -  из которых следует, что 
S xy xy C( ) ( )0a - Œ  . 

3. Модульная структура  
на Csl ( )

Будем рассматривать банахову алгебру 
L 1( )  суммируемых на   функций со свёрткой 
в качестве умножения. Через ˆ ,f f t e dti t( ) = ( )l l


Ú -  

l Œ,  обозначим преобразование Фурье функ
ции f LŒ 1 ( ) .

Лемма 4. Пространство Csl ( )  является 
банаховым L1 ( ) -модулем, структура кото-
рого определяется формулой свертки: 

	
f x f S xd

f L x Csl

* -

Œ Œ

Ú= ( ) ( ) ,

( ), ( ).1


 

t t t

 
	 (2)

Доказательство. Покажем корректность 
определения свертки, т.е. докажем включение 
f x Csl* Œ ( ) ,  для любых f LŒ 1( )  и x CslŒ ( ) .  
Из представления (2), непрерывности отобра-
жения t t  S x Cb u( ) : ( ),- Æ  и определения 
интеграла следует, что функция f x*  являет-
ся пределом в Cb u, ( )  линейных комбинаций 
сдвигов функции x . Для любого a Œ  и лю-
бой функции x Csl0 ( )Œ   функция y0 , опреде-
ляемая равенствами

	

y S f x f x

f S S x x d

f S x x

0 0 0

0 0

0 0

= * - * =
= - - =

= * -

Ú
( )

( ) ( )( ( ) )

( ( ) ),

a
t t a t

a


	

есть предел в Cb u, ( )  линейных комбинаций 
сдвигов функции S x x( ) 0 0a - ,  принадлежащей 
C 0( ) .  В силу замкнутости подпространства 
C 0( ) ,  функция y0  принадлежит C 0( ) . 

Лемма 5. Для любой функции x CslŒ ( )  
и любой f LŒ 1( )  с f̂ (0) = 0  справедливо свой
ство f x C* ( )0Œ  .

Доказательство. Рассмотрим сначала 
функцию f LŒ 1( )  вида f S g g= ( )a - ,  где 
g LŒ 1( ) .  Эта функция имеет преобразование 
Фурье вида (̂ ) (̂ ) (̂ ),f g e gil l lla= -  l Œ,  и 
поэтому ˆ .f (0) = 0  По тауберовой теореме Ви-
нера [1] множество таких функций плотно в 
максимальном идеале M f L f= { ( ) : (0) = 0}1Œ  ˆ  
и поэтому утверждение леммы достаточно до-
казать для функции f  рассматриваемого вида. 
П у с т ь  x CslŒ ( ) .  В в и д у  т о г о ,  ч т о 
S x x C( ) ( )0a - Œ  ,  получаем: f x S g g x g S x x C* - * * - Œ= ( ( ) ) = ( ( ) ) ( )0a a  . 

f x S g g x g S x x C* - * * - Œ= ( ( ) ) = ( ( ) ) ( )0a a  .  
Лемма 6. Для любой функции x CslŒ ( )  

и любой f LŒ 1( )  с f̂ (0) = 1 справедливо свойс-
тво f x x C* - Œ 0( ) .

Н. С. Калужина
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Доказательство. Пусть x CslŒ ( )  и 
f LŒ 1( )  обладает свойством ˆ .f (0) = 1  Рас-
смотрим { , 0}ea a >  — ограниченная аппрок-
симативная единица (сокращенно о.а.е.) в ал-
гебре L1( ) .  Тогда, в силу равномерной непре-
рывности функции f x x* - , , получаем равенс-
тво lim ( ) .

a ae f x x f x x* * - = * -  Поэтому ут-
верждение леммы достаточно доказать для 
функции e f x x ya a* * - =( ) .  Для любого a > 0  
представим ya  в виде y e f e x f xa a a a= - * = *( * ) .  
Поскольку ˆ ( ) ˆ ( ) (̂ ) ˆ ( ) ,f e f ea a a0 0 0 0 0= - =  то по 
лемме 5, f x Ca * Œ 0( ).  

4. Определение  
Далецкого—Крейна

В монографии Ю. Л. Далецкого и С. Г. Крей-
на [2] при исследовании решений линейных 
дифференциальных уравнений вводится спе-
циальный класс функций, называемых стаци-
онарными на бесконечности. Они играют важ-
ную роль при изучении стабилизации решений 
дифференциальных уравнений.

Далее через Cb( ) + ,  Cb u, ( ) +  обозначаются 
соответственно банахово пространство непре-
рывных и равномерно непрерывных ограничен-
ных на  + +•= [0, )  комплексных функций с 
нормой x x t

t• ≥
= ( )

0
sup .  Также рассматривает-

ся подпространство C 0( ) +  из Cb u, ( ) +  вида: 
{ lim }.x C x tb u t

Œ + Æ+•, ( ) : ( ) = 0  Сформулируем 
определение 1 для функций из Cb u, ( ) + .

Определение 2. Функция x  из Cb u, ( ) +  
называется медленно меняющейся на бес-
конечности, если для любого a > 0  функция 
S x x( )a -  принадлежит C 0( ) + .

Далее банахово пространство Cb u, ( ) +  вло-
жим в банахово пространство Cb u, ( )  с помо-
щью линейного оператора J C Cb u b u: ( ) ( ), , + Æ  
вида

	 ( )( ) =
( ) 0

(1 ) (0) [ 1, 0)
0 < 1.

Jx t
x t t
t x t

t

, 
, 
, 

≥
+ Œ -

-

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

. 	

Очевидно, что J = 1.
Замечание 1. Непосредственно из опреде-

лений 1 и 2 следует, что функция x Cb uŒ +, ( )  
является медленно меняющейся на бесконеч-
ности тогда и только тогда, когда таковой 
является функция  x Jx Cb u= ( ),Œ .

Сделанное замечание позволяет рассматри-
вать Csl ( ) +  как подпространство из Csl ( )  и, 
следовательно, можно использовать результа-

ты, полученные для функций из Csl ( ) .  В 
частности, справедливы леммы 1–6.

Определение 3. (Далецкий—Крейн [2]) 
Функция x CbŒ +( )  называется стационар-
ной на бесконечности, если при каком-либо 
положительном L  выполнено (а значит, и при 
сколь угодно большом L  ): 

	
T s t Ls t T

x s x t
Æ• - £ ≥

-lim sup
| | ,

( ) ( ) = 0. 	 (3)

Замечание 2. Любая стационарная на 
бесконечности функция является равномерно 
непрерывной на  +. Этот факт непосредствен-
но следует из определения 3: на любом конеч-
ном промежутке [0, ] 0T T, ,>  она равномерно 
непрерывна по теореме Вейерштрасса, а на 
промежутке [ , )T +•  для любого e > 0  найдет-
ся такое d = 0L > , , что для всех s t T, ≥ ,  
s t L- £ ,  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о 
x s x t( ) ( )- < e.

Замечание 3. В работе [2] доказывается, 
что любая стационарная на бесконечности 
функция x  представима в виде:

	 x x x= ,1 2+ 	 (4)
где x Cb1 ( )Œ +  и существует lim ,

t
x t

Æ• 1( )  а 
x Cb2 ( )Œ +  при достаточно больших t  имеет 
производную ¢x t2( ),  причем ¢ Œ +x C2 0( ) .

Верно и обратное свойство: если функция 
x  представлена в виде (4), то она стационарна 
на бесконечности. 

Теорема 1. Определения 2 и 3 эквивален-
тны для функций из Cb u, ( ) + .

Доказательство. Пусть x CslŒ +( ) .  В 
силу замечания 1, можно считать x CslŒ ( ) ,  
т.е. x Cb uŒ , ( )  и для любого a Œ  выполнено 
lim .
| |

( ) ( ) = 0
t
x t x t

Æ•
+ -a  В о з ь м е м  л ю б у ю 

f LŒ 1( )  с f̂ (0) = 1 и компактным носителем 
suppf̂ .  Из леммы 6 f x x x C* - Œ= ( )0 0  .  Тог-
да f x*  дифференцируема бесконечное число 
раз, причем f x C* Œ 0( ) . Таким образом, x  
представима в виде x f x x= 0* - ,  где f x*  
имеет производную ( ) ( )0f x C* ¢ Œ  ,  а x C0 0( )Œ  .  
В силу замечания 3, функция x CbŒ +( )  ста-
ционарна на бесконечности.

Обратно, пусть x CbŒ +( )  стационарна на 
бесконечности, т.е. при сколь угодно большом 
L > 0  выполняется равенство (3). Положим в 
этом равенстве s t= + a,  a Œ,  тогда 
lim sup ,
T L t T

x t x t
Æ• £ ≥

+ -
| | ,

( ) ( ) = 0
a

a  а это значит, что 
п р и  л ю б о м  a Œ  в ы п о л н е н о 
lim ,
t
x t x t

Æ•
+ -( ) ( ) = 0a  т.е. x CslŒ +( ) . 

Медленно меняющиеся на бесконечности функции, периодические на бесконечности функции...
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5. Определение Е. Сенета
В работе Пака [4], с. 123, при исследовании 

асимптотического поведения сумм тригономет-
рических рядов вводится специальный класс 
функций, называемых слабо колеблющимися 
функциями. Это понятие совпадает с опреде-
лением Карамата [6]. Например, функции 
ln ( ),n x  ln ln ,...,n( )x  где n Œ,  являются слабо 
колеблющимися функциями.

«Применение слабо колеблющихся функций 
в теории тригонометрических рядов связано с 
нахождением асимптотических формул в ок-
рестности начала координат косинусов- и си-
нус-рядов с монотонными и квазимонотонными 
коэффициентами и берет свое начало с работ 
Харди [6]» (цитата из [4]). Слабо колеблющи-
еся функции также находят свое применение 
в теории вероятности (см., например, работу 
Е. Сенета [7]), а также в теории целых функций 
[8]. Эти функции составляют часть класса ре-
гулярно растущих функций, которые впервые 
в 1925 году ввел в рассмотрение Р. Шмидт [9]. 
Карамата эти функции назвал медленно рас-
тущими, а Харди и Рогозинский [10] — слабо 
колеблющимися.

Обратимся к работе Е. Сенета [7], в которой 
автор вводит понятие медленно меняющейся 
на бесконечности фунции. Заметим, что опре-
деление 4 в точности совпадает с определением 
слабо колеблющейся функции. 

Определение 4. (Е. Сенета) Положитель-
ная функция L  называется медленно меня-
ющейся на бесконечности, если она изме-
рима на полуоси [ , ) 0A A• >, ,  и для произволь-
ного l > 0  выполнено 

	 lim .
x

L x
L xÆ•

( )
( )

= 1
l

	 (5)

Теорема 2. Если функция L Cb uŒ +, ( )  
является медленно меняющейся на бесконеч-
ности в смысле определения 4, то функция 
f x L ex( ) = ( )ln  является медленно меняющей-
ся на бесконечности в смысле определения 2.

Верно и обратное. Если f CslŒ +( ) ,  то 
L x ef x( ) = ( )ln  является медленно меняющейся 
на бесконечности в смысле определения 4.

Доказательство. Пусть L  – медленно 
меняющаяся на бесконечности функция в смыс-
ле определения 4. Рассмотрим функцию 
f x L ex( ) = ( )ln ,  x Œ + .  Для любого a Œ +  она 

обладает свойством f x f x
L e e
L e

x

x
( ) ( ) =

( )
( )

+ -a
a

ln .  

Поскольку для любого l lŒ + Æ•
 lim ,

y

L y
L y
( )
( )

= 1  то 

lim ln ,
x

x

x

L e e
L eÆ•

( )
( )

= 0
a

 т о  е с т ь  для  любо г о 

a a> + - Œ +0 ( ) ( ) ( )0f x f x C  .  Это значит, что 
f CslŒ +( ) .

Пусть теперь f CslŒ +( ) .  Рассмотрим фун-
кцию L x ef x( ) = ( )ln ,  x Œ + .  Заметим, что 
L x( ) 0> ,  x Œ + .  Для любого l > 0  справед-

ливы равенства 
L x
L x

ef ln x f x( )
( )

= ( ) ( )l l+ -ln ln . Посколь-

ку f CslŒ +( ) ,  то для a l= ln  выполнено 

lim ,
y
f y f y

Æ•
+ -( ) ( ) = 0a  откуда следует, что для 

любого l l a> = =
Æ• Æ•

+ -0 1lim
( )
( )

lim .( ) ( )

x y

f y f yL x
L x

e  Та-

ким образом, функция L  является медленно 
меняющейся на бесконечности в смысле опре-
деления 4. 

6. Периодические 
на бесконечности функции

Введем в рассмотрение новый класс функ-
ций. 

Определение 5. Функция x Cb uŒ , ( )  на-
зывается периодической на бесконечности 
с периодом w Œ,  если S x x C( ) ( )0w - Œ  .

Множество всех периодических на беско-
нечности функций с периодом w Œ  обозна-
чим через Cw, ( )•  .

Лемма 7. Пространство Cw, ( )•   являет-
ся замкнутой подалгеброй из Cb u, ( ) .

Доказательство. Пусть x , y CŒ •w, ( ) .  
Тогда выполнены равенства:

	
S xy xy

S y S x x x S y y
( )( )

( ) ( ( ) ) ( ( ) ),
w

w w w
- =

= - + -
	

из которых следует, что S xy xy C( )( ) ( )0w - Œ  .
Пусть последовательность ( )xn ,  n Œ, , из 

Cw, ( )•   такова, что lim .
n nx x

Æ•
= 0  Справедливо 

равенство S x x S x x
n n n( ) lim( ( ) ),w w0 0- = -

Æ•
 из 

которого, в силу замкнутости пространства 
C 0( )  следует замкнутость Cw, ( )•  . 

Определение 6. Пусть x CŒ •2 , ( )p  .  Се-
мейство функций ( )xn ,  n Œ,  определяемых 
равенствами 

	 x t
e

x t e d tn
in( ) ( ) , ,

int

= + Œ
-

-Ú2 0

2

p
t t

p
t   	 (6)
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называется коэффициентами Фурье функции 
x .

Рассмотрим периодическую на бесконечнос-
ти функцию x CŒ •2 , ( )p  .  Ее среднее x0  имеет 
вид: 

	 x t x t d t0
0

2

( ) =
1
2

( ) , .
p

t t
p

Ú + Œ  	 (7)

Заметим, что x f x0 0= * , , где f0 [0,2 ]=
1
2p

c p ,  

c p[0,2 ]  — характеристическая функция отрезка 
[0,2 ]p ,  поэтому функция x0  принадлежит про-
странству Cb u, ( ) .

Лемма 8. Пусть x CŒ •2 , ( )p  .  Тогда ее 
среднее, определяемое равенством (7), прина-
длежит пространству Csl ( ) .

Доказательство. Покажем, что x Csl0 ( )Œ  ,  
т.е. S x x C( ) ( )0 0 0a - Œ  ,  для любого a Œ.  
Рассмотрим S x x S f f x S I g x( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ,a a p a0 0 0 0 2- = - * = - * 

S x x S f f x S I g x( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ,a a p a0 0 0 0 2- = - * = - *  где ga  — такая функция из 
L1( ) ,  преобразование Фурье которой имеет 
вид ˆ ˆ ,g e fi

a
a p ll l( ) = ( 1) ( )( 2 )

0
- -  где f̂0  — преоб-

разование Фурье функции f0 . Так как 
S x x C(2 ) ( )0p - Œ   и ˆ ,ga (0) = 0  то по лемме 5 
функция g S x x Ca p* - Œ( ( ) ) ( ).2 0   

Теорема 3. Коэффициенты Фурье xn ,  
n Œ,  функции x CŒ •2 , ( )p   принадлежат про-
странству Csl ( ) .

Доказательство. Обозначив y t x t e int( ) = ( ) - ,  
t Œ,  n Œ,  получим, что S y y C(2 ) ( )0p - Œ  .  
Таким образом, для y  справедлива доказанная 

лемма 8, т.е. y t x t e d x tin t
n0

0

2
( )( ) =

1
2

( ) = ( )
p

t t
p

tÚ + - +  

принадлежат Csl ( ) ,  для любого n Œ.  

7. Фактор-пространство 
C Cb u, 0( ) / ( ) 

Рассмотрим фактор -пространство 
C Cb u, 0( ) / ( )  .  Обозначим класс эквивалент-
ности, содержащий функцию x Cb uŒ , ( ) ,  через 
x,  т.е.  x x C= ( )0+ . Заметим, что C Csl ( ) / ( )0   
является замкнутым линейным подпространс-
твом фактор-пространства C Cb( ) / ( )0  . Те-
перь результаты, полученные в леммах 5 и 6, 
можно сформулировать следующим образом. 

Лемма 9. Для любых функций x CslŒ ( )  
и f LŒ 1( ) ,  f x x* = ,  если ˆ ,f (0) = 1  и f x* = 0,  
если ˆ .f (0) = 0

Фактор-пространство C Csl ( ) / ( )0   явля-
ется L1( ) -модулем со свёрткой функций в 
качестве внешнего закона композиции. Свёрт-

ка функции f LŒ 1( )  с классом эквивалент-
ности   x C CslŒ ( ) / ( )0  задается формулой: 

	 f x f x* * = , 	 (8)
где x  – представитель класса x,  а f x*  – класс 
эквивалентности, порожденный функцией 
f x* .

Следует отметить, что в фактор-пространс-
тве C Csl ( ) / ( )0   определена и сильно непре-
рывна изометрическая группа операторов 
сдвигов t S t x C Csl     ( ) : ( ) / ( )0Æ ,  опреде-
ляемая равенством:

	    S t x S t x t( ) = ( ) , , Œ 	 (9)
где   x C CslŒ ( ) / ( )0 , а S t x( )  – класс эквива-
лентности, порожденный функцией S t x( ) . В 
силу инвариантности оператора сдвига на про-
странстве  Csl ( )  (см.  лемму 1) ,  для 
  x C CslŒ ( ) / ( )0  вып олн е н о  с в о й с т в о 
   S t x x( ) = 0- ,  t Œ.

Близкая тематика затронута в работе [11], 
где рассматривается оператор дифференциро-
вания D C C: ( ) ( )0 0 Æ .  Автор проводит 
факторизацию C Cb( ) / ( )0   и пытается ввес-
т и  о п е р а т о р  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я 
D C C C Cb b: / /0 0Æ  таким образом, чтобы 
 Dx x= ¢.  Однако такое определение некоррек-

тно. Приведем пример, иллюстрирующий, что 
отображение D  является многозначным ли-
нейным оператором (линейным отношением). 

Пример 2.  Рассмотрим функцию 

x t
t
it

( ) =
1

2sin
,

+
 t Œ.  Очевидно, что x CŒ 0( )  

и, таким образом,  x = 0.  Применяя оператор 
D  к обеим частям последнего равенства, полу-

чим  Dx = 0.  С другой стороны, ¢ œx C 0( ) ,  т.е. 
¢ π x 0.  Класс эквивалентности, порожденный 
¢x ,  не совпадает с классом эквивалентности 
Dx,  а это доказывает многозначность отобра-

жения D.

8. Спектральные свойства 
функций из Csl ( )

Рассматривается комплексное банахово 
пространство X , на котором задана структура 
банахова L1( ) -модуля, ассоциированная с 
сильно непрерывным изометрическим пред-
ставлением T EndX:  Æ  (символом EndX  
обозначается банахова алгебра линейных огра-
ниченных операторов, действующих в X ). 

Определение 7. Спектром (Бёрлинга) 
вектора x XŒ  называется подмножество L( )x  

Медленно меняющиеся на бесконечности функции, периодические на бесконечности функции...
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из   следующего вида L( ) = { :x l Œ  для 
любой f LŒ 1( )  с  f̂ ( ) 0l π  выполнено 
fx π 0}.

Теорема 4. Функция x  принадлежит 
пространству Csl ( )  тогда и только тогда, 
когда L( ) {0}x Ã .

Доказательство. Докажем сначала необ-
ходимость. Если x CslŒ ( ) ,  то по лемме 5 для 
люб о й  f LŒ 1( )  с  f̂ (0) = 0  ф ункци я 
f x C* Œ 0( ) .  Поскольку f x f x* * = ,  то 
f x*  = 0,  для любой f LŒ 1( )  с ˆ ,f (0) = 0  от-
куда (см. [13]) получаем, что L( ) = {0}x .

Пусть теперь x Cb uŒ , ( ) ,  x π 0  и L( ) = {0}x .  
Покажем, что x CslŒ ( ) .  Рассмотрим { , 0}ea a >  
— ограниченная аппроксимативная единица в 
алгебре L1( ) .  Для любого w Œ  выполнено 
lim ( ( ) ) lim( ( ) ) ( ) .e S x x S e e x S x xa a aw w w* - = - * = -  
Введем функцию f S e e La a aw= - Œ( ) ( )1

 .  Ее 
преобразование Фурье ˆ ˆ ˆ ,f e e ei

a
lw

a al l l( ) = ( ) ( )-  
причем ˆ ,f (0) 0=  для любого a > 0.  В силу 
леммы 5, для каждого a > 0  справедливо 
f x C* Œ 0( ) ,  а из замкнутости пространства 
C 0( )  следует, что для любого w Œ  функция 
S x x C( ) ( )0w - Œ  .  
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