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Аннотация. Выводится критерий полной управляемости стационарной динамической сис-
темы, описываемой линейным алгебро-дифференциальным соотношением, коэффициенты 
которого — прямоугольные матрицы.
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Abstract. The criterian of full controllability for a nonvariable dinamic systems,that described 
with linear differential-algebraic correlation with rectangular-matrix coefficients, are derived. 
Key words. Descriptor system, full controllability, rectangular matrix, criterial.

Введение
Рассматривается динамическая система, 

описываемая дифференциальным соотношени-
ем    
	 Ax Bx t Du t = +( ) ( ) ,	 (1)
где 

	 A B L R Rk n, ( , )Œ , D L R Rs nŒ ( , ) , 
	 t TŒ ÈÎ ˘̊0, , x t Rk( ) Œ , u t Rs( ) Œ .

Система является дескрипторной, посколь-
ку матрица при производной необратима.

Динамическая система называется полно-
стью управляемой, если существует управле-
ние, под воздействием которого система пере-
водится из произвольного начального состоя-
ния в любое конечное состояние за произволь-
ный промежуток времени.

Система (1) является полностью управляе-
мой в том случае, когда существует вектор - 
функция  u t( )  (функция управления, управле-
ние) такая, что при подстановке её в (1) реше-
ние x t( )  дифференциального уравнения (1) 
удовлетворяет условиям

	 x x( )0 0= ,  x T xT( ) = 	 (2)
с произвольными значениями x 0 , x RT kŒ , 
T > 0 . Вектор-функция x t( ) называется фун-
кцией состояния системы, состоянием.

В работах [1], [2] рассматривался случай  
квадратных  матриц  A B,  и обратимости мат-
рицы A B- l  при некотором значении l ŒC . 
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В работе [3] для прямоугольных матриц A
и  B был получен критерий существования x t( ) 
и u t( ) , удовлетворяющих (1), (2) в виде, содер-
жащем проекторы на различные подпространс-
тва (приводится ниже).

Теоретический анализ
В настоящей работе выводится критерий, 

формулирующийся следующим образом.
Система (1), (2) является полностью уп-

равляемой в том и только том случае, когда 
выполняются условия:

( )k1  существуют e ŒC \ { }0  и u ŒRn   та-
кие, что при каждом e  и u  уравнение
	 ( )A B y- =e u 	 (3)
имеет единственное решение y RkŒ ;

( )k2  уравнение
	 Ay Dz B+ = u 	 (4)
имеет решение ( , )y z  для любых u ŒRk ;

( )k3  существует решение ( , )y z  уравнения
	 ( )B A y Dz A- + =l u 	 (5)
для любых l ŒC  и u ŒRk .

Доказательство. Условие ( )k1  эквивален-
тно тому, что дифференциальное уравнение (1) 
имеет единственное решение x t( ), принадлежа-
щее некоторому подпространству в Rk , для 
каждого допустимого u t( )  (см.[4]), то есть 
траектория динамической системы под воздейс-
твием конкретного управления  проходит через 
заданные точки ( , ), ( , )0 0x T xT . 

Пример 1, подтверждающий необходи-
мость условия ( )k1 . Пусть n k= = 2 ,
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Условия ( )k2  и ( )k3  выполняются, а условие 
( )k1  — нет.  Действительно, уравнение (3) – это 
система

	
y
y

1 1

1 2

=
- =

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

u
e u

,
,

имеющая неединственное решение   ( , )u1 2y с 
u eu2 1= -   и любым  y R2

1Œ . Система (1) при 
таких  A , B , D  не является полностью управ-
ляемой. В самом деле, система (1), (2) – это 
система

	
x t u
x u

1 1

1 20
( ) ,

,
=

= +
Ï
Ì
Ô

ÓÔ
	 x x1 1

00( ) = ,x T x T1 1( ) = ,x x2 2
00( ) = ,x T x T2 2( ) = .

В качестве управляющей функции  
u t u t u t( ) ( ( ), ( ))= 1 2  можно взять:

	 u t
x x
T

T

1
1 1

0

( ) =
-

, u t
x x
T

t x
T

2
1 1

0

1
0( ) .= -

-
- 	

Под воздействием такого управления  

x t
x x
T

t x
T

1
1 1

0

1
0( ) .=

-
+

 Но x t2( ) не участвует в системе (1), и хотя 
существуют x t1( ) , x t2( ) , удовлетворяющие  ус-
ловиям (1) и  (2), но x t2( ) не обязано быть 
таковым.

Для доказательства теоремы введём обоз-
начения: 
QD  и PD  — проекторы на Co Dker  и KerD  

соответственно, отвечающие разложениям

	 R CoimD KerDs = + , R D Co Dn = +Im ker ;
I  – единичная матрица в соответствующем 

пространстве; C Q AD= , 
QC  и PC  – проекторы на Co Cker  и KerC , 

соответственно, отвечающие разложениям

	 R CoimC KerCk = + ,

	  Co D C Co Cker Im ker= + ;
C +  — обратная к сужению C  матрицы C  на 
CoimC , то есть C C I QC

+ -= - 1( ) .
Воспользуемся результатом работы [3]:

существуют функции u t( )  и x t( ) такие, что 
выполняются равенства (1) и (2),  в  том и 
только том случае, когда

	 ( )j1  Q Q BC D = 0 ;	 (6)
( )j2  �������система

	
d I P x
dt

C Q B I P

I P x t C Q BP P x t

C
D C

C D C C

( )
( )

(( ) ( )) ( ( ))

-
= - ◊

◊ - +

+

+
	 (7)

с управляющей функцией P x tC ( ) , функцией 
состояния ( ) ( )I P x tC-  и условиями

	 ( ) ( ) ( )I P x I P xC C- = -0 0 ,

 	 ( ) ( ) ( )I P x T I P xC C
T- = - ,	 (8)

	 P x P xC C( )0 0= , P x T P xC C
T( ) = 	 (9)

является полностью условно управляемой, то 
есть существует функция P x tC ( ) , удовлетво-
ряющая условиям (9) и такая, что при под-
становке её в уравнение (7), полученное урав-
нение имеет решение ( ) ( )I P x tC- , удовлетво-
ряющее условиям (8).

Докажем справедливость следующих ре-
зультатов.

Лемма 1. Условие (6) выполняется тогда 
и только тогда, когда выполняется ( )k2 .

Действительно, равенство (6) эквивалентно 
системе

	
Q Ay Q B
z D B D Ay P z
D D

D

=
= - +

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
+ +

u
u

,

,
	 (10)

где P zD – произвольный элемент из  KerD .
Первое соотношение в этой системе –  это 

уравнение

	 Cy Q BD= u .
Оно эквивалентно соотношениям

	 Q Q BC D u = 0 ,	 (11)

	 y C Q B P yD C= ++ u , 	 (12)
где P yC  — произвольный элемент из  KerC .

Таким образом, существует решение ( , )y z  
уравнения (4) , определяемое формулами (12), 
(10), при любом u ŒRk  тогда и только тогда, 
когда выполняется условие (11) при любом 
u ŒRk , то есть когда Q Q BC D = 0 .

Лемма 2. При выполнении условия ( )k2  (или 
( )j1 ) условия ( )k3 и ( )j2  эквивалентны.

В самом деле, уравнение (5) эквивалентно 
системе

	
( )

( ) ,

Q B Q A y Q A
z D A D B A y P z
D D D

D

- =
= - - +

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
+ +

l u
u l

где P zD – произвольный элемент из  KerD .
Первое соотношение этой системы –  это 

уравнение

	 ( )Q B C y CD - =l u .

Критерий полной управляемости для линейной стационарной дескрипторной системы
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В свою очередь оно эквивалентно системе

	
Q Q By
C Q By I P y I P
C D

D C C

=
- - = -

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
+

0,

( ) ( ) .l u
Первое соотношение последней системы 

выполняется в силу условия ( )k2  и леммы 1, а 
последнее соотношение эквивалентно следую-
щему равенству:

	
( ( ) )(( ) )

( ) ( ) .

C Q B I P I I P y
C Q BP P y I P

D C C

D C C C

+

+

- - - +
+ = -

l
u

.

Требование ( )k3  означает, что это уравнение 
имеет решение  (( ) , )I P y P yC C-  при любых 
l ŒC  и u ŒRk , то есть 

	  rank C Q B I P I C Q BP
CoimC

D C D C( ( ) )
dim .

+ +- - =
=

l

Выполнение этого условия в силу известно-
го критерия  влечёт полную управляемость 
системы (7) с условиями (8), а в силу резуль-
татов работы [3] и полную управляемость сис-
темы (7) с условиями (8), (9) (полная условная 
управляемость). Таким образом, условие ( )k3
при выполнении условия ( )k2  эквивалентно 
условию ( )j2 .

Доказательство теоремы.
А. Пусть выполнены условия ( )k1 , ( )k2 ,

( )k3 .
Из выполнения ( )k2  и  ( )k3  следует выпол-

нение ( )j1 и ( )j2 , что даёт существование фун-
кций u t( )  и x t( ) , удовлетворяющих уравнению 
(1) и условиям (2). Условие ( )k1  гарантирует 
единственность x t( ) для каждого найденного 
u t( ) , следовательно, состояние динамической 
системы под воздействием управления перейдёт 
из заданного начального состояния в заданное 
конечное состояние. То есть система (1), (2)  в 
этом случае полностью управляема.

Б. Пусть система (1), (2) является полностью 
управляемой. Существование функций u t( )  и 
x t( ), удовлетворяющих (1) ,(2) влечёт выполение 
условий ( )j1 , ( )j2  (см. [3]). В силу леммы 2 те-
перь выполняются условия ( )k2 и ( )k3 .

Если бы условие ( )k1  не было выполнено, 
то решение x t( ) уравнения

(1) с условием x x( )0 0=  имело бы вид

	
x t e x e A

A K Du s P y s

tT t s T
t

jj

p

j p

p p( ) ((

) ( ) (

( )= + -

- +

- -- +

+
=

-

Ú
Â

1 10
0

0

1

1
))) ,ds

	 (13)

 где 

	 A A0 = ,  A S Pj j j= - -1 1,  S Q S Tj j j j= - -1 1,

T I A S Tj j j j= - +
- -( ) ,1 1  S Q B0 0= ,  A A Q Qj j j j

+ -
-= - 1
1( );

 Pj  и Qj  — проекторы на KerAj  и Co Ajker , 
соответственно, отвечающие разложениям

	 KerA CoimA KerAj j j- = +1
 ,

	 Co A A Co Aj j jker Im ker- = +1
 .

Далее��: K Q0 0= , K S A
d
dt
Q K1 0 0 0 0( ) ( ) ( )◊ = ◊ + ◊+ , 

	 K S A A K
d
dt
Q Kj j ii

j

i j j( ) ( )( ) ( ),◊ = - ◊ + ◊-
+ +

=

-

- -Â1 0 1

1

1 1    

j = 2 3, ,...,  ������число� p  ������������ таково������ , ����что� Ap  ������������ имеет�������  ������ядро��, 
но������������������    �����������������  не���������������   �������������� имеет���������  ��������коядра��, P y t0 ( )  — �������������произвольная� 
функция����  ���из� KerA  (���������� см�������� . ������[4]). 

В подпространстве KerAp   формула (13) 
имеет вид

	 P x t P x P y s dsP P p

T

( ) ( )) .= + Ú0

0

При t T=  последнее соотношение таково: 

	 P x x P y s dsP
T

p

T

( ) ( )) ,- = Ú0

0

и для произвольных  P y t0 ( ) , xT и x 0  оно невы-
полнимо. Следовательно, условие ( )k1  выпол-
нено.

Таким образом, если система (1), (2) пол-
ностью управляема, то выполняются условия 
( )k1 , ( )k2 , ( )k3 . Тем самым теорема доказана.

Замечание. В частном случае регулярнос-
ти пары A B,( )  условие ( )k1  выполняется авто-
матически, условия ( )k2  и условие
	 rank A(  D n) =
 �����������������������������������������   эквивалентны, таким образом,  доказанная 
теорема обобщает результат [2].

Применение результатов
Пример 2. Пусть ������ ���n����� ���=2, ����k���=4,

	 A
a
b

=
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Á
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Á
Á

ˆ

¯
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˜
˜
˜

1 0
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0
0
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Ë
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Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

2 4
1 3
3 2
2 1

, D =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

1 0
1 0
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0 1

.

I�. При  a = 0 , b = 0  не выполняется условие 
( )k2 . Уравнение (4) в этом случае –  это систе-
ма

	

y z
y z
z
z

1 1 1 2

2 1 1 2

2 1 2

2 1 2

2 4
3

3 2
2

+ = +
+ = +
= +
= +

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

u u
u u

u u
u u

,
,

,
.
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Из последних двух соотношений этой сис-
темы следует, что система имеет решение 
( , , ),y y z z1 2 1 2  не при любых ( , )u u1 2 , а лишь  для  
u u1 2 0+ = . Следовательно, система (1), (2) с 
такими A B D, ,  не является полностью управ-
ляемой.

Действительно, система 

	




x x x u
x x x u

x x u
x x u

1 1 2 1

2 1 2 1

1 2 2

1 2 2

2 4
3

0 3 2
0 2

= + +
= + +

= + +
= + +

Ï

Ì
Ô
Ô

Ó

,
,
,ÔÔ

Ô

с условиями

	 x x1 1
00( ) = , x T x T1 1( ) = , 

	 x x2 2
00( ) = , x T x T2 2( ) = 	 (14)

не является полностью управляемой, так как 
последние два соотношения дают: x t x t1 2 0( ) ( )+ = , 
что возможно не для произвольных x1 0( ), x2 0( ) , 
x T1( ) , x T2( ) .

II�. При a = 1 , b = 0  не выполняется условие 
( )k3 . Действительно, уравнение (5) имеет вид

	

( ) ,
( ) ,

( ) ,

2 4
3

3 2
2

1 2 1 1

1 2 1 2

1 2 2 1

1

- + + =
+ - + =
- + + =
+

l u
l u

l u

y y z
y y z

y y z
y y22 2 0+ =

Ï

Ì
Ô
Ô

Ó
Ô
Ô z ,

  

и эта система с l π 1  имеет решение y1
1

1
=

-
u

l
, 

y2 0= , z1
1

1
= -

-
u

l
, z2

12
1

= -
-
u

l
 лишь при 

u2 0= , а с l = 1  лишь при u u1 2 0+ = . Следо-
вательно, в этом случае система (1), (2) не 
является полностью управляемой.

В самом деле, система

	







x x x u
x x x u
x x x u

x x u
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1 1 2 2
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,
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с условиями (14) не управляемая, так как  
u x x2 1 22= - - , u x x1 1 23= - -  (из первого и тре-

тьего соотношений системы), тогда 
dx
dt

2 0= ,  и 

x const2 =  не может удовлетворять условиям 
x x2 2

00( ) = , x T x T2 2( ) =  с произвольными x2
0 , 

x T2 .
III�. Пусть  a = 1 , b = 1 . Проверим выпол-

нение условия ( )k1 . Уравнение (3) имеет вид

	

( ) ,
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( ) ,
(

1 2 4
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1 3 2
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1 2 1
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e
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y y

y 11 2 4- =
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Ì
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Ô

Ó
Ô
Ô e u) .y

Любые два уравнения этой системы опре-
деляют единственное решение ( ),y y1 2 , а осталь-
ные соотношения дают связь между ui , 
i = 1 4, .

Уравнение (4) условия ( )k2  – это система

	

y z
y z
y z
y z

1 1 1 2

2 1 1 2

1 2 1 2

2 2 1 2

2 4
3

3 2
2

+ = +
+ = +
+ = +
+ = +
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Ì
Ô
Ô
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u u
u u
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,
,
,

,ÓÓ
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Ô

 

и м е ю щ а я  р е ш е н и е  y z1 1 1 22 4= - + +u u , 
y z2 1 1 23= - + +u u , z z2 1 1 22= + -u u  с произ-
вольным z1  для любых u u1 2, . Условие ( )k2  
выполнено.

Уравнение (5) условия ( )k3  имеет вид

	

( ) ,
( ) ,

( ) ,
(

2 4
3

3 2
2

1 2 1 1

1 2 1 2

1 2 2 1

1

- + + =
+ - + =
- + + =
+
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y y z
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y 11 2 2 2- + =
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Ì
Ô
Ô

Ó
Ô
Ô l u) .y z

При l π 0,  l π 1 эта система имеет решение 

y1
1 2

1 1
=

-
-

-
u

l
u

l
,y2 0= , z1

1 2

1
2
1

= -
-

+
-
-

u
l

l u
l

( )
, 

z2
1 22

1
3
1

= -
-

+
-
-

u
l

l u
l

( )
 с любыми u u1 2

2, ŒR .

При  l = 0,  им е ем :  y y1 2 1 2= - + -u u , 
z y1 2 1 22 2= - - +u u , z y2 2 1 22 3= - +u u  с произ-
вольными y2 1 2, ,u u .

Если l = 1 , то y
z

1
2 2

2 2
= -

u
, y2

1 2

2 2
= -

u u
, 

z
z

1 1
2 23

2 2
= - + +u

u
 с любыми z2 1 2, ,u u .

В силу доказанной теоремы система

	









x x x u
x x x u
x x x u
x x x u

1 1 2 1

2 1 2 1

1 1 2 2

2 1 2 2

2 4
3

3 2
2

= + +
= + +
= + +
= + +

Ï ,
,
,ÌÌ

Ô
Ô

Ó
Ô
Ô

	 (15)

с условиями (14) является полностью управля-
емой.

Методом, разработанным в работе [5], стро-
ится управляющая вектор-функция

Критерий полной управляемости для линейной стационарной дескрипторной системы
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u t x x
T T

t
T T T

t

1 1
0

2
0

2

2 3

2

3
2

7
2

1 3

5 3
5

6

( )

( ( ) )

(

= - - - - +

+ + + + + +

+ -

d a

b d a g a

11 3
2

2 5
15

1 2
2 3

3
2 3

T T T

t
T T

d a g a

g a

- + - +

+ +

( ) )

( ),

		  	
			 
	

u t x x
T T

t
T T T

t

2 1
0

2
0

2

2 3

2

5
2

3
2

1 3

2
4 3

4
6

( )

( ( ) )

= - - - - +

+ - + + + + +

+

d a

b d a g a

(( ( ) )

( ),

1
2

3
2

12

1
2

1
2 3

3
2 3

T T T

t
T T

d a g a

g a

+ - - +

+ - -

где

	�  a = - - +x x x xT T
1
0

2
0

1 2 , b = +x x1
0

2
0 , 

	 g = + + +x x x xT T
1
0

2
0

1 2 ,

	 d = + + +2 21
0

2
0

1 2x x x xT T .

	��������������������������     При этой вектор - функции u t( )  решение 
системы (15), (14) единственно и равно

	

x t x t
T T

t
T T T

t
T

1 1
0

2

2
2 3

3

2
1 3

1
2

3
2

3

1
2

( ) ( )

( ( ) )

(

= + - - +

+ - - - + +

+

b d a

d a g a

22 3

1g a+
T

),
			 

	

x t x t
T T

t
T T T

t

2 2
0

2

2
2 3

3

2
1 3

1
2

3
2

3

1
2

( ) ( )

( ( ) )

(

= + - - - +

+ + + + +

+ -

b d a

d a g a

TT T2 3

1g a- ).
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