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Аннотация. Предлагается новый метод синтеза конечномерного робастного регулятора для 
объекта с распределенным запаздыванием. Для синтеза регулятора применяется метод син-
теза модальных систем управления в частотной области. Конечномерный регулятор получа-
ется с помощью аппроксимации объекта с запаздыванием отрезком ряда Бурмана-Лагран-
жа.
Ключевые слова: конечномерный регулятор, робастный регулятор, объект с распределен-
ным запаздыванием, модальное управление, устойчивость, аппроксимация.

Abstract. A new method is proposed to construct a finite-dimensional robust controller for a 
plant with distributed time-delay. The controller is obtained by using a method to synthesis of 
modal control systems in frequency domain. The finite-dimensional controller makes use of the 
Burman-Lagrange approximation of the time-delay plant.
Keywords: finite-dimensional controller, robust controller, plant with distributed time-delay, 
modal control, stability, approximation.

Введение 
В теории автоматического управления со-

храняется постоянный интерес к системам с 
запаздыванием. Это объясняется тем, что в 
большинстве производственных процессов име-
ются запаздывания, которыми нельзя пренеб-
речь. Основная трудность при анализе и син-
тезе систем с запаздыванием состоит в том, что 
объект с запаздыванием является бесконечно-
мерным.   �

Простейший и достаточно широко распро-
страненный на практике путь решения задач 
синтеза систем автоматического управления 
объектами с запаздыванием связан с изначаль-
ным приближенным представлением объекта 
известными методами «подходящей» моделью 
объекта с сосредоточенными параметрами и 
последующим применением хорошо разработан-
ного аппарата теории управления сосредоточен-
ными системами. К недостаткам такого подхо-
да относятся, прежде всего, возможная потеря 
сущностных физических свойств объекта управ-
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ления, порождаемых пространственной распре-
деленностью параметров, а также ряд проблем 
технического характера, таких, как высокая 
размерность вектора переменных состояния 
сосредоточенной модели, неустойчивость про-
цесса аппроксимации относительно погрешнос-
тей промежуточных вычислений и др.

В данной статье рассматривается частотный 
метод построения робастного конечномерного 
регулятора для устойчивого объекта с распре-
деленным запаздыванием. Данный метод яв-
ляется обобщением на широкий класс объектов 
с распределенным запаздыванием метода син-
теза модальных регуляторов для объектов с 
чистым запаздыванием, предложенного в [1].

1. Постановка задачи
Обозначим через Rn  множество алгебраи-

ческих многочленов степени n  над полем 
действительных чисел, а через Hn  — множес-
тво многочленов Гурвица из Rn .

Рассмотрим следующую задачу. Для задан-
ного объекта управления с распределенным 
запаздыванием
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где A p m( ) ŒH ,  B p l( ) ŒR ,  m l≥ ;  a( )p kŒH ,  
b( )p qŒR ;  требуется найти передаточную фун-
кцию реализуемого регулятора 
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обеспечивающего устойчивость и заданные 
показатели качества переходного процесса 
замкнутой системы управления, структурная 
схема которой представлена на рис. 1.

Рис. 1

Таким образом, для бесконечномерного 
объекта, которым является объект с распреде-
ленным запаздыванием, требуется синтезиро-
вать конечномерный регулятор.

2. Описание метода решения 
задачи 

Для решения поставленной задачи найдем 
конечномерный робастный регулятор с переда-
точной функцией (2). Обозначим 
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По структурной схеме, изображенной на 
рис. 1, находим передаточную функцию за-
мкнутой системы управления 
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Далее рассмотрим наиболее эффективный 
способ конечномерной дробно-рациональной 
аппроксимации бесконечномерных передаточ-
ных функций объектов с запаздыванием, осно-
ванный на рядах Бурмана—Лагранжа. Ряды 
Бурмана—Лагранжа — полезное для прило-
жений обобщение рядов Тейлора. Ряды Бур-
мана—Лагранжа [2, 3] получаются при разло-
жении одной аналитической функции Y( )p  по 
степеням другой аналитической функции 
w p( ) :
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Формула для коэффициентов ряда Бурма-
на—Лагранжа [2, 3] имеет следующий вид: 
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Формула (5) получена при предположении, что 
Y( )p  и w p( )  правильны в некоторой точке a,  
причем w p( )  имеет в точке a  нуль первого 
порядка. Замкнутый контур C,  ограничиваю-
щий некоторую область D,  выбирается так, 
чтобы D  содержала точку a,  обе функции 
были правильны в D D C= »  и чтобы w p( )  
принимала свои значения лишь один раз. От-
метим, что если w a( ) 0π ,  то функцию Y( )p  
можно раскладывать в ряд по степеням фун-
кции w p w p a1( ) = ( ) - .

Выражение для остаточного члена ряда 
Бурмана-Лагранжа имеет вид [3] 
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Следует обратить внимание на следующий 
важный факт. Для сохранения устойчивости 
системы управления с конечномерным регуля-
тором необходимо потребовать, чтобы исходная 
функция e pj( )  и аппроксимирующая дробно-
рациональная функция имели равное число 
полюсов на мнимой оси и в правой полуплос-
кости комплексной плоскости. Так как функ-
ция e pj( )  по условию является аналитической 
на мнимой оси и в правой полуплоскости ком-
плексной плоскости, то аппроксимирующая 
функция не должна иметь полюсов в указанной 
области. Обеспечение этого условия наклады-
вает довольно жесткие ограничения на выбор 
аппроксимирующей функции. Аппроксимация 
с помощью отрезка ряда Бурмана—Лагранжа 
решает данную задачу.

Воспользуемся разложением Бурмана—
Лагранжа для экспоненциальной функции и 
представим отрезок ряда Бурмана—Лагранжа 
в виде дробно-рациональной функции 
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где DN p( )  определяется по формуле (6). С 
учетом этого обозначения формула (3) примет 
вид 
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Очевидно, что исходный объект с распре-
деленным запаздыванием (1) можно рассмат-
ривать как параметрически возмущенный 
объект, т. е. 
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где 
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Таким образом, задача синтеза конечномер-
ного регулятора для объекта с распределенным 
запаздыванием сводится к задаче синтеза ро-
бастного конечномерного регулятора для объ-
екта с сосредоточенными параметрами.

3. Синтез конечномерных 
робастных регуляторов 

Из формулы (8) сразу следует, что харак-
теристический многочлен D pD( )  замкнутой 
системы имеет вид 
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Покажем, что существует такой многочлен 
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что многочлен D pD( )  также будет устойчивым 
при некоторых ограничениях на DN p( ).

В [4, 5] показано, что для произвольного 
заданного характеристического многочлена 
D p n( ) ŒH  замкнутой системы управления с 
передаточной функцией 
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искомые многочлены S p( )  и R p( )  могут быть 
найдены из полиномиального уравнения 
	 B p S p A p R p D p( ) ( ) ( ) ( ) = ( ).+ 	 (11)

Условия разрешимости этого уравнения 
задаются следующей теоремой [4, 5].

Теорема 1  Если многочлены A p m( ) ŒR  и 
B p l( ) ŒR  взаимно простые, то для любого 
полинома D p n( ) ŒR ,  n m l≥ + ,  существует 
единственная пара многочленов S p m( ) 1Œ -R  и 
R p n m( ) Œ -R ,  являющаяся решением полиноми-
ального уравнения (11).

В дальнейшем будем предполагать, что 
взаимно простыми многочленами являются 
A p( ) и B p( ),  а также M p( )  и L p( ).

Далее исследуем вопрос о физической реа-
лизуемости синтезированного модального ре-
гулятора. Имеет место следующая теоре-
ма [4, 5].

Теорема 2  Передаточная функция регу-
лятора (2) всегда реализуема, если выполня-
ется неравенство 
	 n m m l≥ + -max{ 1, }.	 (12)

Для синтеза конечномерного регулятора, 
учитывая что L p( )  и A p( ) — многочлены Гур-
вица, положим 
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Тогда уравнение (11) примет вид 
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Отсюда находим 
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Принимая во внимание формулу (2), полу-
чаем 
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Докажем теперь, что характеристический 
многочлен (10) будет устойчивым при некото-
ром D p( ).  С этой целью воспользуемся крите-
рием Найквиста [6]. Так как замкнутая систе-
ма управления с объектом (9) и регулято-
ром (15) является устойчивой по построению, 
то согласно критерию Найквиста устойчивость 
системы с конечномерным регулятором (15) и 
объектом (1) будет обеспечена, если будет вер-
ным неравенство 
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Нетрудно проверить, что это неравенство мо-
жет быть представлено в следующем виде: 
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Положим 
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Очевидно, что функция (17) полностью удов-
летворяет требованиям, предъявляемым к 
аналитическим функциям w p( )  в разложе-
нии (4).

Учитывая формулы (17) и (7) нетрудно 
получить следующую оценку: 
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Будем предполагать, что функция Rej w( )j  
ограничена для всех w ≥ 0,  т. е. 
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При этих предположениях из неравенства (22) 
следует оценка 
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Тогда справедливо неравенство 
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где 
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В качестве многочлена D p1( )  выберем 
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Очевидно, что неравенство (16) в силу со-
отношений (19), (20) и (21) принимает следую-
щий вид: 
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Отсюда сразу следует, что для всех w ≥ W > 0  
при 

	 n
bN

l

1
0
2 2

2
( )

( )
1≥

+
+

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

+
ln

ln

r w m
w g

	

неравенство (16) выполняется. Здесь [ ]m  — це-
лая часть числа m.

В силу равномерной сходимости ряда Бур-
мана-Лагранжа в круге p £ W  ( W  — радиус 
круга аналитичности функции e pj( ) ) существу-
ет такое N ,  что при заданном l > 0  остаточ-
ный член DN p( )  может быть сколь угодно 
малым при p j= w,  0 £ £w W.

Таким образом, показано, что за счет соот-
ветствующего выбора функции w p( ),  порядка 
аппроксимации N  и многочлена D p1( )  усло-
вие (16) всегда будет выполнено. Тем самым 
будет обеспечена устойчивость системы управ-
ления с конечномерным регулятором и объек-
том с распределенным запаздыванием. Это и 
означает устойчивость возмущенного много-
члена D pD( ).

4. Пример 
Рассмотрим объект управления c распреде-

ленным запаздыванием 

	 W p ep( ) = .
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В формуле (17) положим l = 1.  Тогда 
разложение Бурмана—Лагранжа примет вид 
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Для синтеза конечномерного робастного 
регулятора ограничимся двумя членами раз-
ложения, т. е. N = 1.  Нетрудно проверить, что 
в этом случае 

	 W p
e
p0( ) =

1
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+
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Пусть 

	 D p p1( ) = 2, 8.+ 	
Тогда искомая передаточная функция регуля-
тора определяется формулой 

	 V p
p

p e
( ) =

1
2, 8

.
+

+ -
	 (23)

Амплитудно-фазовые частотные характерис-
тики разомкнутых систем Z j V j W j1 0( ) ( ) ( )w w w=  
(кривая 1) и Z j V j W j2( ) = ( ) ( )w w w  (кривая 2) 
представлены на рис. 2. Очевидно, что годог-
рафы находятся правее критической точки с 
координатами ( 1, 0)- j  Поэтому соответствую-

щие замкнутые системы являются устойчивы-
ми.

Переходный процесс для замкнутой систе-
мы регулирования с конечномерным регулято-
ром (23) и бесконечномерным объектом с 
распределенным запаздыванием (22) представ-
лен на рис. 3.

Заключение
В статье предложен новый частотный метод 

синтеза конечномерного робастного регулятора 
для объекта с распределенным запаздыванием. 
Регулятор строится на основе метода синтеза 

Рис. 2

Рис. 3.
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модальных регуляторов. Конечномерный регу-
лятор получается с помощью дробно-рацио-
нальной аппроксимации объекта с распреде-
ленным запаздыванием. В качестве дробно-
рациональной аппроксимации применяется 
отрезок ряда Бурмана-Лагранжа. Метод может 
быть обобщен на более широкий класс объектов 
с распределенными параметрами.
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