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аннотация. В статье для исследования спектральных свойств оператора Дирака использу-
ется метод подобных операторов. В статье получены результаты об асимптотике спектра 
оператора Дирака и сходимости спектральных разложений. 
Ключевые слова. Спектр оператора, оператор Дирака, асимптотика спектра, спектральные 
разложения, метод подобных операторов. 

Abstract. In this paper the similar operators method is used for spectral analysis of Dirac nonself-
adjoint operator. the asymptotic of Dirac operator spectrum and the spectral factorization 
convergence are obtained. 
Keywords. Operator spectrum, Dirac operator, spectrum asymptotic, spectral distribution, similar 
operators method. 
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Область определения D Ldir( )  определяется 
краевым условий Дирихле: (y y1 2(0) = (0)  и 
y y1 2( ) = ( )p p ),  где y y y W= ( , ) [0, ],1 2 2

1 2Œ ( )p  .
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Соответствующий оператор будут обозна-
чаться через Ldir . Если v = 0  (нулевой потен-
циал), то используется запись Ldir

0 . Оператор 
Ldir

0  будет называться свободным оператором 
Дирака. Он, как правило, при изучении опера-
тора Ldir  будет играть роль невозмущенного 
оператора, а оператор умножения на потенци-
ал v  — возмущения.

Операторы Ldir
0  являются самосопряженны-

ми с дискретным спектром. Легко описываются 
спектры s( )0Ldir  и собственные функции для Ldir

0  
[�]:

s( ) =0Ldir  ; каждое собственное значение 
простое, соответствующая нормированная собст-

венная функция имеет вид s e en n n=
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и ln n= ,  n Œ,  следовательно, соответствую-
щее (одномерное) собственное подпространство 
есть 
 E Span sn n

0 = { }. 
Определение оператора Ldir  и соответству-

ющие обозначения , в основном, согласованы с 
обозначениями в статье П. Джакова, Б. С. Ми-
тягина [�].

В данной статье для исследования спект-
ральных свойств оператора Дирака использу-
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ется метод подобных операторов [2—4]. Суть 
данного метода состоит в преобразовании по-
добия исследуемого (возмущенного) оператора 
в оператор, спектральные свойства которого 
близки к спектральным свойствам невозмущен-
ного оператора (в данном случае свободного 
оператора Ldir

0 ). Тем самым существенно упро-
щается изучение исследуемого оператора Ldir .

Одним из основных результатов статьи 
является теорема 7 и следствие из нее, в кото-
ром установлена спектральность по Данфорду 
оператора Ldir . Отметим также теорему 5, в 
которой получено подобие оператора Ldir  опе-
ратору вида L Bdir

0
0+ , где B0  — оператор Гиль-

берта—Шмидта. Такой результат позволяет 
существенно упростить последующее изучение 
оператора Ldir , в том числе и традиционными 
методами. Кроме того, получены оценки собс-
твенных значений для оператора Ldir  (теоре-
мы 7). Оценки собственных значений важны, 
например, при оценках длин зон неустойчивос-
ти соответствующего оператора Дирака в 
L2

2( , )   (см. [�]).

О МЕТОДЕ ПОДОБНыХ 
ОПЕраТОрОВ

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство, EndX  — банахова алгебра линейных 
ограниченных операторов, действующих в X .

Определение 1. Два линейных оператора 
A D Ai i: ( ) Ã ÆX X ,  i = 1,2,  называются по-
добными, если существует непрерывно обра-
тимый оператор U EndŒ X  такой, что 
UD A D A( ) = ( )2 1  и AUx UA x1 2= ,  x D AŒ ( )2 . 
Оператор U  называется оператором преоб-
разования оператора A1  в A2 . 

Подобные операторы обладают рядом сов-
падающих спектральных свойств. Имеет место 
(непосредственно вытекающая из определе-
ния �)

лемма 1 ([2]). Пусть A D Ai i: ( ) Ã ÆX X ,  
i = 1,2,  — два подобных оператора, и U EndŒ X  
— оператор преобразования оператора A1  в 
оператор A2 . Тогда

1) s s( ) ( )A A1 2= , s sd dA A( ) ( )1 2= , s sc cA A( ) ( ),1 2=
s sr rA A( ) = ( )1 2 , где s( )Ai , sd iA( ) , sc iA( ) , 
sr iA( ) , i = 1,2,  — спектр, дискретный, непре-
рывный и остаточный спектры операторов 
Ai , i = 1,2,  соответственно;

2) если оператор A2  допускает разложение 
A A A2 21 22= ≈ , где A Ak k2 = |X , k = 1,2 , — су-
жение A2  на Xk  относительно прямой суммы 

X X X= 1 2≈  инвариантных относительно A2  
подпространств X X1 2, , то подпространства 
X Xk kU= ( ),  k = 1,2,  инвариантны относи-

тельно оператора A1  и A A A1 11 12= ≈ , где 
A Ak k1 = | ,X  k = 1,2,  относительно разложе-
ния X X X= 1 2

 ≈ . Кроме того, если P  — про-
ектор, осуществляющий разложение 
X X X= 1 2≈  (т.е. X1 = ImP  — образ проек-
тора P , X2 = -Im( )I P ), то проектор P , 
осуществляющий разложение X X X= 1 2

 ≈ ,  
определяется формулой

 P UPU= .1-  (�)
Символом LA( )X  обозначим банахово про-

странство операторов, действующих в X  и 
подчиненных оператору A , т.е. линейный опе-
ратор B D B: ( ) Ã ÆX X  принадлежит LA( )X , 
если D B D A( ) ( )   и конечна величина 
B C Bx C x Ax x D A
A

= > £ +( ) Œ{ }inf : , ( ) ,0  
принимаемая за норму в LA( )X . Поскольку 
D A B D A( ) = ( )-  для любого B AŒL ( )X , то 
обычно считается, что D B D A( ) = ( ) .

Далее будет рассматриваться трансформа-
тор (т.е. линейный оператор в пространстве 
линейных операторов; терминология М. Г. Крей-
на) ad D ad End EndA A: ( ) Ã ÆÆX X  

 ad X AX XA X D adA A= , ( )- Œ  
с областью определения D adA( ) , состоящей из 
операторов X EndŒ X , обладающих свойствами:

�) XD A D A( ) ( );Ã
2) оператор AX XA D A- Æ: ( ) X  допускает 

ограниченное расширение Y  по непрерывности 
на X  (и полагается ad X YA = ).

Важнейшим понятием метода подобных 
операторов является понятие допустимой трой-
ки [2—4].

Определение 2. Пусть U  — линейное 
подпространство из LA( )X  и 
 J End: , :U U UÆ Æ G X  
являются трансформаторами. Тройку ( , , )U J G  
назовем допустимой тройкой для (невозму-
щенного) оператора A , а U  — допустимым 
пространством возмущений, если выполнены 
следующие условия:

�) U  — банахово пространство (со своей 
нормой ◊

*
), непрерывно вложенное в LA( )X  

(т.е. существует постоянная C > 0  такая, что 
X C X

A
£

*
,  для любого X AŒL ( )X );

2) J  и G  — непрерывные трансформаторы, 
причем J  — проектор;
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3) ( ) ( ) ( )GX D A D AÃ . Более того, GX D adAŒ ( ), 
причем 

  ad X A X X A X JX XAG G G= ( ) = .- - " Œ U  (2)
Кроме того, GX EndŒ X  — единственное 

решение уравнения

 ad Y AY YA X JXA = = ,- -  (3)
удовлетворяющее условию JY = 0 ;

4) X YG , ( )GX Y ŒU,  " ŒX Y, ,U  и сущес-
твует постоянная g > 0  такая, что 

 G G G£ { } £g g, max , ( ) ;
* * * *

 X Y X Y X Y  

5) для любого X ŒU  и любого e > 0  
существует число l re Œ ( )A , такое, что 
X A I( ) .- <-l ee

1

Теорема 1 ([2, 4]). Пусть ( , , )U J G  — до-
пустимая для оператора A D A: ( ) Ã ÆX X  
тройка, и B  — некоторый оператор из про-
странства допустимых для A  возмущений 
U . Тогда если выполнено неравенство 

 J B
*

,G < 1
4

 (4)

то оператор A B-  подобен оператору A JX-  , 
где оператор X ŒU  является решением (не-
линейного) уравнения 

 
X B X X JB
X J B X B X
= - -

- + =
G G

G G F
( )( )

( ) ( ) ( ),  (5)

которое можно найти методом простых ите-
раций, полагая X0 = 0 , X B1 = , и т.д. (опера-
тор F : U UÆ  является сжимающим в шаре 
X X B BŒ - £{ }U : 3 ). Преобразование по-

добия оператора A B-  в оператор A JX-   
осуществляет оператор I X End+ ŒG X .

Часто трудно построить пространство до-
пустимых возмущений, содержащее рассмат-
риваемое возмущение. В таком случае осущест-
вляется построение трансформаторов J  и G  
(с помощью равенств (2), (3)) на всем про-
странстве LA( )X  таким образом, чтобы опера-
торы вида A JX- , X AŒL ( ),X  имели неслож-
ную структуру. затем строится пространство 
допустимых возмущений U  такое, что оно 
вместе с сужениями J  и G  на данном про-
странство (они далее обозначаются теми же 
символами) образует допустимую тройку 
( , , )U J G  для A .

Так как возмущение B  может не принадле-
жать U , то делается предварительное преоб-
разование подобия оператора A B-  в оператор 
вида A B-   где B ŒU . Такое преобразование 

возможно в условиях следующего предположе-
ния. 

Предположение 1. Операторы GB JB B, ,  
удовлетворяют следующим условиям:

(a) GB EndŒ X  и GB < 1 ; (b) ( ) ( ) ( )GB D A D AÃ 
( ) ( ) ( )GB D A D AÃ ; (c) B B B JBG G,( ) ŒU ; (d) A B x B Ax Bx JB x( ) ( ) ( ) ,G G- = - 
A B x B Ax Bx JB x( ) ( ) ( ) ,G G- = -  x D AŒ ( ) ; (e) для любо-

го e > 0  существует число l re Œ ( )A , такое, 
что B A I( ) .- <-l ee

1

Теорема 2. При выполнении предположе-
ния � оператор A B-  подобен оператору 
A JB B- - 0,  где B I B B B B JB0

1= ( ) ( ( ) )+ --G G G ,  
причем имеет место равенство 

 ( )( ) = ( )( ),0A B I B I B A JB B- + + - -G G  (6)
где I  — тождественный оператор.

Доказательство. Из условий (a) и (e) пред-
положения � следует (см. [2]) непрерывная 
обратимость оператора U I B= + G  и равенство 
UD A D A( ) = ( ) . равенство (6) следует из усло-
вия (b) и равенства (d). Корректность опреде-
ления оператора B0  следует из условий (b), (c). 
Теорема доказана. 

ПОСТрОЕНИЕ ДОПуСТИМОй 
ТрОйКИ ДлЯ аБСТраКТНыХ 

ОПЕраТОрОВ
Теперь приведенную схему предваритель-

ного преобразования подобия и построения 
допустимой тройки осуществим для таких абс-
трактных операторов, которые по своим свойс-
твам наиболее близки к изучаемому оператору 
Дирака.

Пусть H  — комплексное гильбертово про-
странство и S2( )H  — идеал операторов Гиль-
берта—Шмидта из алгебры EndH . Символом 
X

2
 обозначается норма Гильберта—Шмидта 

оператора X ŒS2( )H , т.е. X XX
2

*= .  

Пусть A A D A= : ( )* Ã ÆH H  — самосопря-
женный оператор с компактной резольвентой 
R A A End(, ) : ( )◊ Ær H , спектр s( )A  которого 
образует последовательность собственных зна-
чений ln , n Œ , вида: 

 ln n n= , . Œ  
Пусть Pn  — проектор рисса, построенный 

по одноточечному множеству { } ( )l sn AÃ  и, 
следовательно, AP P nn n n= ,l Œ . Далее счи-
тается, что операторы P nn , Œ , имеют ранг �, 
следовательно, P x x e en n n=< , > , где en  — ор-
тонормированный базис составленный из соб-
ственных векторов en , т. е. Ae nen n= . Из вида 

Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака...
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проекторов P nn , Œ  следует их ортогональ-
ность. Оператор iA , согласно теореме Стоуна 
[4], будет являться (инфинитезимальным) ге-
нератором группы изометрий T End:  Æ H , 
причем имеет место следующее спектральное 
представление операторов данной группы изо-
метрий: 

 T t x e P x x t
n

int
n( ) = , , .

Œ
Â Œ Œ


  X  

Теперь, следуя приведенной выше схеме, 
приступим к построению трансформаторов 
J A A, : ( ) ( )G L LH HÆ  (роль допустимого про-
странства возмущений U  будет играть все 
пространство LA( )H ).

Для данного будем использовать некоторые 
подходы из [2—4], связанные с гармоническим 
анализом линейных операторов.

Вначале трансформаторы определим на 
алгебре B H H( ) = ( )2S . С данной целью каж-
дому оператору X ŒB H( )  сопоставим перио-
дическую периода 2p  сильно непрерывную 
операторнозначную функцию 
 t T t XT t t  ( ) ( ) : ( ), .- Æ ŒB H   

Она непрерывна в равномерной оператор-
ной топологии.

Тем самым возникло изометрическое пери-
одическое периода 2p  представление: 

 
 

 

T End End
T t T t XT t t X

: ( ),
( ) = ( ) ( ), , ( ).

Æ
- Œ Œ

H

B H  
 (7)

Её генератором является оператор adA  со 
спектром s( ) =ad iA   (см. [2, 3]).

Для функции вида (7) рассмотрим её ряд 
Фурье 

 T t XT t x X xe x t
n

n
int( ) ( ) , , ,- Œ Œ

Œ
Â∼ 


  H  

где коэффициент Фурье Xn ŒB H( )  имеет 
вид 

 X x T t XT t xe dt

x n

n
i nt=

1
2

( ) ( ) ,

, .
0

2
2

p

p
pÚ -

Œ Œ

-

H  

 

ряд 
n

nX
Œ
Â


 назовем рядом Фурье оператора 

X  (относительно группы операторов T ), а 
операторы Xn , n Œ , — коэффициентами 
Фурье данного оператора.

Данный ряд сильно суммируем к X  мето-

дом Чезаро, т.е. 
n k n

n

k

k

n
X x Xx

Æ• -
Â -

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃ =lim ,

=

1  

x ŒH .

Трансформаторы J  и G  на любом опера-
торе X ŒB H( )  определим равенствами 

 ( ) ( ) ( ) , ,JX x X x T t XT t xdt x= = - ŒÚ0
0

21
2p

p

H  (8)

 ( ) =
1
2

( ) ( ) ( )
1

,
0

2

0

GX x f t T t XT t xdt
n
X x

n
n

np

p

Ú Â-
Œ
π

∼


 (9)

где f :  Æ  — периодическая периода 2p  
функция вида f t i t( ) = -( )p , t Œ[0,2 ).p  Так, 

как B H H( ) = ( )2S ,  то X X
n

n2

2

2

2
= < •

Œ
Â


 и, 

следовательно, ряд 
n n

nn
X

Œ π
Â
, 0

1
 является сходя-

щимся в равномерной операторной тополо-
гии.

лемма 2. Трансформаторы J , : ( ) ( )G B H B HÆ 
J , : ( ) ( )G B H B HÆ  ограничены и обладают свойствами:

1) J  — проектор, J = 1,  и он представим 
в виде безусловно сходящегося в сильной опе-
раторной топологии ряда 

 JX P XP X X
n

n n= = , ( );0
Œ
Â Œ


 B H  (�0)

Данный ряд безусловно сходится в равно-
мерной операторной топологии.

2) Имеет место оценка G
2

1£ .
3) GX D adAŒ ( )  для любого X ŒB H( )  и 

ad X A X XA X JXAG G G= =- - .
Доказательство. Докажем �). Очевидно, 

что J £ 1  и JX X=  для любого оператора 
X ŒB H( ) , перестановочного с операторами 
T t( ), t Œ . Чтобы доказать представление (�0) 
для J , рассмотрим операторную матрицу ( )Xij , 
составленная из операторных блоков 
X PXPij i j= ,  i j, Œ . Так, как размерность 
образа ImPk  каждого ортопроектора Pk , k Œ , 
равна �, т.е. P x x e ek k k= , , k Œ,  где ( )ek , 
k Œ,  — ортонормированный базис в H , то 

 
X x PXP x XP x e e

Xe e x e e x x e e i j
ij i j j i i

j i j i ij j i

= = =

= = Œ

( ) ,

, , ( ) , , , , 
 

где ( )xij  — числовая матрица оператора X  
относительно базиса ( )ek , k Œ .

При следующих оценках будут использовать-

ся равенства X PXP
i j

i j2

2

2

2
=

Œ
Â
,

,


 X X
n

n2

2

2

2
=

Œ
Â


.

В силу выше изложенного для доказатель-
ства представления (�0) достаточно доказать, 
что J P XP P XPk m km k m( ) = d ,  где dkm  — символ 
Кронекера. Действительно,

А. В. Дербушев



65ВЕСТНИК ВГУ. СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа. 20�0. № 2

 
J P XP x T t P XP T t xdt

e P XP xe

k m k m

ikt
k m

imt

( ) ( ) ( )= - =

=

Ú

Ú -

1
2

1
2

0

2

0

2

p

p

p

p

ddt P XP m kkm k m= Œd , , . 

 

заметим что, из [2, 4] следует, что каждый 
из операторов Xn  допускает представление в 
виде безусловно сильно сходящегося ряда (см. 
выше изложенное доказательство для n = 0 ) 

 X PXP nn
i j n
i j

i j= , .
=

,
-

Œ

Â Œ


  

Такие операторы являются собственными 
векторами трансформатора adA , причем 
ad X inXA n n== , n Œ.

Докажем 2).
Так, как B H H( ) = ( )2S ,  то ряд в (9) схо-

дится абсолютно и из (9) следует оценка 

GX X X
n

n2

2 2

2

2

2

2
1 1£ £

Œ
Â( ) .


Докажем 3). Как отмечалось, каждый ко-
эффициент Фурье Xn , n Œ , оператора 
X EndŒ H  принадлежит D adA( )  и, в частнос-
ти, X D A D Ak ( ) ( )Ã . Тогда средние Чезаро 

S
k

n
Xn

k n

n

k= 1
=-
Â -

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃ ,  n ≥ 1,  также обладают 

свойством S D A D An ( ) ( )Ã  и сильно сходятся к 
оператору X . Последовательность операторов 

GS
k

k

n
Xn

k n
k

n

k=
1

1
=

0
-

π

Â -
Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃ ,  n ≥ 1,  будет являться 

средними Чезаро для оператора GX , и, следо-
вательно, также будет сильно сходится к опера-
тору GX . Поскольку ad S S X S JXA n n nG = - = -0 ,  
n ≥ 1 , то из замкнутости оператора adA  в силь-
ной операторной топологии пространства 
EndH  с л е д у е т ,  ч т о  GX D adAŒ ( )  и 
ad X X JXAG = - . Лемма доказана. 

Продолжения трансформаторов J  и G  на 
пространство LA( )H , обозначаемые теми же 
символами, осуществляется следующим обра-
зом. Пусть l r0 ( )Œ A . Положим 

 JX J X A I A I X End= - - Œ-( ( ) )( ), ,l l0
1

0 H  (��)

 G GX X A I A I X End= - - Œ-( ( ) )( ), .l l0
1

0 H  (�2)
Такое определение корректно, т.е. на зави-

сит от выбора числа l0  из r( )A . Если оператор 
GX AŒL ( )H ,  JX AŒL ( )H  допускает ограничен-
ное расширение на все H , то его будем обоз-
начать тем же символом. Если x D AŒ ( ) , то из 
(��) и (�2) следует, что операторы JX  и GX  

на векторе x  определяются равенствами (8) и 
(9) соответственно.

Теперь в качестве пространства допусти-
мых возмущений для оператора A  будет вы-
ступать идеал операторов Гильберта—Шмидта 
S2( )H  и некоторые его подпространства, ко-
торые будут строиться по рассматриваемому 
возмущению B ŒS2( )H  оператора A .

рассмотрим последовательность операторов 

( )BPn , n Œ . Тогда B BP
n

n2

2

2

2
=

Œ
Â


. Сущест-

вует (см., например, лемму 48 из [�]) последо-
в а т е л ьно с т ь  п ол ожит ельных  чи с е л 
( ) = ( ( ))a an n B , n Œ , со свойствами: �)

( ) = ( )a an n-  2) lim
| |n nÆ•

=a 0 ; 3) 
n

n

n

BP

Œ
Â •


2

2
<

a
; 

4) an £ 1 , n Œ . В качестве такой последова-
тельности можно взять 

 an
k n

kB BP= .
2

1

| |
2

2

1
2-

≥
Â

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
 (�3)

По данной последовательности построим само-
сопряженный положительно определенный 
оператор f A P

n
n n( ) =

Œ
Â


a , являющийся функцией 

f  от оператора A  для f A: ( ) ( , )s Æ = •+ 0 , 

 f nn n( ) , .l a= Œ  (�4)

Отметим, что f A
n n( ) = 1max .

Œ
£


a

Введем в рассмотрение банахово простран-
ство операторов U( )f  из S2( )H , представимых 
в виде X Xf A= ( ) ,  где X ŒS2( )H  и с нормой 
X X

* 2
=  . ясно, что X X

2 *
£  для любого 

X fŒU( ) .  П о с к о л ь к у  B Bf A= ( ) ,  г д е 




B BP
n n

n=
1

( )2
Œ
Â Œ

a
S H ,  то и рассматриваемое 

возмущение принадлежит U( )f .
Непосредственно из определения трансфор-

маторов J End, ( )2G Œ S H  следует, что подпро-
странство U( )f  из S2( )H  является для них 
инвариантным, причем 

 
J Xf A J X f A

Xf A X f A X
( ( )) = ( ) ( ),

( ( )) = ( ) ( ), ( ).2

 

  G G  ŒS H
 

рассмотрим последовательности трансфор-
маторов ( )Jm , ( )Gm , m Œ +∪ {0} = , прина-
длежащие End fU( )  и определенные равенства-
ми: 

Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака...
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J X P XP P XP

J X P XP P XP

m m m
k m

k k

m m m m

= + =

= - +
≥ +
Â( ) ( )

| |

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,
1  (�5)

 G Gm m mX X P XP= -( ),( ) ( )  (�6)

где P Pm
k m

k( )
| |

=
£
Â  и X fŒU( ) . Отметим, что 

J J0 =  и G G0 = .
Наряду с последовательностью ( )an  рас-

смотрим последовательность ( ) = ( ( )) a an n B ,  
определенную равенствами 

  a a
a a

n n i n
j n

i jB
i j

n+ + ≥ +
£

-

-
≥1 1 1

( ) = = , 0.max  (�7)

ясно, что lim .
n nÆ•
a = 0

лемма 3. Для всех m Œ +  и любого опе-
ратора X ŒS2( )H  имеет место оценка 

 
max G Gm m

m
m

Xf A f A X

X

( ( )) , ( ( ) )

2
.

2 2

1
1

2

{ } £

£ +
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃+
+p a

a  (�8)

Доказательство. Пусть Q I Pm m( ) ( )= - , 
m Œ + . Тогда f AQ m m( ) ( ) 1£ +a , m ≥ 0 , а из 
формулы (�6) и из свойства 2) Леммы 2 полу-
чаем

 

G

G G

G

m

m m m

m m

Xf A

Xf AQ Q Xf A P

X Q X

( ( ))

( ( ) ) ( ( ) )

(
( ) ( ) ( )

( )

2

2

1 2

=

= + £

£ ++a ff A Pm( ) ) .( ) 2

 

Оператор G( ( ) )( ) ( )Q Xf A Pm m  представим в 
виде

 
G G

G
( ( ) ) ( ( ) ) ,

( ( ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

Q Xf A P Q f A XP T
T Q Xf A f A X
m m m m m

m m

= +
= - )) ).( )Pm

 

Из такого представления получаем оценку 

 

G( ( ) )

max
| |

|

( ) ( )Q Xf A P X T

X
i

m m m m

m i m
j m

i j

2 1 2 2

1 2 1

£ + £

£ +
-

-

+

+ ≥ +
£

a

a
a a

jj
X

Xm m

|

( ) .

2

1 1 2

=

= ++ +a a

 

При данном использовалась операторная 
матрица оператора Tm ŒS2( )H , которая имеет 
вид 

 

PT P
f f

PXP

i j
PXP i m

i m j
j i

i j
i j

j i
i j

=
-

-
=

=
-

-

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ≥ +

( ) ( )

( ), ,

l l

l l
a a

1 jj m£ ,
 

причем PT Pi m j = 0 , если i m£ , либо если 
j m≥ + 1 .

аналогичным образом той же величиной 
оценивается норма Гильберта—Шмидта опе-
ратора Gm f A X( ( ) ) , и, следовательно, верна 
оценка (�8). Лемма доказана. 

лемма 4. Для любого m ≥ 0  тройка 
( ( ), , )U f Jm mG  является допустимой для опе-
ратора A , причем Jm = 1  и постоянная 
g g= m  из определения 2 допускает оценку 

 g a am m m£ ++ +2 .1 1
  (�9)

Доказательство. Очевидно, что Jm = 1 . 
Подлежащее проверке свойство 4) из определе-
ния 2 следует из леммы 3. Если X Xf A f= Œ ( ) ( ),U  
то Gm m mXf A X X( ( ) =

2 2 *
 £ g g ,  т.е. Gm m£ g .  

Пусть Y Yf A= ( ) . Тогда X Y Zf AmG = ( ),  где 
Z X Yf Am= ( ( )) ( )2

 G ŒS H . Из леммы 3 получа-
ем

 
X Y Z X Yf A

X Y X Y
m m

m m

G G
* 2 2

2 2 * *

= = ( ( ))

= .

 

 
£

£ g g
 

а н а л о г и ч н о  п о л у ч а е т с я  о ц е н к а 
( )

* * *
Gm mX Y X Y£ g . Выполнение всех ос-

тальных свойств из определения 2 следует из 
доказанного и леммы 2. Лемма доказана. 

Теорема 3. Оператор A B- , где B ŒS2( )H
, подобен оператору вида 

 
A P XP P XP

A J X A B

m m
k m

k k

m

- - =

= - = -
≥ +
Â( ) ( )

| |

,

 


1

0

 (20)

для любого числа m Œ =+ ∪{ }0 , для кото-
рого верна оценка 

 w a
a p

( ( )
( )

2
) <

4
.1

1

*m
mB
B
B+

++


 (2�)

Оператор  X X f A= ( )0 , где X0 2( ))ŒS H , 
— решение уравнения (5), в котором G G= m , 
J Jm= . Его можно найти методом последова-
тельных приближений. Преобразование подо-
бия оператора A B-  в оператор A B- 0  осу-
ществляет оператор I Xm+ G  .

Доказательство. Из полученных оценок 
(�9) и равенства Jm = 1  следует, что выпол-
нено условие (4) теоремы �, из которой следу-
ет утверждение данной теоремы. Теорема до-
казана. 

Замечание 1. Будем считать выполнен-
ным условие (�9). Из теоремы 3 и леммы � 
следует, что оператор A B A J Xm- -0 =   вида 
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(20) перестановочен со всеми проекторами Pm( ) , 
Pk , k m≥ + 1 . Следовательно, подпространс-
тва H( ) ( )Imm mP= , Hk kP= Im , k m≥ + 1 , яв-
ляются инвариантными для оператора A B- 0 . 
Из подобия операторов A B- , A B- 0  следует 
равенство s s( ) = ( )0A B A B- - . Оператор 
A B- 0  имеет (как и оператор A B- ) компак-
тную резольвенту. Следовательно, если 
l s0 0( )Œ -A B , то существует собственный 
вектор x D A0 ( )Œ  такой, что ( ) =0 0 0 0A B x x- l . 
Следовательно, из вида оператора B0  следуют 
равенства 

 
A P x P x

A P x P x k m
m m m

k k k

( ) ( ) ( ) ,

, ,
0 0 0

0 0 0 1

=
= ≥ +

l
l

 (22)

где Am( )  — сужение оператора A B- 0  на 
H( ) ( )Imm mP= , Ak  — сужение оператора A B- 0  
н а  Hk ,  k m≥ + 1 .  В в и д у  т о г о ,  ч т о 
I P Pm

k m
k= ( )

| | 1

+
≥ +
Â  (система проекторов Pk , 

k m≥ + 1 , Pm( ) , образует разложение едини-
цы), то из (22) следует, что хотя бы один из 
векторов P xk 0 , k m≥ + 1 , P xm( ) 0 , ненулевой. 
Следовательно, l0  — собственное значение 
соответствующего оператора из семейства опе-
раторов Ak , k m≥ + 1 , Am( ) . Очевидно обрат-
ное включение 

 s s s s( ) ( ) ( ) ( ).( )A A A B A Bm
k m

k∪ ∪
≥ +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ã - = -
1

0  

Следовательно, имеет место равенства 

s s s s( ) ( ) ( ) ( ) .( )A B A B A Am
k m

k- = - =
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃≥ +

0
1

∪ ∪  (23)

Из представления операторов Ak , k m≥ + 1  
в виде 

 A kI P X k mk k k= ( ) | , 1- ≥ + H  

и принадлежности оператора X  идеалу S2( )H  
следует, что lim

| |k k kP XP
Æ•

= 0 , таким образом 
получим 

 
dist A k

k P XP k
k

Ak
k k

( ( ),{ })

inf , .
( )

s
l

l s

=
= - £ Æ Æ •

Œ


2
0  

Следовательно, из (23) следует
лемма 5. Пусть выполнено условие (21) 

теоремы 3. Тогда существует n m0 1≥ + , 
n0 Œ + , такое, что спектр оператора A B-  
представим в виде объединения 

s s s s s( ) ( ) ( )( )
| | | |

A B A An
k n

k
k n

k- =
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃≥ + ≥ +0

0 01
0

1
∪ ∪ ∪ ∪  (24)

взаимно непересекающихся множеств s 0 , sk , 
k n≥ +0 1 , где s 0  конечное множество и 

| | 1

2

0

({ }, ) <
k n

kdist k
≥ +
Â •s .

Замечание 2. Пусть выполнено условие 
(2�) теоремы 3. Из подобия операторов A B- , 
A B- 0  и равенства (�) получаем, что верны 
следующие представления возмущенных про-
екторов

  P U P U P U PU k mm m k k( ) , , ,= = ≥ +- -1 1 1  (25)

где Pm( )  — проектор на подпространство 
U m

-1
( )H , Pk  — проектор на подпространство 

U k
-1H , и U I Xm= + G  .
Представление (23) спектра оператора 

A B-  и представление проекторов (25) позво-
ляют получать различные спектральные свойс-
тва оператора A B-  и, в частности, получать 
оценки его собственных значений и соответс-
твующих проекторов.

Определение 3. Пусть A D A: ( ) Ã ÆH H  
— линейный оператор, спектр которого пред-
ставим в виде объединения

 s s( ) = , { , }A
k

k
Œ

Œ
J

J∪    (26)

взаимно непересекающихся компактных мно-
жеств sk , k ŒJ . Пусть Pk  — проектор рисса, 
построенный по множеству sk . Оператор A  
называется спектральным относительно раз-
ложения (26) (или обобщенным спектральным) 
если ряд 

k
kP x

Œ
Â
J

 безусловно сходится для лю-

бого вектора x ŒH .
Если s lk k= { } , k ŒJ , одноточечные мно-

жества, и проекторы Pk , k ŒJ  обладают свой-
ством AP Pk k k= l  для всех k ŒJ , исключая 
конечное число, то спектральный относительно 
разложения (26) оператор A  является спект-
ральным (по Данфорду; см. [5]) оператором, 
причем A  — спектральный оператор скаляр-
ного типа, если AP Pk k k= l , k ŒJ .

Теперь из сделанных замечаний 2, 3, теоре-
мы 3 и леммы 5 следует

Теорема 4. Существует число n0 Œ +  
такое, что спектр оператора A B- , где 
B ŒS2( )H , представим в виде (24). Оператор 
A B-  спектрален относительно разложения 
(24), причем он спектрален по Данфорду, если 
dimHk = 1 , k Œ .

ОСНОВНыЕ рЕЗулЬТаТы
Применяя метод подобных операторов для 

исследования спектральных свойств оператора 

Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака...
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Ldir , свободный оператор Ldir
0  будем считать 

невозмущенным оператором. Он будет обозна-
чаться также символом A . Таким образом, 
L A Bdir = - , где B  — оператор умножения на 
потенциал v .

Всюду в дальнейшем H = ([0, ], )2
2L p   и оно 

будет отождествляться с гильбертовым про-
странством L2,

2( , )p    периодических периода 
p  функций, определенных на  , для которых 

конечна величина 
0 1

2

2

2
1 2

( ( ) ( ) )
p

Ú +Ê
Ë

ˆ
¯ =x t x t dt x

/

. 

В L2,p  определена группа S t( ) , t Œ , опера-
торов сдвигов функций, т.е. ( ( ) )( ) = ( )S t x s x s t+ , 
s t, Œ , x LŒ 2,p . Функции P  и Q  также будем 
рассматривать как элементы пространства 
L2, ( , )p   .

Символом Pn  обозначим проектор рисса на 
собственное подпространство En

0  (см. § �), от-
в е ч а ю щ е е  с о б с т в е н н о м у  з н а ч е н и ю 
l sn dirn L= ( )0Œ . Проекторы рисса Pn ,Œ  ор-
тогональны [6] Глава XV. th2.�, Глава XVI. 
th5.�] и представим в виде

 P x x s s nn n n= , , .Œ  (27)

Группа изометрий Tdir  будет иметь вид 

( )( )

( ) ( )
,

( ) ( )
,

,

T x s
x s t x t s x s t x s t

s t

dir =

=
- + - - - + +Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
Œ

1 2 1 2

2 2
,,

 (28)

где x x x L= ( , )1 2 2,Œ p .
Для доказательства представления (28) 

достаточно заметить, что T t s e sdir n
int
n( ) = , 

n Œ .
Теперь, пользуясь формулами (8), (9), (28), 

выпишем представление операторов JB , GB . 
Имеют место следующие равенства.

 
(( ) )( ) ( , ) ( ) ,

( , ), [ , ],,

JB x s s x d

x L s

dir=

Œ Œ

Ú
1
8

0
0

4

2
2

p
t t t

p

p

p

K

   
 (29)

 
(( ) )( ) ( , ) ( ) ,

( , ), [ , ],,

GB x s s x d

x L s

dir=

Œ Œ

Ú
1
8

0
0

4

2
2

p
t t t

p

p

p



 

K

 
 (30)

где

Kdir s

s s

s s
( , )t

t t

t t
=

-Ê
ËÁ
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L
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( , )Kdir s

f
s s

f
s

t

t t t
2 2 2
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f
s s

f
s s
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ËÁ

ˆ
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Из приведенной формулы (30) следует (пу-
тем перемножения функций), что оператор 
B BG  являются интегральными соответственно 
с ядром ¢Kdir  вида 

¢

-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- -Ê
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ˆ
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ˆ
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Ë
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s
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ËÁ

ˆ
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Ê
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Q s
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2 2
( )

2
F F

ËË

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

. 
 
 
  (3�)

Ввиду принадлежности функций P , Q  и 
F  пространству L2, ( , )p   , непрерывности 

функций 
0

4 2

2
,

p t tÚ
± ±Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

F s
d  и ограниченности 

функции f , из приведенных формул (28)—(3�) 
следует, что рассматриваемые интегральные 
операторы являются операторами Гильбер-
та—Шмидта (элементами пространства S2( )H , 
где H = 2,L p ), в силу выполнения условий 

a

b

a

b

dir t s dtdsÚ Ú ¢ < •K ( , )
2

 и 
a

b

a

b

dir t s dtdsÚ Ú < •K ( , )
2

, 

для интегральных операторов с ядром 
K t s t s a b a b( , ), , [ , ] [ , ]Œ ¥  [7]. Таким образом, верна

лемма 6. Операторы JB B,G , B BG , 
( )GB JB  являются операторами Гильберта—
Шмидта. 

Пусть k Œ + , введем в рассмотрение опера-
торы (см. формулы (�5), (�6), где используются 
проекторы, определенные равенством (27)) 

 J B JB J P BP P BPk k k k k= ( ) ,( ) ( ) ( ) ( )- +  (32)

 G G Gk k kB B P BP= ( ).( ) ( )-  (33)

ясно, что J B JB0 = , G G0 =B B . Из опре-
деления трансформаторов J  и GB  (из формул 
(8), (9),(�0)) получаем следующие представле-
ния операторов J Bk  и GkB  вида 

 
J B JB P JBP P BP

B B P BP
k k k k k

k k k

= ,
= ( ),

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

- +
-G G G

 (34)

из которых и из леммы 6 следует, что 
J B Bk k, ( )2G ŒS H  для всех k ≥ 0 . Кроме того, 
из (34) следует, что (см. [�2]) 

А. В. Дербушев
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lim lim ( )

lim

| | | | ( ) ( )

| |
max{ }

k k k k k

k
i j k

B B P B P
Æ• Æ•

Æ•
≥

= - =

=

G G G
2

2

2

2

++
Â =

1
2

2
0P B Pi m j( ) .G

 (35)

лемма 7. Существует k0 Œ +  такое, что 
операторы B , J Bk , GkB , k k≥ 0 , удовлетво-
ряют условиям предположения 1, где 
U S= ( )2 H .

Доказательство. Из леммы 6 следует, что 
JB B End, = ( )2G Œ ÃS H H  и, таким образом, из 
р а в е н с т в а  ( 3 4 )  п о л у ч а е м ,  ч т о 
J B Bk k, = ( )2G ŒU S H  для всех k Œ + . Исполь-
зуя (35) приходим к выводу, что выполнены 
условия a)  и c)  предположения �, причем 
условие a) для k k≥ 0  при некотором k0 Œ + .

Установим свойства (b) и (d) для операто-
ров GkB , J Bk , k Œ + . Для l r0 ( )Œ A  рассмот-
рим последовательность ( )Bk  операторов из 
S2( )H  вида

 
B A B R A
AP B R A k
k k

k

= =
= ≥

( )

( )

( ) ( , )
( ) ( , ), .

G
G

l
l

0

0 0 
 

Из полученных формул (9), (34) следует, 
что матрица оператора Bk  при m nπ , m k£ , 
n Œ , имеет вид

 

b
b

mn
k

m
mn

m n n

m n n

m n n

( )

( )( )
(( ) ( ) )

( )(

=
- -

=

=
- + - +

-

l
l l l l

l l l l l
l l l

0

0 0

--
=

= - + - +
+ - -

- -

-

l
l l l l
l l l l l

0

0
1 1

0
1

0

)
( ) ( )

( ) ( )

b

b b
b

mn

mn n mn m n

mn m n n
--1,

 

где ( )bmn  — матрица оператора B . Если m n=  
или если m k≥ + 1 , то bmn

k( ) = 0 . Из только что 
приведенного представления матрицы опера-
тора Bk  получаем, что его матрица совпадает 
с матрицей оператора P B JB A I P B P B R A P Tk k k k( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( , ) ,- - + + =-l l l0

1
0 0 0G G 

P B JB A I P B P B R A P Tk k k k( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( , ) ,- - + + =-l l l0
1

0 0 0G G  где T B JB R A B B R A0 0 0 0 2= - + + Œ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).l l lG G S H 
T B JB R A B B R A0 0 0 0 2= - + + Œ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).l l lG G S H  

Следовательно, B P Tk k= ( ) 0 , k ≥ 0 . Поскольку 
lim ,
k kP T T

Æ•
-( ) 0 0 2

= 0  то последовательность Bk  

сходится (при k Æ • ) к T0  в равномерной 
операторной топологии. Следовательно, ввиду 
замкнутости оператора A , из вида оператора 
Bk  вытекает, что Im(( ) ( , )) ( )GB R A D Al0 Ã  и 
имеет место равенство 

 A BR A T( ( , )) .G l0 0=  (36)
Если x D AŒ ( ) , то вектор x  представим в 

виде x R A y= ( , )0l  для некоторых y ŒH  и, 

следовательно, доказано свойство ( ) ( )GB x D AŒ  
для любого x D AŒ ( ) . Далее, из (36) получа-
ем 

 
A B x B JB x B A I x

B x B JB x B Ax
x D A

( ) = ( ) ( )( )
( ) = ( ) ( ) ,

( )

0

0

G G
G G

- + - +
+ - +

Œ

l
l

..
 (37)

Таким образом, свойство (b) установлено 
для операторов B B JB, ,G .

Теперь непосредственно из определения 
операторов Gk kB J B k, , 0≥ , и доказанного сле-
дует, что ( ) = ( ( )) ( )( )G G Gk kB x B P BP k x D A- Œ  
для любого x D AŒ ( ) , т.е. доказано свойство 
(b) для операторов GkB k, 0≥ .

Кроме того, из (37) следует, что 

 

A B x A Bx AP B P
A Bx P A B P B JB x

k k k

k k

( ) ( )
( ) ( )

(

( ) ( )

( ) ( )

G G G
G G

G

= - =
= - = - +

+ BB Ax P B JB P x
P B AP x B J B x

B Ax x

k k

k k k

k

) ( )
( ) ( )

( ) ,

( ) ( )

( ) ( )

- - -
- = - +

+
G

G  ŒŒD A( ).

 

Таким образом, доказаны свойства (b) и (d) 
из предположения �. Установим свойство (e) 
для k k≥ 0 . Докажем, что UD A D A( ) = ( ) для 
U I Bk= + G . Включение UD A D A( ) ( )Ã  следу-
ет из условия (b) предположения �. Доказывая 
обратное включение, рассмотрим число e > 0
, удовлетворяющее неравенству GkB + e < 1 . 
П у с т ь  ч и с л о  l re Œ ( )A  т а к о в о ,  ч т о 
( )( ) <1

2
B J B A Ik- - -l ee . Из свойства предпо-

ложения � следует равенство

 
T A I B A I

B J B A I B
k

k k

e e e

e

l l
l

= - - =
= - - +

-

-

( )( )( )

( )( ) .

G
G

1

1
 

Поскольку T Bke e
2 2

1£ + <G , то 

 U B U
j

j
k

j

n n
-

=

•

Æ•
= - =Â1

0

1( ) ( ) lim ,G  

где U Bn
j

n
j

k
j= -

=
Â

0

1( ) ( )G . Тогда, снова используя 
свойства предположения �, получаем: 

 
lim( ) ( ) lim(

( ) ) (
n n n

n n

A I U A I I T

T T I T
Æ•

-

Æ•
- - - +

+ - º + - = +

l le e e

e e e

1

2 1 )) .-1
 

Из замкнутости оператора A  следует, что 
U x D A- Œ1 ( ) для любого вектора x  из D A( ) . 
Итак, UD A D A( ) = ( ) . Лемма доказана. 

Теорема 2. Если число k Œ +  таково, 
что 

 GkB 2
1< ,  (38)

Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака...
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(т.е. оператор I Bk+ G  обратим), то оператор 
L A Bdir = - , где A Ldir= 0 , B  — оператор ум-
ножения на v , подобен оператору 

  L L Bdir dir= ,0 -  
где 

 B J B I B B B B J Bk k k k k= ( ) ( ( ) ),1+ + --G G G  
причем имеет место равенство 

 ( )( ) = ( )( ).A B I B I B A Bk k- + + -G G   (39)

Операторы J Bk , GkB , B BkG , ( )( )Gk kB J B , 
B  являются операторами Гильберта—Шмид-

та из S2 2,( )L p , оператор B


 из (39) представим 
в виде 

 B JB B B B JB C L= ( ) ( ),2 2,+ - + ŒG G S p  (40)
где оператор C  принадлежит идеалу S1 2,( )L p  
ядерных операторов, определенных на L2,p .

Доказательство. Все утверждения теоремы 
непосредственно следуют из лемм 6, 7 и теоре-
мы 2. Оператор C  из (40) имеет вид 

 C I B B B B B J B Ck k k k k= ( ) ( )( ( ) ) ,1
1- + - +-G G G G  

где оператор C B B B B B J B B JB J B JBk k k k1 = ( ) ( )G G G G- - + + - 
C B B B B B J B B JB J B JBk k k k1 = ( ) ( )G G G G- - + + -  имеет конечный ранг и 

следовательно принадлежит S1 2,( )L p .
Из данного представления следует, что 

оператор C , являясь суммой оператора конеч-
ного ранга и произведения двух операторов 
Гильберта—Шмидта, принадлежит идеалу 
S1 2,( )L p  (см. [7]). Теорема доказана. 

Полученный в теореме 5 результат позво-
ляет свести изучение оператора L A Bdir = -  к 
изучению оператора A B-  , где оператор B , 
определенный формулой (40), есть оператор 
Гильберта—Шмидта. Следовательно, для даль-
нейшего исследования применима теорема 3.

Замечание 3. Для оператора B  умноже-
ния на потенциал v  верны равенства 

 J B J B kk k k(( ) ) = 0, .G  Œ +  (4�)
Они следуют из определения трансформаторов 
Jk , Gk , k ≥ 0  (см. формулы (8), (9), (�5), (�6), 
(32) , (33))  и из равенств P B Pi j( ) = 0G , 
P JB JB P P JB Pj j j j( ) = ( ) = ( ) , j π 0 , также выте-
кающих из формул (8), (9). равенства (4�) 
позволяют пользоваться уравнениями 
вида (5). 

В следующей теореме последовательности 
( ( ))an B  и ( ( )) an B  определены формулами (�3) 
и (�7) соответственно для оператора B LŒS2 2,( )p
, а функция f A: ( )s Æ   построена с помощью 
формулы (�4) по последовательности ( ( ))an B .

Теорема 6. Пусть число k Œ +  таково, 
что GkB 2

1< . Тогда для любого числа m Œ +  
удовлетворяющего условию 

 4
2

2 11
1a

a
m

mB
B

+
++

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
<( )

( )
,  
 (42)

оператор L A Bdir = -  подобен оператору 
вида 

 
A B A P XP

PXP A J X
m m

j m
j j m

- = - -
- = -

≥ +
Â

0

1

( ) ( )

| |

.



   (43)

Оператор  X X f A= ( )0 , где X L0 2 2,( )ŒS p , 
есть решение уравнения (5), в котором 
G G= m , J Jm=  и B B=  . Оператор I Xm+ G   
обратим и преобразование подобия оператора 
A B-  в оператор A B- 0  осуществляет опе-
ратор вида 

 U I B I X I Vkm k m km= + + = +( )( ) ,G G   (44)
где V Lkm ŒS2 2,( )p . Кроме того, оператор 
B J Xm0 =   представим в виде 

B J B J B B T JB J B B Tm m0 0 1= ( ) = ( ) ,+ + + +G G  (45)
где T0 , T1  — ядерные операторы из S1 2,( )L p , 
причем J T Tm j j= , j = 0,1 . 

Доказательство. Существование числа 
k Œ + , для которого GkB 2

< 1 , следует из 
леммы 7. Следовательно, оператор I Bk+ G  
обратим. Из теоремы 5 следует, что оператор 
L A Bdir = -  подобен оператору вида A B-  , где 
оператор B  определен равенством (40). Пос-
кольку B LŒS2 2,( )p , то к оператору A B-   
применима теорема 3, из которой следует по-
добие данного оператора (и, следовательно, 
оператора A B- ) оператору вида (43), где 
оператор  X X f A= ( )0 , X L0 2 2,( )ŒS p  — решение 
уравнения (5). Применяя к обоим частям дан-
ного уравнения трансформатор Jm , и используя 
замечание 4, получаем, что 

 

B J X J B X J B
J B J B B J B X B

m m m m

m m m m m

0 = = + =
= + + - =

=

   

     
( )

( ) ( ( ))
G

G G
JJ B J B B K

J B J B B T JB J B B T
m m

m m

  + + =
= + + = + +

( )
( ) ( ) ,

G
G G0 1

 

где K T T L, , ( )0 1 1 2,ŒS p . ясно, что J T Tm j j= , 
j = 0,1 . При получении данных равенств ис-
пользовались следующие свойства: произведе-
ние двух операторов Гильберта—Шмидта яв-
ляется ядерным оператором, а операторы 
J X JXm - , G GmX X- , X ŒS2( )H , m ≥ 0 , яв-
ляются операторами конечного ранга.
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ясно, что оператор преобразования опера-
тора L A Bdir = -  в оператор A B- 0  совпадает 
с оператором Ukm  вида (44). Поскольку 
G Gk mB X L, ( )2 2,

 ŒS p , оператор Vkm  из (44) при-
надлежит S2 2,( )L p . Теорема доказана. 

Доказанная теорема 6 позволяет установить 
асимптотику собственных значений оператора 
Ldir . а именно, из равенства s s( ) = ( )0L A Bdir - , 
представления (45) для оператора B0  (здесь и 
далее используются обозначения теоремы 6), а 
также из замечания 2 будет следовать, что 
спектр оператора Ldir  представим в виде (см. 
равенства (23)) 

 s s s s( ) ( ) ( ) ( ) ,( )
| |

L A B A Adir m
j m

j= - = Ê
ËÁ

ˆ
¯̃≥ +

0
1

∪ ∪  (46)

где Am( )  — сужение оператора A B- 0  на под-
пространство H( ) ( )Imm mP= , где P Pm

j m
j( )

| |

=
£
Â ,  

Aj  — сужение оператора A B- 0  на подпро-
странство Hj jP= Im , j m≥ + 1 . Из представ-
ления (46) следует (ввиду конечномерности 
подпространства H( )m ), что множество 
s s( ) =( )A mm ( )  конечно. Подпространства Hj , 
j m≥ + 1  одномерны. Из формулы (45), опре-

деляющий оператор B0  и равенств J T Tm j j= , 
j = 0,1 , отмеченных в теореме 6, следует, что 
подпространства Hj jP= Im , j m≥≥ + 1 , ин-
вариантны относительно A B- 0 . Таким обра-
зом, операторы Am( ) , Aj , j m≥ + 1 , корректно 
определены.

Для дальнейшего очень важными являются 
вычисления собственных значений операторов 
Bj , j m≥ + 1 , которые являются сужениями 
оператора JB J B B+ ( )G  на ImPj . Таким образом, 
A jI B Tj j j j= ,1- -  где T T Pj j1 1= | Im , j Œ .

Для данного используем их матричное 
представление в базисе из ImPj . При вычис-
лениях будут использоваться ряды Фурье 
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функций P Q L, ( )2,Œ p  .
рассмотри представление матрицы ( )bnj , 

n j, Œ , оператора B  относительно ортонор-
мированного базиса sn , n Œ , в L2, ( )p  . Име-
ют место следующие равенства
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где P t P t e it( ) = ( ) - ,  Q t Q t eit( ) = ( ) ,  t Œ[0, ]p ,  и pj , 
qj , j Œ  — коэффициенты Фурье функций 
  P Q L, ( )2,Œ p  по ортонормированному базису 
e t intn( ) = 2exp , n Œ .

Далее полагается 
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Следовательно, матричные элементы опе-
ратора B  представимы в виде 

 b n jnj n j= , , ,q + Œ    (47)
т.е. матрица оператора B  является ганкеле-
вой.

Далее для вычисления собственных значе-
ний оператора Ldir  рассмотрим диагональные 
элементы dn , n Œ , матрицы оператора 
B B LG ŒS2 2,( )p . Они представимы в виде 

 d
j n j

nn
j
j n

n j n j

j
j n

j n=
-

= Œ
Œ
π

+ +

Œ
π

+Â Â
 


q q q 2

2

, .  (48)

Теперь из представления (45) оператора B0  
и леммы � (см. также Теоремы 23.2 из [2]) по-
лучаем (при выполнении условий (38) и (42) на 
выбор чисел k  и m ), что верно представле-
ние 

 s s s( ) = ,( )
| | 1

Ldir m
n m

n∪ ∪
≥ +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (49)

где s( )m  — конечное множество (с числом точек 
не превосходящим 2 1m + ), а множества sn , 
n m≥ + 1 , одноточечны и состоят только из 
собственных значений оператора Ldir , s ln n= { } , 
n m≥ + 1 , причем имеет место свойство 

 
| | 1
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n m
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Â •b  (50)

где  
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Из полученного представления следует 
Теорема 7. Существует число m Œ +  

такое, что спектр оператора Ldir  представим 
в виде (49), где s( )m  — конечное множество, 
а множества sn , n m≥ + 1 , определяется 

равенством  


l q
q

bn n
j
j

j n
nn

j
= 2

0

2
2

- - +
Œ
π

+Â .

Поскольку оператор A B-  подобен спект-
ральному по Данфорду оператору A J Xm-  (см. 

Метод подобных операторов в спектральном анализе несамосопряженного оператора Дирака...
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Теорема 6), то оператор A B-  также спектра-
лен, следовательно, имеет место 

Следствие 1. Существует число m Œ +  
такое, что оператор Ldir  спектрален по Дан-
форду относительно разложения (49).

Локализационные оценки теоремы 7 явля-
ются новыми. ранее не было установлено, что 
lim
| |

0
n n nÆ•

- =l l  для собственных значений ln , 

n Œ , оператора Ldir .
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