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аннотация. рассмотрена задача существования и единственности почти периодических 
решений для дифференциальных уравнений с негладкой, удовлетворяющей условию Липши-
ца почти периодической правой частью. Найдены условия, при которых принцип усреднения 
Боголюбова-Крылова для уравнений такого типа остается верным.
Ключевые слова. Принцип усреднения, почти периодические решения, функция Грина, 
обобщенный якобиан Кларка.

Abstract. the aim of this paper is to study the existence and behavior of almost periodic solutions 
of differential equations with nonsmooth Lipshitz continuous nonlinearity. We give sufficient 
conditions for the existence and uniqueness of such solutions. Moreover, we prove that under these 
conditions the averaging theorem of Krylov-Bogolyubov holds true even without smoothness 
requirement.
Key words. averaging method, almost periodic solutions, Green function, Clarke’s generalized 
Jacobian. 

ВВЕДЕНИЕ
 В настоящее время в различных областях 

техники и физики много внимания уделяется 
вопросам нелинейных колебаний в системах, 
описываемых обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями. При этом одним из наиболее 
эффективных методов исследования дифферен-
циальных уравнений с возмущенной правой 
частью является принцип усреднения, который 
был обоснован в классических работах Н. Н. 
Боголюбова [�] и Н. М. Крылова [2]. Особый 
интерес представляет задача о существовании 
почти периодических решений дифференциаль-
ных уравнения с малым параметром и почти 
периодической правой частью. Данной тематике 
посвящено много работ (см., например, [�], [3], 
[4], [5], [6]). Но во всех известных формулировках 
принципа усреднения для таких уравнений при-
сутствует одно достаточно ограничительное 
условие — гладкость правой части.   �

В настоящей работе вышеупомянутый при-
нцип обоснован для дифференциальных урав-
нений с негладкой почти периодической правой 
частью, удовлетворяющей условию Липшица. 
В отличие от рассматриваемого в классических 
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работах случая, где требования накладывают-
ся в том числе и на дифференциал правой 
части уравнения, в данной статье условия на-
кладываются лишь на обобщенный дифферен-
циал Кларка правой части, который, как из-
вестно, всегда существует для липшицевых 
функций. Для доказательства существования 
и единственности почти периодического реше-
ния применяется обобщенный принцип сжима-
ющих отображений, изложенный в статье а. И. 
Перова [7]. Доказательство непрерывности 
решений по параметру базируется на свойстве 
почти периодичности правой части дифферен-
циального уравнения.

Статья организована следующим образом. 
В первой части приводятся основные обозна-
чения, понятия и факты, необходимые для 
дальнейшего изложения. Во второй части ста-
тьи дается формулировка основного результа-
та — Теорема 5. В третьей части излагается 
доказательство Теоремы 5.

1. ИСПОлЬЗуЕМыЕ 
ОБОЗНачЕНИЯ, ПОНЯТИЯ 

И ФаКТы
В статье приняты следующие обозначения: 

Q qij i j
n= [ ] , =1  — квадратная матрица размера 
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n n¥ ; I  — единичная матрица; вектор-строка 
и вектор-столбец с координатами q qn1, ,…  за-
писываются соответственно ( , , )1q qn…  и 
col q qn( , , )1 … . Через sprQ  обозначен спектраль-
ный радиус матрицы Q . Для n -мерных век-
торов x  и y  пишем x y£  (соответственно, 
x y< ), если x yi i£  (соответственно, x yi i< ) 
при всех i n= 1, ,… . Матрицу Q , обладающую 
свойством q i j nij ≥ 0( , = 1, , )… , будем называть 
неотрицательной и писать Q ≥ 0 . Через coA  
обозначается выпуклая оболочка множества 
A nÃ  . Пусть R  — метрическое пространс-
тво. Через B x r( , ) Ã R  обозначен замкнутый 
шар с центром в точке x  радиуса r . 

Определение 1. (почти периодичность по 
Г. Бору) [8, с. 9]. Пусть R  — метрическое 
пространство с метрикой r[ , ]x y . Непрерывную 
функцию x t( ) ( < < )-• •t  со значениями в R  
называют почти периодической, если каждому 
h > 0  соответствует такое l l= ( ) > 0h , что в 
любом промежутке [ , ( )]0 0t t l+ h  найдется по 
крайней мере одно число t * , при котором 

 r h[ ( ), ( )] < ( < < ).*x t x t t t+ -• •  (�)
Определение 2. [8, с. �3]. Пусть E  — ба-

нахово пространство. Непрерывную функцию 
f E:  ¥ Æ R  называют равномерно почти 
периодической, если каждому h > 0  и каждому 
r > 0  соответствует такое l l r= ( , ) > 0h , что в 
любом промежутке [ , ( , )]0 0t t l r+ h  найдется по 
крайней мере одно t * , при котором 

r h[ ( , ), ( , )] , .*f t x f t t x t x r+ < -• < < • <( )  (2)
Замечание 1. [8, с. �3]. В случае, когда 

E n= =R  , равномерная почти периодич-
ность равносильна тому, что f t x( , )  почти пе-
риодична по t  при каждом фиксированном x  
и равномерно непрерывна по x  на каждом 
шаре x r< . В частности, почти периодичес-
кая по t  функция f t x( , )  равномерно почти 
периодична, если она удовлетворяет условию 
Липшица по переменной x . 

Теорема 1. [9, с. 379]. Пусть f n n:   ¥ Æ  
почти периодическая по первой переменной 
функция. Тогда для любого x nŒ  существу-
ет конечное среднее значение:

 M f x
T
f s x ds

T

T

( , ) =
1

( , ) .
0

lim
Æ• Ú  (3)

Определение 3. [7]. Множество X  назы-
вается обобщенным метрическим пространс-
твом, если каждой паре точек x y X, Œ  постав-
л ен  в  с оотв ет с твие  в ектор - с толб ец 

r r r[ , ] = ( [ , ], , [ , ])1x y col x y x yn…  из вещественно-
го n -мерного пространства n , причем выпол-
нены следующие условия:

�. r[ , ] 0x y ≥ ,
2. r[ , ] = 0 =x y x y¤ ,
3. r r[ , ] = [ , ]x y y x ,
4. r r r[ , ] [ , ] [ , ]x y x z z y£ +  (обобщенное нера-

венство треугольника).
При выполнении вышеуказанных требова-

ний векторная функция r : X X n¥ Æ   назы-
вается обобщенной метрикой. При n = 1  полу-
чается обычное метрическое пространство. 
аналогично случаю стандартного метрическо-
го пространства в обобщенном метрическом 
пространстве могут быть введены понятия 
сходимости и полноты.

Дадим определение пространства почти 
периодических функций. Обозначим через 
C n( )  пространство непрерывных и ограни-
ченных на ( , )-• •  функций со значениями в 
вещественном n -мерном пространстве n . 
Через Cm n( )  обозначается множество функ-
ций f C nŒ ( ) , для которых ¢ Œf f Cm n, , ) ( )( )…  . 
Подпространство пространства C n( ) , состо-
ящее из почти периодических функций, назы-
вается пространством почти периодических 
функций и обозначается через B n( ) . анало-
гично через Bm n( )  обозначается подпро-
странство пространства Cm n( ) , состоящее из 
почти периодических функций f , у которых 

¢ Œf f Bm n, , ( )( )…  .
П у с т ь  x t col x t x tn( ) = ( ( ), , ( ))1 … , 

y col y t y tn= ( ( ), , ( ))1 … , т.е. x y C n, ( )Œ  . Под 
векторной нормой будем понимать норму 

 x col x x
C n C n C, 1= , , ,

( ) ( ) 
…( )   (4)

где x x t i ni C t
i( )

sup
 

…= | ( ) | ( = 1, , ).
Œ

 Определим 

норму (соответственно, векторную норму) в 
пространстве почти периодических функций 
B( )  (соответственно, B n( ) ) с помощью ра-
венства x x

B C( ) ( ) 
=  (соответственно, 

x x
B n C n, ,

= ). заметим, что пространство поч-
ти периодических функций B( )  является 
банаховым относительно введенной нормы. 
Следовательно, пространство B n( )  полно 
относительно нормы x

B n,
.

Определение 4. Пусть x  — функция из 
Cm( ) , A t i mi( ) ( = 1, , ) …  — квадратные мат-
рицы порядка n  с почти периодическими 
элементами. рассмотрим дифференциальное 
выражение: 
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53ВЕСТНИК ВГУ. СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа. 20�0. № 2

 Lx
d x
dt

A t
d x
dt

A t x
m

m

m

m m= + + º +
-

-1

1

1
( ) ( ) .  (5)

Дифференциальное выражение (5) определя-
ет дифференциальный оператор L  (почти пери-
одический оператор), который можно рассмат-
ривать в различных пространствах функций. 

Определение 5. [8, с. �5]. Оператор L  
называется регулярным, если уравнение 
 Lx f t= ( )  (6)
имеет единственное решение x Cm nŒ ( )  при 
любой правой части f C nŒ ( ) , причем 
x Bm nŒ ( ) , если f B nŒ ( ) .

Определение 6. [8, с. 36]. Пусть почти 
периодический оператор (5) регулярен. Функ-
цией Грина оператора (5) называется матрица-
функция G t s t s( , ) ( < , < ) -• • , обладающая 
следующими свойствами.

�. При t sπ  справедливо тождество: 

 
∂

∂
+ ∂

∂
+ º +

+ ∫

-

-

m

m

m

m

m

G t s
t

A t
G t s
t

A t G t s

( , )
( )

( , )

( ) ( , ) .
1

1

1

0
 (7)

2. Матрицы-функции 

 G t s
G t s
t

G t s
t

m

m
( , ),

( , )
, ,

( , )
  

∂
∂

º ∂
∂

-

-

2

2
 (8)

непрерывны по совокупности переменных 

t s, ( , )Œ -• • , производная 
∂

∂

-

-

m

m

G t s
t

1

1

( , )
 непрерыв-

на по совокупности переменных при t sπ  и 

 
∂ +

∂
- ∂ -

∂
=

-

-

-

-

m

m

m

m

G t t
t

G t t
t

I
1

1

1

1

0 0( , ) ( , )
.  (9)

3. Справедливы оценки: 

    G t s
G t s
t

G t s
t

Pe

t s s

m

m
t s( , ) ,

( , )
, ,

( , )1

1
| |∂

∂
∂

∂
£

-• < < • π

-

-
- -… g

( , ),  3345 P, .g > 0
 (�0)

Пусть функция f n n:  Æ  локально лип-
шицева. Через Wf  обозначим множество точек, 
в которых f  не дифференцируема. Если в 
точке y nŒ  функция f  дифференцируема, 
то через Jf y( )  будем обозначать матрицу со-
ответствующего якобиана.

Определение 7. [�0, с. 69]. Пусть 
f n n:  Æ  локально липшицева. Обобщенный 
якобиан Кларка ∂f x( )  функции f  в точке x  
определяется следующим образом: 

 
∂ = Ã{

æ Æææ œ }
Æ•

Æ•

f x Jf x x

x x x
k k k

n

k k k f

( ) co lim ( ) : { } ,

, .



W
 (��)

Теорема 2. [�0, с. 7�]. Пусть f n n:  Æ  
— локально липшицево отображение. Тогда 
f x f x f x x x x( ) ( ) ([ , ])( )1 2 1 2 1 2- Œ ∂ -co . здесь через 
[ , ]1 2x x  обозначен отрезок, соединяющий точки 
x1  и x2 .

Зам еч а ни е  2 .  П у с т ь  функция 
F n n: (0,1) ¥ ¥ Æ    липшицева по третьей 
переменной. В статье через ∂F y( , , )e t  обозна-
чен обобщенный якобиан Кларка по перемен-
ной y  при фиксированных e  и t .

Элемент i -й строки и j -го столбца матри-

цы ∂F y( , , )e t  обозначен через 
∂

∂
F y
y

i

j

( , , )e t
.

Пусть U = { ( , , ) (0,1), ( , ), }∂ Œ Œ -• • ŒF y y ne t e t: . 
U = { ( , , ) (0,1), ( , ), }∂ Œ Œ -• • ŒF y y ne t e t: .  Обозначим: 

m
F y
y

M
F y
y

i n

M

ii
i

i

ii
i

i

ij

=
∂

∂

=
∂

∂
= º

inf
( , , )

,

sup
( , , )

( , , );

|

U

U

e t

e t
 1

|| sup
( , , )

( , , , ; ).=
∂

∂
= º π

U

F y
y

i j n i ji

j

e t
 1

 (�2)

Определение 8 [7]. Пусть X  — обобщенное 
метрическое пространство. Говорят, что отоб-
ражение F X X: Æ  есть обобщенное сжима-
ющее отображение, если выполнено условие: 
 r r[ , ] [ , ], ( , ),Fx Fy Q x y x y X£ Œ  (�3)
где Q qij i j

n= [ ] , =1  — некоторая вещественная квад-
ратная неотрицательная n n¥  матрица, спект-
ральный радиус которой меньше единицы, т.е. 
 Q Q≥ <0 1, spr .  (�4)

Теорема 3 (обобщенный принцип сжима-
ющих отображений) [7]. Пусть F  обобщенное 
сжимающее отображение полного обобщенного 
метрического пространства X  в себя. Тогда 
оно имеет единственную неподвижную точку 
x * , т.е. уравнение x Fx=  имеет единственное 
решение.

Пусть Q qij i j
n= [ ] , =1  — квадратная матрица. 

Введем сокращенные обозначения для опреде-
лителей, составленных из элементов данной 
матрицы: 

 Q
i i i
k k k

q q q

q q q
p

p

i k i k i kp

i k i k i kp1 2

1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2
º
º

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ =

º

º

   

qq q qipk ipk ipkp1 2
º

.  (�5)

Принцип усреднения в задаче о почти периодических решениях обыкновенных дифференциальных...
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Определение 9 [��, с. �4]. Определитель 
матрицы (�5) называется минором p -го поряд-
ка матрицы Q , если 1 < < <1 2£ £i i i np…  и 
1 < < <1 2£ £k k k np… .

Миноры 

 Q
i i i
k k k

p

p

1 2

1 2

,
…

…

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜  (�6)

у которых i k i k i kp p1 1 2 2= , = , , =… , называют-
ся главными.

Теорема 4 (Мецлер) [�2, с. 335, упр. �]. 
Пусть V vij i j

n= [ ] , =1  — неотрицательная матрица. 
Необходимым и достаточным условием того, 
чтобы все собственные числа матрицы V  ле-
жали внутри единичного круга, т.е. sprV < 1 , 
является положительность всех главных мино-
ров матрицы I V- .

лемма 1 (Котелянский) [��, с. 369]. Если 
в вещественной матрице G gij i j

n= [ ] , =1  все неди-
агональные элементы отрицательны или равны 
нулю gij £ 0  ( ; , = 1, , )i j i j nπ … , а последова-
тельные главные миноры положительны, т.е. 

 

g G

G G
n
n

11 =
1
1

> 0,

1 2
1 2

> 0, ,
1 2
1 2

> 0,

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜…

…

…

 (�7)

то все главные миноры матрицы G  положи-
тельны.

Замечание 3 [7]. Из теоремы Мецлера и 
леммы Котелянского вытекает, что спектраль-
ный радиус неотрицательной матрицы 
V vij i j

n= [ ] , =1  меньше единицы тогда и только 
тогда, когда выполнены неравенства 

 

1 > 0,
1

1
> 0, ,

1
1

11
11 12

21 22

11 12 1

21 22 2

-
- -
- -

- - -
- - -

v
v v
v v

v v v
v v v

n

…

…

… nn

n n nnv v v
   

…- - -1 2 1

> 0.

 (�8)

Замечание 4. Как показано в [�3], в случае, 
когда матрица V  имеет вид G-1M , где G  — 
диагональная матрица с положительными 
компонентами, а M  — квадратная матрица с 
неотрицательными компонентами, условие (�8) 
эквивалентно тому, что собственные значения 
- +G M  лежат в левой полуплоскости. 

2. ПОСТаНОВКа ЗаДачИ 
И ФОрМулИрОВКа ТЕОрЕМы
рассмотрим задачу о почти периодических 

решениях обыкновенного дифференциального 
уравнения следующего типа: 
 ¢x t f t x( ) = ( , ).e  (�9)

Предполагается, что правая часть системы 
(�9) f n n:   ¥ Æ  непрерывна по совокуп-
ности переменных, является почти периодичес-
кой по t  при каждом фиксированном x nŒ  
и липшицевой по x  при каждом фиксирован-
ном t Œ . Пусть x nŒ . Обозначим: 

 F x
T
f t x dt

T

T
0

0

( ) =
1

( , ) .lim
Æ• Ú  (20)

Наряду с уравнением (�9) рассмотрим урав-
нение: 

 
dx
dt

F x= ( ).0e  (2�)

Положим t e= t , y x( ) =t t
e

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

, тогда урав-

нения (�9) и (2�) примут вид: 

 
dy
d

f y
t

t
e

= , ,
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (22)

 
dy
d

F y
t

= 0( ). (23)

Пусть e tŒ Œ -• • Œ(0,1), ( , ),y n . Поло-
жим:

 
F y f y

F y F y

( , , ) , ,

( , ) ( ).

e t t
e

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=0 0

 (24)

В новых обозначениях получим: 
 ¢ =y F y( , , ),e t  (25)

 ¢ =y F y( , ).0  (26)

Предположим, что правая часть уравнения 
(25) удовлетворяет следующему условию:

i )  m M Mii ii ij, ,| |  к он ечны при  в с ех 
i j n, = 1, ,… , причем Mii π 0 .

Определим вспомогательную матрицу Q  
следующим образом:

A) Если все M i nii, = 1, , ,…  одного знака, 
то положим:

А. Н. Гудович, М. И. Каменский, Е. В. Хроликова 



55ВЕСТНИК ВГУ. СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа. 20�0. № 2

A1) 
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m
M

M
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M
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n

n
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| | | |
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Á
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˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
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 (27)

для случая Mii > 0 ;
A2) 

 Q

M
m

M
m

M
m

M
m

M
m

M
m

M
m

n

n

n

=

º

º

11

11
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1

11

21
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2
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1

| | | |

| | | |

| |
   

nnn

n
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M
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M
m
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Á
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Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

 (28)

для случая Mii < 0 .
B) Если среди Mii  встречаются числа раз-

ных знаков, то без ограничения общности 
можно считать, что существует p Œ , 
1 1£ £ -p n , такое, что Mii > 0  при i p= 1, ,…  
и Mii < 0  при i p n= 1, ,+ … . В самом деле, в 
противном случае достаточно лишь поменять 
порядок следования соответствующих компо-
нент вектор-функций F  и y  в уравнении (25). 
В этом случае положим 

Q

m
M

M

M

M

M

M

M

M

M

m

M

M

p p n

p

pp

pp

pp

pp
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11

1 1

11

1
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1
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1 1

1
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M
M

m

M

m

M

m

M
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p

p p

p p

p p

p p

p p

p n

º -

º º+

+ +

+

+ +

+ +

+ +

+

mm

M

m

M

m

M

m
M
m

p p

n

nn
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nn
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nn

nn

nn

+ +

+º º

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á
Á
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1 1
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ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜
˜

. (29)

Теорема 5. Пусть выполнено условие i) и 
пусть все последовательные главные миноры 
соответствующей матрицы Q  положительны. 
Тогда для любого e > 0  уравнение (22) (или, 
что то же самое, (25)) имеет единственное поч-
ти периодическое решение y e t( ) , причем 

y y
B n

e t( ) 0*

,
- Æ  при e Æ 0 , где y*  — стаци-

онарное решение усредненной задачи (23) (или, 
что то же самое, (26)). 

3. ДОКаЗаТЕлЬСТВО ТЕОрЕМы 5
Доказательство будет проводиться для об-

щего случая B). Напомним, что здесь Mii > 0  
при i p= 1, ,…  и Mii < 0  при i p n= 1, ,+ … . 
Для случая а) рассуждения аналогичны. До-
казательство проведем в два этапа. Сначала, 
опираясь на обобщенный принцип сжимающих 
отображений (см. Теорему 3), докажем сущес-
твование и единственность соответствующего 
почти периодического решения уравнения (25). 
На втором этапе покажем сходимость к стаци-
онарному решению задачи.

I. зафиксируем e > 0 . Пусть G G= [ ] , =1ij i j
n  

— диагональная матрица следующего вида:

 
при
при

,   = 1, , ;
=

,   = 1, , .
ii

ii
ii

M i p
m i p n

Ï-ÔG Ì- +ÔÓ

…

…
 (30)

Прибавляя к левой и правой части уравне-
ния (25) Gy( )t , получим следующее эквивален-
тное уравнение: 
 ¢ + +y y F y yG G( ) = ( , , ) ( ).t e t t  (3�)

заметим, что решение полученного неодно-
родного уравнения (3�) с помощью функции 
Грина G sG( , )t , соответствующей дифференци-
альному оператору ¢ +y yG ( )t , можно записать 
следующим образом (см., например, [8, 
с. 37]): 

 y G s F s y s y s ds( ) = ( , )[ ( , , ( )) ( )] .t t e
-•

+•

Ú +G G  (32)

рассмотрим оператор H B Bn n: ( ) ( ) Æ , 
определенный следующим образом: 

 Hy G s F s y s y s ds( ) ( , )[ ( , , ( )) ( )] .t t e= +
-•

+•

Ú G G  

Покажем, что H  — обобщенное сжимающее 
отображение относительно обобщенной метри-
ки r[ , ] =

,
x y x y

B n
- . рассмотрим разность: 

 

Hy Hy

G s F s y s

F s y s y

1 2

1

2

( ) ( ) =

= ( , )[ ( , , ( ))

( , , ( )) (

t t

t e

e

-

-

- +
-•

+•

Ú G

G 11 2( ) ( ))] .s y s ds-

 (33)

заметим, что из Теоремы 2 вытекает сле-
дующее: 

 
F s y s F s y s
F s y s y s y s y
( , , ( )) ( , , ( ))

co ( , ,[ ( ), ( )])( ( )

e e
e

1 2

1 2 1

- Œ
Œ ∂ - 22( )),s
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т.е. 

 
F s y s F s y s
Z s s y s y s

( , , ( )) ( , , ( ))

( , , ( ))( ( ) ( )),

e e
e x

1 2

1 2

- =
= -

 (34)

где 

 
x

e x e x
( ) [ ( ), ( )],

( , , ( )) : [ ( , , ( ))] ,

(

,

s y s y s
Z s s z s s

z

ij i j
n

ij

Œ
= =

1 2

1

ee x
e

, , ( ))
( , ,[ ( ), ( )])

.s s co
F s y s y s

y
i

j

Œ
∂

∂

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂

1 2

 

заметим также, что функция Грина диф-

ференциального оператора Ly
dy
d

y= ( )
t

t+ G  с 

диагональной матрицей G  записывается сле-
дующим образом (см. [8, с. 43—44]):

�) если Gii < 0 , тогда 

 

G s
s

e s

s

e

ii s
iid

Mii s

G G( , ) =
0,

, <

=
0,

, <
( )

t
t

t

t

t

t
z

t

≥

-

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

=

≥

-

- Ú

-

 

 

 ss,

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

 (35)

2) если Gii > 0 , тогда 

G s e s
s

e
s

s
sii

s
iid mii

G

G

( , ) ,
,

( )
,

, .
t t

t

t
t
t

t
z

= ≥
<

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

=
-

≥
<

Ï
Ì

- Ú

  

0 0
ÔÔ

ÓÔ
 (36)

В общем случае функция Грина представ-
ляет собой диагональную матрицу следующего 
вида:

Г1) если t ≥ s , то диагональные элементы 
G s
iiG ( , )t  матрицы G sG( , )t  равны 0  при 

i p= 1, ,…  и e
mii s( )t -

 при i p n= 1, ,+ … ;
Г2) если t < s , то G s e

ii

Mii s

G ( , ) =
( )

t
t

-
-

 и 
G s
iiG ( , ) = 0t  при i p= 1, ,…  и i p n= 1, ,+ … , 

соответственно.
Учитывая равенство (34), выражение, сто-

ящее в правой части равенства (33), можно 
переписать следующим образом: 

Hy Hy

G s Z s s y s y s ds

1 2

1 2

( ) ( )

( , )( ( , , ( )) )( ( ) ( )) .

t t

t e x

- =

= + -
-•

•

Ú G G
 (37)

После перемножения матриц G sG( , )t  и 
Z s s( , , ( ))e x + G  и применения полученного 
результата к вектору y s y s1 2( ) ( )-  интеграл 
в правой части выражения (37) можно 
з а п и с а т ь  в  в и д е  в е к т о р - с т о л б ц а 
w w w wn( ) = ( ( ), ( ), , ( ))1 2t t t t… , где

�) при i p= 1, ,…  

 

w e

z s s y s y s

i

Mii s

j
j i

n

ij j j

( )

( , , ( ))( ( ) ( ))

( )
t

e x

t

t
= - ¥

¥ -

+•
-

=
π

Ú

Â
1

1 2ÈÈ

Î

Í
Í

+

+ - - ˘̊( ( , , ( )) )( ( ) ( )) ;z s s M y s y s dsii ii i ie x 1 2

 (38)

2) при i p n= 1, ,+ …  

 

w e

z s s y s y s

i

mii s

j
j i

n

ij j j

( )

( , , ( ))( ( ) ( ))

( )
t

e x

t
t

= ¥

¥ -
È

-•

-

=
π

Ú

Â
1

1 2

ÎÎ

Í
Í

+

+ - - ˘̊( ( , , ( )) )( ( ) ( )) .z s s m y s y s dsii ii i ie x 1 2

 (39)

Таким образом, из соотношений (37), (38), 
(39) следует, что 

 Hy Hy col w wn
1 2

1( ) ( ) ( ( ), , ( ))t t t t- = º  (40)
и 

 
Hy Hy

col w w
B n

C n C

1 2

1

- =

= º( )
,

( ) ( )
, , .

 

 (4�)

Оценим w i ni C ( )
, = 1, ,


… . Из (38), (39) 

следует, что
�) при i p= 1, ,…  

w e z s y y ds

e

i
j
j i

n
Mii s

ij j j C

M

( ) ( , , )
( )

( )
t e x

t

t

t

£ - +

+

=
π

+•
-

+•

Â Ú

Ú

1

1 2



iii s

ii ii i i C
z s M y y ds

( )

( )
( , , ) .

t
e x

-
- -1 2



 (42)

Теперь заметим, что т.к. 

 Z s s F s y s y s( , , ( )) co ( , ,[ ( ) ( )])e x eŒ ∂ -1 2 , 
то 

 z s s a s sij
u

h s

u ij
u( , , ( )) ( , , ( ))

( )

e x l e x=
=

Â
1

, 

г д е  a s s
F s y s y s

yij
u i

j

( , , ( ))
( , ,[ ( ) ( )])

e x
e

Œ
∂ -

∂

1 2

 и 

u

h s

u
=

Â =
1

1
( )

.l  Из определения m M Mii ii ij, ,  (см. (�2)) 

следует, что: 

 z s Mij ij( , , ) ,e x £  (43)

 z s M M mii ii ii ii( , , ) .e x - £ -  (44)

Поэтому 
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w
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M
y y

M m
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y y
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ii ii
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i i C
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.
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π

Â
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 (45)

2) Для i p n= 1, ,+ …  получим: 

  

w e z s y y ds

e

i
j
j i

n
mii s

ij j j C

m

( ) ( , , )
( )

( )
t e x

t
t

t

£ - +

+

=
π
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iii s

ii ii i i C
z s m y y ds

( )

( )
( , , ) .

t
e x

-
- -1 2



 (46)

Из (�2) следует оценка 

 z s m M mii ii ii ii( , , ) .e x - £ -  (47)
Тогда соотношение (46) можно переписать 

следующим образом: 

 

w
M

m
y y

M m
m

y y

i
j
j i

n
ij

ii
j j C

ii ii

ii
i i C

( )

.

( )

( )

t £
-

- +

+
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-
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=
π

Â
1
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 (48)

Из неравенств (29), (45) и (48) следует: 

Hy Hy I Q col

y y y y y y
B n

C C n n C

1 2

1
1

1
2

2
1

2
2 1 2

- £ - ¥

¥ - - º -
,

( ) ( ) ( )

( )

, , ,
  (( ).  (49)

Обозначим 
 I Q V- = .  (50)

Тогда Hy Hy V y y
B n B n

1 2

,

1 2

,
- £ - .

заметим, что так как Mii > 0  при i p= 1, ,…  
и mii < 0  при i p n= 1, ,+ … , то все элементы 
матрицы V  положительны. Так как I V Q- = , 
а матрица Q  удовлетворяет условию Леммы 
�, то все главные миноры матрицы I V-  по-
ложительны. Тогда из Теоремы 4 следует, что 
sprV < 1 . Следовательно, H  — обобщенное 
сжимающее отображение. Применяя Теорему 
3, получаем, что H  имеет единственную непод-
вижную точку y B ne Œ ( ) , т.е. уравнение (25) 
имеет единственное решение при любом фик-
сированном e > 0 .

II. Теперь покажем, что y y
B n

e - Æ*

,
0  при 

e Æ 0 .
Выпишем общий вид решений (25) 

y G s F s y s y s ds Hye e e et t e t( ) ( , )[ ( , , ( )) ( )] ( ).= =
-•

•

Ú G G  (5�)

Так как y*  — стационарное решение усред-
ненной задачи (26) и F y(0, ) = 0* , то y*  удов-
летворяет следующему стационарному уравне-
нию: 

 y G s y ds* *= ( , ) .
-•

•

Ú G Gt  (52)

рассмотрим разность решений (5�) и (52): 

  
y y col y y y y

Hy Hy G
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 (53)

р а с с м о т р и м  в е к т о р - с т о л б е ц 
col y y y yn n(| ( ) |, ,| ( ) |)1 1

* *e et t- -…  и выпишем для 
него покомпонентную оценку, учитывая соот-
ношение (49) и общий вид функции Грина Г1), 
Г2): 
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 (54)

Оценим второе слагаемое в соотношении 
(54). Для удобства оценку i -ых компонент 
проведем отдельно для каждого случая: 
1 £ £i p  и p i n+ £ £1 . зафиксируем h > 0 .

Так как F s y f
s
yi i( , , ) = ,* *e

e
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

, а функции 

fi  почти периодичны, то существует константа 
c > 0  такая, что F s y ci( , , )*e £  при любых 
s Œ , e > 0 , i n= 1, ,… .

Пусть 1 £ £i p . Тогда 
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t

t
t

t

e

e
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Ú
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£ +

+
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e F s y ds
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 (55)
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где значение Tt t>  выбрано из условия 

 e
M
c

Mii T ii( )
.

t t h
-

<
2

 (56)

Оценим второе слагаемое в правой части 
неравенства (55):

 T
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tt h)
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2

 (57)

Далее, оценим первое слагаемое правой 
части неравенства (55): 

 I e F s y ds
T
Mii s

i:= Ú
-

t

t
t

e
( ) *( , , ) .  (58)

разобьем отрезок [ , ]t tT  на N  равных час-

тей с шагом D =
T
N

t t-
 и рассмотрим интеграл 

(58) на этом разбиении. Число N  выбирается 

таким образом, чтобы 1
4

- £
-

-
e

c T
MiiD h

tt( )
. 

Тогда 
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заметим, что так как t < sp , то 
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Обозначим 

 I F s y ds
p

N
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i2
0

1 1

=
=

- +

Â Ú ( , , ) .*e  (60)

Тогда оценка (59) примет следующий вид: 
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В I2  оценим отдельно каждое слагаемое 
суммы: 
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 (62)

Оценим первое слагаемое в выражении (62). 
Для этого заметим, что из почти периодичнос-
ти функции f yi( , )*q  следует, что по заданному 
h1  найдется такое l l= ( )1h  , что в любом про-
межутке [ , ( )]0 0 1t t l+ h  найдется хотя бы одно 
число t * , при котором f y f t yi i( , ) ( , )* * *

1q q h- + £  

при q Œ -• •( , ) . Положим t
sp

0 =
e

. Тогда 
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 (63)

В первом интеграле из правой части нера-
венства (63) сделаем замену: w q= *- t . Полу-
чим: 
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Далее, оценим второе слагаемое в правой час-
ти выражения (62). заметим, что D  фиксиро-
вано, так как фиксировано N . В силу того, что 
y*  является стационарным решением уравне-
н и я  ( 2 6 ) ,  в ы п о л н е н о  р а в е н с т в о 

lim ( , ) ,*

T

T

iT
f y d

Æ• Ú =1
0

0

q q  следовательно, найдется 

такое e e0 0= ( )D , что при любых e e< 0  будет 

выполнено неравенство 
1

( , ) < .
0

*
1D

D

e

e

q q hÚf y di  Та-

ким образом, при e e< 0  
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Полагая h h
tt

1 =
16( )T -

, e e h
h1 0

1

= { ,
16 ( )

}min
Ncl

, 

при e e< 1  и учитывая оценки (64) и (65), по-
лучим: 
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Тогда I2  оценивается следующим образом: 
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 (67)

В итоге, учитывая оценки (57), (6�) и (67), 
получим: 
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 (68)

при всех e eŒ( )0, 1 .
Проводя аналогичные рассуждения, можно 

получить такую же оценку для i -х компонент 
второго слагаемого в соотношении (54) при 
i p n= 1, ,+ … . Тогда неравенство (54) примет 
вид: 
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Из (69) следует y y V y y col
B n B n

e e h h- £ - + º*

,

*

,
( , ). 

y y V y y col
B n B n

e e h h- £ - + º*

,

*

,
( , ). Таким образом, 

 ( ) ( , ).*

,
I V y y col

B n
- - £ ºe h h  (70)

Как показано в [7], так как V V≥ <0 1, spr , 
матрица I V-  имеет обратную, причем, со-
г л а с н о  р а з л о ж е н и ю 
( )I V I V V k- = + + º + + º ≥-1 0  [�4, с. �73], 
обратная матрица неотрицательна.

Умножив обе части неравенства (70) на 
неотрицательную матрицу ( )I V- -1 , получим 

 y y I V col
B n

e h h e e- £ - º Œ-*

,
( ) ( , ), ( , ),1

10  

откуда следует 

 y y
B n

e e- Æ Æ*

,
.0 0   при y y

B n

e e- Æ Æ*

,
.0 0   

Последнее утверждение завершает доказа-
тельство теоремы.
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