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О СТаЦИОНарНОМ раСПрЕДЕлЕНИИ ТЕПла 

В НЕОДНОрОДНОй ПлОСКОСТИ С ТрЕЩИНОй
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аннотация. рассматривается задача, описывающая стационарное распределение темпера-
туры в неоднородном материале (FGM) с трещиной. Изучается двумерный случай. Неодно-FGM) с трещиной. Изучается двумерный случай. Неодно-) с трещиной. Изучается двумерный случай. Неодно-
родность материала описывается функцией G x G ekx( )2 0

2= , что соответствует ситуации, 
когда вектор направления изменения неоднородности направлен перпендикулярно трещине. 
задача сведена к обобщенной задаче Коши, построены стационарные тепловые потенциалы 
и решение, изучены их свойства. Получены асимптотики решения по расстоянию до концов 
трещины. 
Ключевые слова: задача трансмиссии, стационарные тепловые потенциалы, неоднородная 
плоскость с разрезом (трещиной) по отрезку, асимптотики решения по расстоянию до концов 
трещины, постановка краевых условий.

Annotation. the problem considered describes the steady-state temperature distribution in 
heterogeneous material (FGM) with a crack. two-dimensional case is studied. the heterogeneity 
of the material described by the function G x G ekx( )2 0

2= that corresponds to the situation of the 
vector direction of change of inhomogeneity is perpendicular to crack. the problem is reduced to 
the generalized Cauchy problem, stationary heat potentials and solutions are built, properties are 
investigated. asymptotic solutions are obtained for the distance to the ends of the crack.
Key words: the problem of transmission, fixed thermal potentials, the non-homogeneous plane 
with a crack on the segment, the asymptotic solution for the distance to the ends of the crack, 
setting the boundary conditions.

Уравнения стационарного распределения 
тепла в экспоненциально неоднородной плос-
кости имеет вид    �
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Искомая функция u x x( , )1 2  — это темпера-
тура в точке материала с координатами ( , )x x1 2
. Областью, в которой рассматривается урав-
нение (�), является плоскость Ox x1 2  с разрезом 
l x x x= = ± Œ -{ | ; [ ; ]},2 10 1 1  описывающим тре-
щину по отрезку [ ; ]-1 1  оси абсцисс. Граничные 
условия заданы следующим образом
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Первое из условий (2) описывает разность 
между температурами верхнего и нижнего 
берега трещины, а второе — разность между 
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тепловыми потоками через эти берега. Таким 
образом, рассматриваемая задача в некотором 
смысле подобна задаче трансмиссии, несмотря 
на «вырожденный» характер границы. 

задача (�)—(2) будет сведена нами к обоб-
щенной задаче Коши в пространстве 2 , для 
чего введена специализированная дельта-фун-
кция, описывающая границу области. Из общей 
теории ясно, что вид функциональных коэф-
фициентов при введенной дельта-функции и ее 
нормальной производной определяет характер 
краевых условий, которые следует ставить в 
данной задаче. задание краевых условий долж-
но полностью определять данные коэффици-
енты (так называемые «скачки»), при этом, 
естественно, количество условий должно быть 
минимально возможным. Примененный подход 
позволил доказать корректность поставленной 
таким образом задачи, изучить ее разреши-
мость, выделить класс единственности реше-
ния, показать, в каком смысле и при каких 
ограничениях выполнены краевые условия. 
Основным результатом работы является пост-



48 ВЕСТНИК ВГУ. СЕрИя: ФИзИКа. МаТЕМаТИКа. 20�0. № 2

роение асимптотических представлений темпе-
ратурного поля и теплового потока вблизи 
концов трещины. 

Приведём историческую справку. Последнее 
время композиционные материалы находят 
широкое применение в инженерии, благодаря 
чему анализ трещин на границе становится 
одной из передовых отраслей механики разру-
шений. Так в �985 году Erdogan решает задачуErdogan решает задачу решает задачу 
разрушения третьего рода для связных неод-
нородных материалов. В �99� году он проводит 
анализ границы между FGM и однороднойFGM и однородной и однородной 
полуплоскостью с разрезом, ортогональным 
границе. В дальнейшем Chen и Erdogan [�]Chen и Erdogan [�] и Erdogan [�]Erdogan [�] [�] 
рассмотрели задачу о трещине на границе не-
однородного слоя, связанного с однородной 
основой. Choi [2,3] изучал, как влияет механи-Choi [2,3] изучал, как влияет механи- [2,3] изучал, как влияет механи-
ческая и тепловая нагрузка на коллинеарные 
трещины многослойной полуплоскости со сту-
пенчатой границей. Guo [4, 5] исследовал зада-Guo [4, 5] исследовал зада- [4, 5] исследовал зада-
чу о стационарной и кратковременной нагруз-
ке в функционально-градуированной системе 
покрытие-основа с внутренним или граничным 
разрезом, ортогональным границе. Erdogan [6]Erdogan [6] [6] 
изучал сингулярный характер поля напряжений 
на конце трещины в связных неоднородных 
полуплоскостях, имеющих модуль сдвига с не-
прерывной производной. hu [7] исследовалhu [7] исследовал [7] исследовал 
сингулярный характер напряжения и электри-
ческого поля смещения на конце трещины в двух 
связных функционально-градиентных пьезоэ-
лектрических полупространствах. Zhou [8] изу-Zhou [8] изу- [8] изу-
чал поведение трещины на границе двух полу-
плоскостей ортотропных функционально-граду-
ированных материалов. Он также исследовал 
поведение трещины между двумя полуплоскос-
тями функционально-градуированных матери-
алов под случайным воздействием растяжения. 
Ou [9, �0] рассматривал задачу разрушения [9, �0] рассматривал задачу разрушения 
третьего рода в двух связных функционально-
градуированных пьезоэлектрических полуплос-
костях с трещиной, ортогональной границе. 
затем Yong и Zhou [��] изучили задачу разру-Yong и Zhou [��] изучили задачу разру- и Zhou [��] изучили задачу разру-Zhou [��] изучили задачу разру- [��] изучили задачу разру-
шения третьего рода в функционально-градуи-
рованной системе покрытие-основа с внутренней 
трещиной, перпендикулярной границе и пока-
зали влияние неоднородной константы. 

Новая идея в изучении слабой непрерыв-
ности на границе bi-FGM была привнесена Li.bi-FGM была привнесена Li.-FGM была привнесена Li.FGM была привнесена Li. была привнесена Li.Li.. 
Li и Lee рассматривали задачу о трещине, ор- и Lee рассматривали задачу о трещине, ор-Lee рассматривали задачу о трещине, ор- рассматривали задачу о трещине, ор-
тогональной границе в структуре двух bi-FGM,bi-FGM,-FGM,FGM,, 
механические свойства которых представляют-

ся экспоненциальной и линейной функциями 
соответственно. Также они рассмотрели задачу 
об анти-плоском воздействии разрушения на 
слабо непрерывную границу в симметричной 
функционально-градуированной комбиниро-
ванной полосе. 

рассмотренная нами в работе задача основа-
на на модели, изложенной в работе Li и Lee [�3].Li и Lee [�3]. и Lee [�3].Lee [�3]. [�3]. 
При этом мы считаем, что математически верно 
обосновали иную постановку краевых условий.

Перейдем к изложению основных результа-
тов работы. 

С  п омощью  з ам ены  п ер ем енных 
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Граничные условия (2) принимают вид
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Обозначим K xn( )  — функция Макдональ-
да n-ого порядка (см. [�4]), где n = 0 1, .

Утверждение�. Фундаментальным решени-
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Макдональда (см. [�3]).
Введем в рассмотрение специализированную 

дельта-функцию d[ , ] ( )- Œ ¢1 1
2D  , так что для 

функции n( )x x1 2 , которая непрерывна при всех 
x lŒ2 \ , а на отрезке x lŒ  может иметь раз-
рыв первого рода, причем lim ( , ) ( ),
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ра с смотрим  обла сть  2 \ Pe ,  г д е 
Pe e e= Œ - Œ -{ | [ ; ], [ ; ]}x x x1 21 1  — прямоуголь-
ник высоты 2e . Пусть V xe( ) - классическое 
решение уравнения (�) в 2 \ Pe , продолжен-
ное нулем Pe . Стандартным интегрированием 
по частям может быть записана обобщенная 
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задача Коши для оператора D -
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помощью предельного перехода при e Æ +0  (в 
пространстве ¢D ( )2 ) задача (�)—(2) может 
быть сведена к обобщённой задаче Коши 
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затем строится её решение в виде свертки 
фундаментального решения со слагаемыми 
правой части. В результате имеем следующее

Утверждение 2. решение обобщенной зада-
чи Коши (7) можно выписать в виде 

 V x x V x x V x x( , ) ( , ) ( , ),1 2 1 1 2 0 1 2= +  
где, следуя классической терминологии будем 
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В следующих двух утверждениях сформу-
лированы свойства стационарных тепловых 
потенциалов.
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и при x1 1 1Œ -[ ; ]  выполнены условия
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Если же дополнительно потребовать, что 
q1 1 0( ) ,± =  то условия выполняются в точках 
x1 1= ±  по непрерывности. Кроме того

V x x C1 1 2 1 1 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .Œ -• - » +•( )( -• - » + +•( ))•  
Утверждение 4. Пусть q C0 1

2 1 1( ) [ , ].s Œ -  
Тогда поверхностный стационарный тепловой 
потенциал двойного слоя представим в виде 
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и при x1 1 1Œ -[ ; ]  выполнены условия 
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выполняется в точках x1 1= ±  в смысле глав-
ного значения. При более строгом требовании 

¢ ± =q0 1 0( )  условия выполняются в точках 
x1 1= ±  по непрерывности. Кроме того 
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выполняется по непрерывности.
Доказательства утверждений 3 и 4 вытека-

ют из явных представлений поверхностных 
стационарных тепловых потенциалов, извест-
ных свойств функций Макдональда, в частнос-
ти их явных интегральных представлений и 
асимптотических разложений (см. [�4])

 K x
x
O K x

x
O x0 1

2
1

1
( ) ln ( ), ( ) ( )= + = +  (8)

в окрестности их единственной точки сингуляр-
ности x = 0 . Доказательства основаны на оцен-
ках интегральных представлений потенциалов.

Следующее утверждение позволяет на ос-
нове утверждений 3 и 4 сформулировать свой-
ства гладкости решения исходной задачи 
(�)—(2).

Утверждение 5. В условиях утверждений 3 
и 4 решение исходной задачи единственно в 
L2
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Асимптотические свойства решения задачи о стационарном распределении тепла в неоднородной...
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причем функция U  бесконечно дифференци-
руема по x2  и x1  при всех x2 0π ,  x1 1 1œ -[ , ].

Утверждение 6. Пусть выполнены условия 
q q q q0 1 0 11 0 1 0 1 0 1 0( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) ,± = ± = ¢ ± = ¢ ± =  тогда  
решение задачи (�)—(2) U x x( , ),1 2  описывающее 
стационарное распределение температуры в 
плоскости с трещиной и нормальный тепловой 
поток ∂ ∂U x/ 2  есть непрерывные ограничен-
ные функции аргументов x x l1 2, œ . Если вы-
полнено условие q q0 11 0 1 0( ) ; ( ) ,± = ± =  то реше-
ние задачи (�)—(2) U, есть непрерывная огра-
ниченная функция аргументов x x l1 2, ,œ  а 
нормальный тепловой поток ∂ ∂U x/ 2  имеет 
асимптотическое представление
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Функция R x x1 1 2( , )  равномерно ограничена 
при x2 0Æ + ,  x1 1 1Œ -[ , ].
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