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Пусть X  — комплексное банахово про-
странство и EndX  — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в 
X.  Символом   p p X= ( , ),  где p Œ •[1, ] обоз-
начим банахово пространство двусторонних 
последовательностей элементов из X,  сумми-
руемых со степенью p  для p Œ •[1, )  c нор-
мой 
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и ограниченных для p = •,  с нормой �

	 x x n
n• Œ

= ( ) .

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Рассмотрим линейные разностные уравне-
ния вида 
	 x n Ax n y n n( ) ( 1) = ( ), ,- - Œ 	 (1)
где x  — некоторая неизвестная последователь-
ность из  p,  p Œ •[1, ],  y  — заданная последова-
тельность из  p,  а A EndXŒ  — линейный опе-
ратор, для которого верно следующее условие 
	 s( ) = ,A « ∆T 	 (2)
где T = { :| |= 1}l lŒ .  Здесь стоит отметить, 
что из условия (2), следует, что множество 
s( )A  представимо в виде s s s( ) =A int out» ,  где 
s l s lint { ( ) : },= Œ <A 1  s l s lout A= Œ >{ ( ) : },1  
поэтому пространство X  можно записать в 
следующем виде

	 X X Xint out= ,≈ 	
где X ImPint int=  — образ проектора Рисса, 
построенного по спектральной компоненте s int  
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и X ImPout out= ,  где P I Pout int= - .  Подпро-
странства Xint  и Xout  инвариантны относитель-
но оператора A.  Поэтому он представим в виде 
A A Aint out= ≈ ,  где Aint  и Aout  — сужения опе-
ратора A  на Xint  и Xout  соответственно, при-
чем s s( ) =Aint int  и s s( ) =Aout out .  Следователь-
но, r A( ) .int < 1  Оператор Aout  обратим и 
r Aout( ) .- <1 1

Для того, чтобы разностный оператор 
( )( ) ( ) ( ),Dx n x n Ax n= - - 1  n x Xp pŒ Œ =   , ( , )  
был обратим необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие (2). Тогда обратный опе-
ратор имеет вид 
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Функция G EndX:  Æ  (назовем ее функ-
цией Грина), определяется равенствами 
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Отметим, что существуют постоянные 
M ≥ 1 , x Œ(0,1)  такие, что 

	 G n Me nn( ) , .| |£ Œ-x   	 (4)

Перечисленные результаты представлены 
в статье [1].

Замечание 1. Положим rint = 0,  если 
s int = ∆  и r r Aint int

int

( ) max ,= =
Œl s

l  если s int π ∆.  

Положим rout = •,  если sout = ∆  и rout
out

=
Œl s

lmin ,  

если sout π ∆.
Следующая лемма следует из [2, Теоре-

ма 5.9.3] о разложении псевдорезольвенты. 
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Лемма 1. Имеет место следующее пред-
ставление 

	 G n
i

R A d nn( ) =
1

2
( , ) , ,

( )

- ŒÚp
g g g

rT

 	 (5)

где R A A I( , ) = ( ) 1g g- -  — резольвента опера-
тора A,  I  — тождественный оператор, и 
T( ) = { :| |= }r l l rŒ  — окружность ради-
уса r,  где r  удовлетворяет условию 
r rint out< <r .  Отметим, что rint  и rout  были 
введены в замечании (1).

Для последующих оценок нам потребуется 
величина 

	 g g
g

( ) = ( , ) .A R A
ŒT

sup 	 (6)

Замечание 2. Поскольку выполнено нера-
венство 
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то в случае, если s int π ∆,  sout = ∆,  будет 

верно неравенство g ( )
1

1
> 1A

rint
≥

-
,  а в случае 

s int = ,∆  sout π ∆,  в е рно  н ерав енство 

g ( )
1

1
A

rout
≥

-
.

Справедлива
Теорема. Пусть для оператора A  выпол-

нено условие (2). Тогда для любой последова-
тельности y pŒ   разностное уравнение (1) 
имеет единственное решение x pŒ  ,  опреде-
ляющееся формулой (3) и это решение допус-
кает оценку вида 
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где p Œ •[1; ],  а Sint  и Sout  определяются ра-
венствами 
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Доказательство. Положим n k m- =  в 
формуле (3). Тогда (3) представимо в виде 

	 ( )( ) = ( ) ( ), .1D y n G m y n m n
m

-

Œ
Â - Œ


 	 (10)

При фиксированном m Œ  слагаемое, сто-
ящее в правой части равенства (10), представ-
л я е т  с о б о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
y n G m y n mm( ) = ( ) ( )- ,  n Œ.  Принимая во 
внимания введенные обозначения, перепи-
шем (10) в следующем виде 
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 сходится в  p,  p Œ •[1; ],  если он 

сходится абсолютно. Для p = •  доказательс-
тво сходимости является тривиальным. Пока-
жем, что ряд абсолютно сходится в  p,  
p Œ •[1; )
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Воспользовавшись оценкой (4), получим 
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Значит, ряд 
m

my
Œ
Â


 сходится абсолютно в 

банаховом пространстве  p,  p Œ •[1; ),  следо-
вательно, он сходится. При этом верно нера-
венство 
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Следовательно, имеет место оценка в любом 
из пространств  p,  p Œ •[1; ]

	 D G k
k
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-•

•

£ Â1
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( ) , 	 (11)

и эта оценка не зависит от пространства  p,  
p Œ •[1; ].

П у с т ь  s int π ∆  и  sout = ∆.  Т о г д а 

n
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( ) .  Норма фун-
кции Грина в (5) допускает оценку вида 
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Œ
r gr

g T
max ,  г д е  n Œ  и 
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где r Œ( ;1)rint .  Очевидно 
n

intG n S
=0

( ) ( )
•

Â £ r .  

Представим оператор A I- gr ,  где g ŒT,  
r Œ( ,1)rint  в следующем виде 
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Поскольку оператор C R A= ( 1) (1 ) ( , )- -g r g  
удовлетворяет оценке C A£ -(1 ) ( )r g ,  " Œg T,  
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 и g ( ) 1A ≥ .  Тогда 

оператор A I- gr  будет обратим и норму ре-
зольвенты оператора A  внутри единичной 
окружности T  можно оценить следующим 
образом 
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Подставив полученную оценку в форму-
лу (12), получим 
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Легко подсчитать, что точная нижняя грань 

достигается в точке r
gmin A

= 1
1
( )

- .  Следова-

тельно, для Sint  справедлива формула (8)
Пусть теперь sout π ∆  и s int = ∆.  Тогда 
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где r Œ(1; )rout .  Представим оператор A I- gr ,  
где g ŒT,  r Œ(1, )rout  в следующем виде 
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Поскольку оператор C R A= ( 1) ( , )g r g-  

удовлетворяет оценке C A£ -( 1) ( )r g ,  " Œg T,  
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следует, что 1
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+ £
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rout .  Тогда оператор 

A I- gr  будет обратим и норму резольвенты 
оператора A  вне единичной окружности T  
можно оценить следующим образом 
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Подставив полученную оценку в формулу (13), 
получим 
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Точная нижняя грань в данном случае до-

стигается в точке r
gmin A

= 1
1
( )

+ .  Следова-

тельно, для Sout  справедлива формула (9).
В общем случае, если s int π ∆,  sout π ∆,  то 

из оценок (8), (9) и (11) следует неравенство

	 D S Sint out
- £ +1 . 	 (14)

Рассмотрев три возможных случая, прихо-
дим к окончательной оценке 
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Тогда решение x Xp pŒ   = ( , )  уравне-
ния (1) допускает оценку вида (7). Теорема 
доказана.

Следствие. Пусть выполнены все условия 
теоремы. Тогда решение x pŒ   допускает 
оценку вида 
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где p Œ •[1; ].
Доказательство. Применив разложение 

величины r
gmin A

= 1
1
( )

-  по Формуле Тейло-

Оценки ограниченных решений разностных уравнений
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ра до второго порядка, положим r
gint A

* = 1
1

2 ( )
- .  

Получим оценку 
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Для Sout  положим вместо r
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= 1
1
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+  

значение r
gout A

* = 1
1

2 ( )
+ ,  получим оценку
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Оба значения rint
*  и rout

*  удовлетворяют 
ограничениям, используемым в доказательстве 
теоремы. следовательно, имеет место оцен-
ка (15). Следствие доказано.

Отметим, что оценка величины (6) для 
случая, когда A  — оператор в конечномерном 
пространстве X , получена в монографии [3]. 
В бесконечномерном пространстве оценка лег-
ко может быть подсчитана для некоторых 
классов операторов.

Пример. Пусть X C a b= [ , ] — пространство 
непрерывных комплексных функций, опреде-
ленных на отрезке [ , ]a b ,  и A  — оператор Воль-
терра, действующий в C a b[ , ]  по правилу 
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где  x C a bŒ [ , ],  функция K : D Æ ,  где 
D = {( , ) : }t s a s t b£ £ £ ,  — непрерывная фун-
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| ( , ) |K t s M£ ,  " Œ( , )t s D.  Резольвента ( ) 1A I- -g ,  
где g ŒT  представима в виде 
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Для нормы Ax  верно неравенство 
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Легко показать, что для произвольного 
n ≥ 0  будет справедлива оценка 
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Принимая во внимание, что g ŒT,  следо-
вательно, (16) допускает оценку 
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Тогда g ( ) ( )A eM b a£ - .
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