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Аннотация. Вводится и исследуется уравнение типа Ньютона—Нельсона на векторном 
расслоении над пространством Минковского, которое интерпретируется как описание дви-
жения квантовой частицы в классическом калибровочном поле на языке стохастической 
механики.
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Abstract. An equation of Newton—Nelson type on the vector bundle over Minkowski space is 
introduced and investigated. The equation is interpreted as the one describing the motion of a 
quantum particle in the classical gauge field in the language of stochastic mechanics.
Key words: Nelson’s stochastic mechanics, gauge field, quantum particle, Minkowski space

Стохастическая механика Нельсона — это 
математическая теория, основанная на класси-
ческой физике, но дающая те же предсказания, 
что и квантовая механика для широкого клас-
са задач, в которых и та, и другая теории 
применимы. Можно считать, что стохастичес-
кая механика является особым способом кван-
тования, отличным от гамильтонова и лагран-
жева (в терминах интегралов по траекториям) 
способов. Одной из главных отличительных 
черт стохастической механики является то, что 
в ней квантуется второй закон Ньютона, а не 
уравнения Гамильтона или Лагранжа. Стохас-
тический аналог закона Ньютона известен как 
уравнение Ньютона—Нельсона.    �

К настоящему времени на языке стохасти-
ческой механики исследовано большое число 
задач квантовой теории. Однако не было осу-
ществлено описание движения квантовой час-
тицы в калибровочном поле, по-видимому, 
из-за того, что ранее не было известно описание 
классической частицы в калибровочном поле в 
терминах второго закона Ньютона. Такое опи-
сание было предложено в [2, 6] (см. также [3]). 
На основе этого, в настоящей статье мы разра-
батываем описание движения квантовой час-
тицы в калибровочном поле в терминах стохас-
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тической механики на пространстве Минковс-
кого. Для частного случая группы симметрий 
U(1)  исследуется связь с квантовой электро-
динамикой. Обобщение этой конструкции на 
пространства-времена ОТО и использование 
групп SU(2)  и SU(3)  мы оставляем для пос-
ледующих публикаций.

Исследование частично поддержано гран-
том РФФИ № 08-01-00155.

1. Предварительные сведения
Мы отсылаем читателя, например, к [1, 3], 

где описаны основные понятия геометрии мно-
гообразий в нужной нам форме, а также другие 
объекты, используемые в настоящей статье. 
Для удобства изложения мы, тем не менее, 
напомним, что для любого расслоения E MÆ  
над многообразием M  в каждом касательном 
пространстве T Em x( , )  к пространству расслое-
ния имеется выделенное подпространство 
V( , )m x ,  называемое вертикальным, которое со-
стоит из векторов, касательных к слою Em .  В 
случае главного или векторного расслоения 
связностью H  на E  мы называем набор под-
пространств в касательных пространствах та-
кой, что T Em x m x m x( , ) ( , ) ( , )= H V≈  в каждом 
( , )m x EŒ  и набор обладает некоторыми свой
ствами гладкости и инвариантности.
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Обозначим через M  произвольное лорен-
цево многообразие с метрикой g(, )◊ ◊  и главное 
расслоение P : E Æ M  со структурной группой 
G  над M. Пусть g  — алгебра Ли группы G  
и пусть на E  задана связность H  с формой 
связности q  и формой кривизны F = Dq,  где 
D  — ковариантный дифференциал (см., на-
пример, [1]). Напомним (см., например, [1, 3]), 
что формы связности и кривизны удовлетво-
ряют структурным уравнениям 
	 D D JF F= 0, * = * , 	 (1)
(первое из них — классическое тождество 
Бьянки), где J  — заданная 1 -форма на E  со 
значениями в g.  В физической литературе 
связность, удовлетворяющая (1), называется 
калибровочным полем.

Пусть F  — (вещественное или комплекс-
ное) векторное пространство, на котором груп-
па G  действует слева, и на F  задано скаляр-
ное произведение h(, )◊ ◊ ,  инвариантное относи-
тельно действия G . Пусть задано отображение 
e : *F Æ g  (где g*  — коалгебра) называемое 
зарядом, которое постоянно на орбитах группы 
G .

Рассмотрим векторное расслоение 
p :Q ÆM  со стандартным слоем F,  ассоци-
ированное с E.  Обозначим через l : E F¥ ÆQ  
факторизацию, приводящую к расслоению Q  
(см. [1]). Касательное отображение Tl  пере-
носит связность H  из касательных пространств 
к E  в касательные пространства к Q. Эту связ-
ность в расслоении Q  обозначим Hp .  Напом-
ним, что пространства связности являются яд-
рами оператора K TQ Qp : Æ ,  который называ-
ется коннектором или отображением связности 
и строится следующим образом. Разложим век-
тор X TQqŒ  на горизонтальную и вертикальную 
компоненты X X X= H V+ ,  где H HX Œ p ,  
V VX Œ .  Ведем оператор p V: ( , )m q mQÆ  — ес-
тественный изоморфизм линейного касатель-
ного пространства V( , ) =m q q mTQ  к слою Qm  
расслоения Q  на слой (линейное пространство) 
Qm . Тогда K X Xp = pV .

Построим на многообразии Q  риманову 
метрику gQ ,  задав ее в горизонтальных подпро-
странствах Hp  как обратный образ T gp * ,  а в 
вертикальных пространствах V  как h , и поло-
жив H  и V  ортогональными друг другу. Мы 
называем gQ  римановой метрикой для простоты 
изложения — на самом деле она построена из 
лоренцевой метрики на M  и (возможно полу-
ралинейного) скалярного произведения h.

Проекцию касательного расслоения TM  на 
M  обозначим t :TM MÆ .  Пусть на M  как 
на многообразии, задана связность, для которой 
мы введем обозначение Ht ,  а для ее коннектора 
(отображения связности) — K T Tt : 2M MÆ .  
Конструкция K t  аналогична конструкции K p  
с заменой Q  на TM  и TQ  на T 2M,  соответс-
твенно. Обычно в качестве Ht  используется 
связность Леви—Чивита метрики g.

Напомним, что имеется стандартная конс-
трукция связности на пространстве расслоения 
Q,  использующая связности Hp  и Ht  (см., 
например, [3, 4]). Коннектор этой связности 
K T Q TQQ : 2 Æ  задается в виде: K K KQ H V= ≈ ,  
где K T QH : 2 Æ Hp ,  K T QV : 2 Æ V.  Последние 
коннекторы задаются в виде K K TH = Gp t p  2 ,  
где T T T T Q T2 2 2= ( ) :p p Æ M,  а Gp p= 1T -  
— линейный изоморфизм касательных к M  
пространств на пространства связности Hp ,  и 
K K TKV = 1p .-  p p

Отображение l  взаимно однозначно 
отображает стандартный слой F  на слои 
расслоения Q,  поэтому заряд e  определен 
на всем Q.  Поскольку Tl  отображает связ-
ность на связность тоже взаимно однозначно, 
можно корректно задать форму F  со значе-
ниями в g  на многообразии Q  следующим 
образом. Пусть q p f= l( , ),  p ŒE,  f ŒF .  Для 
X Y TQq, Œ  обозначим через HX  и HY  их 
горизонтальные составляющие и определим 
F Fq pX Y T X T Y( , ) = ( , )1 1l l- -H H .

Обозначим через *  спаривание элементов 
из g  и из g*.  Рассмотрим вектор ( , )q q ,  каса-
тельный к Q. Понятно, что e q q( ) * (, ) F ◊  явля-
ется обычной 1‑формой (т.е. дифференциаль-
ной формой со значениями в вещественных 
числах). Обозначим через e q q( ) * (, ) F ◊  касатель-
ный вектор к пространству расслоения Q,  
физически эквивалентный e q q( ) * (, ) F ◊  (т.е. 
полученный поднятием индексов с использова-
нием римановой метрики gQ ).

Лемма 1. Векторное поле e q q( ) * (, ) F ◊  го-
ризонтально, т.е. лежит в пространствах 
связности Hp .

Лемма 1 доказана в [2, 6] (см. также лем-
му 16.12 в [3]).

Используя коннектор KQ ,  в [2, 6] на простран
стве расслоения Q  введена ковариантная произ-

водная 
D
dt

K
d
dt

Q
Q=  и рассмотрено уравнение 

	
D
dt
q e q q

Q

  = ( ) * (, ),F ◊ 	 (2)
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которое интерпретируется как уравнение дви-
жения классической частицы с зарядом в 
классическом калибровочном поле.

Строятся ковариантные производные 
D
dt

K
d
dt

H
H=  и 

D
dt

K
d
dt

V
V= ,  и поскольку 

K K KQ H V= ≈ ,  то 
D
dt

D
dt

D
dt

Q H V

= + . Из гори-

зонтальности вектора e q q( ) * (, ) F ◊  получаем, 
что уравнение (2) распадается в систему 

	
D
dt
q e q q

H

  = ◊( ) * (, ),F 	  (3)

	
D
dt
q

V

 = 0. (4)

Частный случай изложенной выше конс-
трукции, в котором dimM = 4,  G  — группа 
U(1)  (одномерные унитарные операторы), а F  
— одномерное комплексное пространство с 
h X Y XY( , ) = ,  приводит к описанию электро-
магнитного поля, где уравнения (3)—(4) соот-
ветствуют классическим уравнениям Лоренца 
(см [2, 3, 6]).

2. Стохастическая механика 
на векторном расслоении 

над пространством 
Минковского

Здесь мы используем релятивистский вари-
ант стохастической механики Нельсона, пред-
ложенный Гуэррой, Руджерро и Заставняком 
[5, 7, 8, 9], и модифицируем его для использо-
вания на пространстве расслоения Q  над про-
странством Минковского.

В этом разделе и далее мы рассматриваем 
случай, когда M  — это пространство Минков-
ского с сигнатурой ( ).- + ++  Следовательно, 
расслоения E  и Q  тривиальны, т.е. E M= ¥G,  
а Q =M F¥ .  Кроме того, TM M= 4¥  ,  а 
связность Леви—Чивита Ht  лоренцева скаляр-
ного произведения состоит из подпространств, 
касательных к первому сомножителю M  в 
этом прямом произведении. Действие K t  на 
касательных пространствах к TM M= 4¥   
состоит в проектировании на вертикальное 
подпространство — касательное ко второму 
сомножителю 4  — и затем применения ана-
лога оператора p,  переводящего касательные 
пространства к слоям TM  на эти слои.

Задание связности на E  и, таким образом, 
связности Hp  на Q,  с физической точки зрения 
означает задание калибровочного поля.

Рассмотрим стохастический процесс x( )t  со 
значениями в M,  заданный на некотором ве-
роятностном пространстве ( , , )W F P .  Через Nt

x  
обозначим минимальную s -подалгебру s -ал-
гебры F,  порожденную прообразами борелев-
ских множеств в M  при отображении 
x( ) :t W ÆM  («настоящее» процесса x( )t ), а 
через E t( )◊ |Nx  условное математическое ожи-
дание относительно Nt

x .  Здесь t  — инвариан-
тный параметр, который может играть роль 
собственного времени.

Релятивистские производные в среднем 
процесса x( )t  справа и слева определяются 
следующим образом (см. [5, 7, 8, 9]):
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Из свойств условного математического 
ожидания следует, что существует измеримое 
по Борелю векторное поле v t mx( , )  на M  такое, 

что 
1
2

( ) = ( , ( ))D D v t t+ -+ x xx ;  вектор v t mx( , )  

называется текущей скоростью процесса x.
Для векторного поля X t m( , )  на M  произ-

водные в среднем вдоль x( )t  задаются форму-
лами:
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Об описании движения квантовой частицы в классическом калибровочном поле на языке...
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Подчеркнем, что D X t t+ ( , ( ))x  и D X t t- ( , ( ))x  
принимают значения в векторах второго каса-
тельного расслоения и при этом из формул (5), 
(6), (7) и (8) очевидным образом следует, что 
T D X t t D tp x x+ +=( , ( )) ( )  и T D X t t D tp x x- -=( , ( )) ( ).  
Как обычно, из указанных производных от X  
строятся ковариантные производные, которые 
мы определяем по формулам 

	
D
D

+ +

- -

=
=

X t t K D X t t
X t t K D X t t

( , ( )) ( , ( )),

( , ( )) ( , ( )).

x x
x x

t

t
	 (9)

Понятно, что ковариантные производные в 
среднем принимают значения в векторах пер-
вого касательного расслоения.

Замечание 1. По свойствам условного 
математического ожидания, для производных 
D t+x( )  и D t-x( )  существуют борелевские век-
торные поля (регрессии), которые мы обозна-
ч им  Y t m+( , )  и  Y t x-( , ),  т а к и е ,  чт о 
D t Y t t+ +x x( ) = ( , ( ) и D t Y t t- -x x( ) = ( , ( ).  Симво-
лом D+ -D tx( )  мы обозначаем производную (7) 
векторного поля Y t m-( , )  вдоль x( )t ,  а D- +D tx( )  
— производную (8) векторного поля Y t m+( , )  
вдоль x( )t . В дальнейшем аналогичным образом 
будут пониматься и производные в среднем 
второго порядка от других процессов на про-
странстве расслоения Q. 

Используя Замечание 1, введем производ-
ные в среднем второго порядка. Релятивистское 
уравнение Ньютона—Нельсона имеет вид 

	
1
2

( ) ( ) ( ( ), ( )),D D+ - - ++ =D D t t v tx a x x 	 (10)

где силовое поле имеет вид a x a xx x( ( ), ( )) ( ( )) ,t v t t v= 1 
a x a xx x( ( ), ( )) ( ( )) ,t v t t v= 1  a( ) :m T Tm mM MÆ  — линейный 

оператор. В релятивистском случае установле-
но естественное соотношение между уравнени-
ем (10) и уравнением Клейна—Гордона.

Рассмотрим стохастический процесс h( )t  в 
пространстве расслоения Q  такой, что 
h x( ) = ( , ( ))t x t t ,  где x ph( ) = ( )t t ,  а x t m( , )  — из-
меримое по Борелю сечение Q. Для h( )t  мы 
вводим производные в среднем формулами 
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По сути дела формулы (11) и (12) являют-
ся частными случаями формул (7) и (8). Как 
и выше, борелевское векторное поле v t qh( , )  на 
Q  такое, что v t t D D th h h( , ( )) =

1
2

( ) ( )+ -+  назы-
вается текущей скоростью процесса h( )t .

Лемма 2.  ( i) T D t D tp h x+ +( ) = ( );  ( i i) 
T D t D tp h x- -( ) = ( );  (iii) T v vp h x= .

Утверждения Леммы 2 вытекают из фор-
мул (5), (6), (11) и (12) и из определения теку-
щих скоростей.

По аналогии с формулами (7) и (8) для 
векторного поля Y t q( , )  на Q  введем производ-
ные в среднем вдоль h( )t  формулами
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и соответствующие ковариантные производные 
в среднем формулами 

	
D
D

+ +

- -

Q Q

Q Q

X t t K D X t t
X t t K D X t t

( , ( )) = ( , ( )),

( , ( )) = ( , ( )).

x x
x x

	 (15)

Поскольку K K KQ H V= ≈  (см. выше), то 
D+
Q  и D-

Q  разлагаются в суммы D D D+ + += +Q H V  
и D D D- - -= +Q H V ,  где D+

H ,  D+
V ,  D-

H  и D-
V  опре-

деляются аналогично формулам (15) с заменой 
KQ  на KH  и KV ,  соответственно.

Аналогично Замечанию 1, введем производ-
ные второго порядка.

Н. В. Винокурова, Ю. Е. Гликлих
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Вектор 
1
2

( )D D+ - - ++Q QD D h  называется 4-ус-

корением процесса h  в пространстве расслое-
ния.

Из общей идеи стохастической механики 
следует, что уравнение Ньютона—Нельсона, 
соответствующее закону Ньютона (2), имеет 
вид 

1
2

( ) ( ) ( ( )) * (, ( , ( ))).D D+ - - ++ = ◊Q QD D t e t v t th h hhF 	(16)

Уравнение (16) интерпретируется как урав-
нение движения квантовой частицы в класси-
ческом калибровочном поле.

Текущая скорость vh  в правой части урав-
нения (16) разложима на вертикальную и го-
ризонтальную составляющие: v v vH Vh

h h= + ,  где 
vHh

pŒH  и vVh ŒV.  Тогда из линейности формы 
F(, )◊ ◊  по обоим аргументам получаем 
  F F F(, ) = (, ) (, )◊ ◊ + ◊v v vH Vh

h h ,  а из того, что она 
горизонтальна — что F(, ) = 0◊ vVh . Таким обра-
зом, с учетом Леммы 1, очевидно, что уравне-
ние (16) эквивалентно следующей системе 

1
2

( ) ( ) ( ( )) * (, ( , ( ))),D D+ - - ++ = ◊H H HD D t e t v t th h hh
F 	(17)

	
1
2

( ) ( ) 0.D D+ - - ++ =V VD D th 	 (18)

Теорема 3.

	T D D t D D tH Hp h x1
2

( ) ( )
1
2

( ) ( ).D D D D+ - - + + - - ++ = + 	

Доказательство.  Напомним, что 
D D t K D D tH H

+ - + -h h( ) = ( ) и K K TH = 2Gp t p  ,  
г д е  Gp p= ( ) 1T - .  С л е д о в а т е л ь н о , 
T D t K T D D tH Qp h p htD+ - + -( ) = ( )2 .

Поскольку Q =M F¥ ,  мы можем записать 
процесс h( )t  в виде пары h x x( ) = ( ( ), ( , ( )))t t x t t  
(см. описание процесса h( )t  выше). Соответс-
твенно, D t-h( )  запишется в виде четверки 
( ( ), ( , ( )), ( ), ( , ( )))x x x xt x t t D t D x t t- - ,  а D D t+ -h( ) — в 
виде восьмерки ( ( ), ( , ( )), ( ), ( , ( )), ( ), ( , ( )),x x x x x xt x t t D t D x t t D t D x t t D D- - + + + -xx x( ), ( , ( )))t D D x t t+ - . 

( ( ), ( , ( )), ( ), ( , ( )), ( ), ( , ( )),x x x x x xt x t t D t D x t t D t D x t t D D- - + + + -xx x( ), ( , ( )))t D D x t t+ - .  Используя описание 
действия T 2p  (см., например, [4]), получаем 

	 T D D t t D t D t D D t2 ( ) = ( ( ), ( ), ( ), ( )).p h x x x x+ - - + + - 	
Следовательно, K D D t K t D t D t D D t D tH

+ - - + + - + -= =h x x x x xt( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )) ( )D . 
K D D t K t D t D t D D t D tH

+ - - + + - + -= =h x x x x xt( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )) ( )D .  Р а в е н с т в о 
K D D t D tH

- + - +=h x( ) ( )D  доказывается в точнос-
ти аналогично. 

Поскольку Tp  взаимно однозначно отобра-
жает пространства связности Hp  на касатель-
ные пространства к M  и по Лемме 2 

T v T v vHp ph
h

x= = ,  то из Теоремы 3 вытекает, 
что уравнение (17) сводится к уравнению типа 
Ньютона—Нельсона относительно процесса 
x( )t  на M.

Уравнение (18) дает дополнительную ин-
формацию.

Теорема  4 .  Векторы  р е г р е с с и и 

TK D D D D tp h1
2

( ) ( )+ - - ++  горизонтальны, т.е. 

лежат в пространствах связности Hp .
Доказательство. Поскольку D+ +

V VK D= ,  
D- -
V VK D= ,  K K TKV = 1p-  p p  и K p = pV  

( с м .  в ы ш е ) ,  т о  
1
2

( ) ( )
1
2

( ) ( )D D+ - - + + - - ++ = +V VD D t TK D D D D th hpV . 

1
2

( ) ( )
1
2

( ) ( )D D+ - - + + - - ++ = +V VD D t TK D D D D th hpV .  Но уравнение (18) 

утверждает, что 
1
2

( ) ( ) 0D D+ - - ++ =V VD D th . Так 

что вертикальная составляющая указанных 
векторов регрессии равна нулю. 

3. Случай G U= (1)
Наибольший интерес представляют частные 

случаи, в которых G  — одна из групп U(1),  
SU(2)  или SU(3),  а F  — комплексное про-
странство соответствующей размерности. Они 
соответствуют известным физическим калиб-
ровочным полям. Рассмотрим случай, в кото-
ром M  — пространство Минковского, 
G U= (1)  и F = 1  с h X Y XY( , ) =  (черта 
означает комплексное сопряжение).

Алгебра u(1)  является вещественной пря-
мой ,  поэтому заряд превращается в вещес-
твенную функцию, а q  и F  — в обычные 
дифференциальные формы со значениями в .  
Из структурных уравнений (1) и коммутатив-
ности группы U(1)  получаем, что F = =D dq q.  
Отсюда следует, во-первых, что F  является 
подъемом на E  некоторой 2-формы Y  с M,  
причем Y = dA,  где A  — некоторая 1-форма 
на M,  и во-вторых, что уравнения (1) превра-
щаются в обычные уравнения Максвелла в 
геометрически-инвариантной форме для Y  
(см., например, [3]). Так что можно считать A  
4-потенциалом, а Y  — напряженностью элек-
тромагнитного поля. Нетрудно видеть, что 
e * F  превращается в подъем на Q  вектора 
eY . Так что из Теоремы 3 следует, что урав-
нение (17) сводится к уравнению Ньютона-
Нельсона на M,  соответствующему классичес-
кому уравнению Лоренца движения заряжен-
ной частицы в электромагнитном поле. Напом-
ним, что в [5, 7, 8, 9] установлены взаимосвязи 

Об описании движения квантовой частицы в классическом калибровочном поле на языке...
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этого уравнения Ньютона—Нельсона с уравне-
нием Клейна—Гордона.
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