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Аннотация. В данной работе методом Фурье получено явное классическое решение смешан-
ной задачи для дифференциального уравнения первого порядка с инволюцией. Использова-
ны приемы, позволяющие преобразовать ряд, представляющий формальное решение по ме-
тоду Фурье, и доказать возможность его почленного дифференцирования. При этом на на-
чальные данные задачи накладываются минимальные требования. 
Ключевые слова: смешанная задача, инволюция, метод Фурье, классическое решение. 

Abstract. In this paper an explicit classical solution of mixed problem for first order differential 
equation with involution is obtained by Fourier method. We used techniques, which allow to trans-
form a series representing the formal solution on Fourier method, and to prove the possibility of 
his term by term differentiation. At the same time on the initial problem data minimum require-
ments are imposed. 
Key words: mixed problem, involution, Fourier method, classical solution. 

Рассматривается следующая смешанная 
задача: 
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где b  — вещественное число. Решение ищется 
в классе функций непрерывно дифференциру-
емых по обеим переменным в полосе 
[ ] ( )0 1, ¥ -•, +• . 

Уравнение (1) представляет собой простей-
шее уравнение в частных производных, содер-
жащее инволюцию J x x( ) = -1 . Краевые зада-
чи с инволюцией активно исследуются (см., 
например, работы [1, 2] и библиографию в них). 
Решение задачи (1)—(2) мы находим методом 
Фурье. При этом используются приемы из [3] 
(см. также и [4, с. 224—227]), позволяющие по-
лучить классическое решение, избегая почлен-
ного дифференцирования первоначального 
функционального ряда, представляющего фор-
мальное решение задачи по методу Фурье. Это 
дает возможность накладывать минимальные 
условия на начальные данные задачи. Соответс-
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твующая краевая задача на собственные значе-
ния порождается системой Дирака, что создает 
определенные трудности при изучении задачи 
(1)—(2), несмотря на то, что уравнение (1) есть 
уравнение всего лишь первого порядка. 

1. Случай симметричного потенциала. 
Рассмотрим случай, когда q x( )  — веществен-
ная функция, q x C( ) [ ]Œ ,0 1 , и q x q x( ) ( )= -1 . 
Будем считать, что f( ) [ ]x CŒ ,1 0 1 , f f( ) ( ) .0 1 0= ¢ =  
Условия на f( )x  являются естественными, так 
как им удовлетворяют собственные функции 
порождаемой (1)–(2) краевой задачи. Условие 
q x q x( ) ( )= -1  снимает многие трудности при 
исследовании задачи и позволяет дать хорошую 
структурную форму для решения. 

Согласно методу Фурье  положим 
u x t y x T t( ) ( ) ( ), = . Тогда получим следующую 
задачу на собственные значения для y x( ) : 
	 ¢ - + = ,y x q x y x y x( ) ( ) ( ) ( )1 l 	 (3)
	 y( )0 0= , 	 (4)
а� T t e it( ) = lb . 

Положим� z x z x z x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2  (T  — �����знак� 
транспонирования���), z x y x1( ) ( )= , z x y x2 1( ) ( )= - . 
Тогда, если y x( )  удовлетворяет (3), то z x( )  
удовлетворяет системе 
	 Bz x P x z x z x¢ + = ,( ) ( ) ( ) ( )l 	 (5)

где� B =
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

0 1
1 0 , P x q x( ) ( )=

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

1 0
0 1 , ��и� z x z x1 2 1( ) ( ).= -
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Матрицу B  можно привести к диагональ-
ному виду с помощью преобразования 

G G- =1B D , где D i i= , -diag( ) , G =
-

-
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

1
1
i

i
. 

Выполнив в (5) замену z v= G , v v v T= ,( )1 2 , 
придем к системе 

	 ¢ + = ,-v x P x v x D v x( ) ( ) ( ) ( )1
1l 	 (6)

где� D i i- = - ,1 diag( ) , P x D q x1
1( ) ( )= - . ��������Система 

(6) распадается на два уравнения: 

	
v x iq x v x iv x
v x iq x v x iv x
1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

- = - ,
+ = ,

l
l

решая которые, придем к следующим утверж-
дениям. 

Лемма 1.  Общее решение системы (5) 
имеет вид z x V x c( ) ( )= ,G l , где V x u x e u x e u x i q t dtix ix

x
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1 2( ) exp ( ) ( )   — произ-

вольные постоянные. 
Лемма 2.  Общее решение уравнения (3) 

имеет вид y x g x c( ) ( ), = ,l l , где g x u x e iu x ei x ix( ) ( ) ( )( ), = - --l l l
2

1
21 

g x u x e iu x ei x ix( ) ( ) ( )( ), = - --l l l
2

1
21 , c  — произвольная 

постоянная. 
Лемма 3. Собственные значения задачи 

(3)—(4) простые и равны l pn n a0 2= + , n ŒZ , 

где a q t dt= / + Úp 2
0

1

( ) , а соответствующие 

собственные функции 

	 y x u x e iu x e nn
i x ixn n0

2
1

21
0 0

( ) ( ) ( )( )= - - , Œ .-l l Z
Обозначим через L  оператор 

	 Ly y x q x y x y= ¢ - + , = ,( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
собственными функциями которого являются 
y xn

0( ) . 
Лемма 4. Система y xn

0( ){ }  — ортогональ-

на и полна в L2 0 1[ ], , и 
20 12y On n n= = + ( )g . 

Доказательство. Нетрудно показать, что 
оператор L  при условии вещественности q x( )  
является самосопряженным. Отсюда следует 
ортогональность y xn

0( ){ } . 

Пусть f LŒ ,2 0 1[ ]  и f  ортогональна yn
0 , 

" Œn Z . Тогда� 

	 ( ) ( ( ) ( )) ( )y f f x if x u x e e dxn
iax nix, = - + ,Ú

0

1

2
21 p

откуда в силу полноты тригонометрической 
системы e nix2pÏ

Ì
Ô

ÓÔ
¸
˝
Ô
Ǫ̂
 получаем, что f x( ) ∫ 0 .  

Лемма 5. Функция f( )x  разлагается в ряд 
Фурье по системе собственных функций 
y xn

0( ){ } , 

	 f f g( ) ( )x y y x
n

n n n= , ,
=-•

+•
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-Â 0 1 0

и ряд сходится абсолютно и равномерно на 
отрезке [ ]0 1, . 

Доказательство. Пусть вещественное 
число m0  не является собственным значением 
оператора L . Положим ( )L E g- =m f0  (E  
— единичный оператор). Тогда f m= R g

0
, где 

Rl  есть резольвента оператора L . Далее, 
( ) ( )L E y yn n n- = - ,m l m0

0 0
0

0  о т к у д а 
y R yn n n

0 0
0

0

0
= -( )l m m , и 

	 ( ) ( ) ( ) ( )f
l mm m, = , = , =
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Поэтому� 
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Так как 1 1
0

0l mn

O n-
= ( ) , а 

-•

•
-Â , < •( )g yn n

0 2 1g , то 

утверждение леммы из неравенства Коши—Бу-
няковского и равномерной ограниченности 
y xn

0( ) .

Лемма��� 6. Положим f x y en n
nix

0
0 1 2( ) = ,

-•

•
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-Â f g p . 

Тогда f x0( )  — непрерывно дифференцируема 
на всей оси, периодическая с периодом 1, при-
чем 

  при0

1
( ) ( ) (1 ) [0 1]

2 ( )
f x i x x x

p x
f fÈ ˘= + - , Œ , ,Î ˚ 	(7)

где� p x u x eiax( ) ( )= 2 . 
Доказательство. Согласно лемме 5, ряд 

Â cn , где c yn n n= , -( )f g0 1  сходится. Поэтому 
ряд, представляющий f x0( )  равномерно схо-
дится, откуда следует непрерывность функции 
f x0( ) . 

Из леммы 5 при x Œ ,[ ]0 1  имеем 
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	 f( ) ( ) ( ) ( ) ( )x p x f x ip x f x= - - - .1 10 0 	 (8)
Отсюда� 

	 f( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10 0- = - - - .x p x f x ip x f x 	 (9)
Из (8) и (9) получаем 

	 i x x p x f xf f( ) ( ) ( ) ( )+ - = .1 2 0 	 (10)
Из (10) следует (7). Таким образом, функция 
f x0( )  в силу своей периодичности однозначно 
определяется на всей оси заданием ее лишь на 
отрезке [ ]0 1,  по формуле (7). 

Из (7) следует, что f x0( )  непрерывно диф-
ференцируема на [ ]0 1,  (в концевых точках 
имеются в виду односторонние производные). 
В силу периодичности f x0( )  непрерывно диф-
ференцируема всюду на ( )-•, +• , кроме точек 
x n=  ( n  –  ц е л о е ) .  П о к ажем ,  ч т о 
f n f n0 00 0( ) ( )- = + . В силу периодичности f x0( )  
достаточно установить, что 

	 f f0 00 0 0 0( ) ( )+ = - . 	 (11)
Дифференцируя (10), получим: 

   i x x p x f x p x f x¢ - ¢ - = ¢ + .f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 20 0 	(12)
Из (12), и соотношений f f( ) ( )0 1 0= ¢ = , 
f f0 00 1( ) ( )= , f f0 01 0 0 0( ) ( )- = -  имеем 

	
2 0 0 2 0 0 0

0 2 1 0 2 1 0 0
0 0

0 0

¢ + + =
= ¢ , ¢ + - =

p f p f
i p f p f

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f -- ¢ ,f ( )0

откуда� 

	
2 0 1 0

2 0 0 0 1 0 0 0
0

0 0

[ ( ) ( )] ( )
[ ( ) ( ) ( ) ( )]

¢ + ¢ +
+ + + - = .

p ip f
p f ip f

	 (13)

Так как p( )0 1= , p i q t dt e e iia i( ) exp ( )1
0

1 2= -Ê
Ë

ˆ
¯ = =Ú /p 

p i q t dt e e iia i( ) exp ( )1
0

1 2= -Ê
Ë

ˆ
¯ = =Ú /p  p i q t dt e e iia i( ) exp ( )1

0

1 2= -Ê
Ë

ˆ
¯ = =Ú /p , 

u x iq x u x2 2( ) ( ) ( )= - , ¢ = - +p iq ia( ) ( )0 0 , ¢ = -p q a( ) ( ) ,1 1  
а также q q( ) ( )0 1= , то ¢ + ¢ =p ip( ) ( )0 1 0 , и из 
(13) следует (11). Лемма доказана.   

Формальное разложение решения задачи 
(1)—(2) есть 

	 u x t y y x e
n

n n n n
itn( ) ( ), = , .

=-•

+•
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-Â f g l b0 1 0 	 (14)

Используя лемму 6 при изучении ряда (14), 
придем к следующему результату. 

Теорема 1. Если q x( )  — вещественна, 
q x C( ) [ ]Œ ,0 1 ,  q x q x( ) ( )= -1 ,  f( ) [ ]x CŒ ,1 0 1 , 
f f( ) ( )0 1 0= ¢ = , то решение задачи (1)-(2) су-
ществует и имеет вид 

u x t
e p x f x t ip x f x ta it

( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

, =
= - - + - + ,b b b1 10 0

	(15)

где f x0( )  — непрерывно дифференцируема на 
всей оси, периодическая с периодом 1, и 
f x i x xp x0

1
2

1( ) ( ) ( )
( )

= + -ÈÎ ˘̊f f  п р и  x Œ ,[ ]0 1 ; 

p x e
iax i q t dt

x

( )
( )

=
Ú-
0 , a q t dt= / + Úp 2

0

1

( ) .  
Доказательство. Как установлено выше, 

если функцию f x0( )  продолжить периодически 
с периодом 1 на всю ось, то получим непрерыв-
но дифференцируемую всюду функцию. Про-
верим теперь, что u x t( ), , заданная формулой 
(15), является решением смешанной задачи 
(1)—(2). 

Сначала, покажем, что u x t( ),  удовлетворя-
ет дифференциальному уравнению ��������� (1). ����Име-
ем� 
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1 1

1
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b
b

b

b
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i u
x t ae p x f x t

ip x f x t
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t
a it

a i
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a it

p x f x t

ip x f x t

u t e
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1 10
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b
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1 1
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0

0 0

x x b
x x b x x b

x ff t e p x f x t
p x f x t ip

x
a it

0 1 0

0 1
( )] [ ( ) ( )

( ) ( ) (
x b b

b
x

b+ | = - ¢ + -
- + - ¢ -

= -

xx f x t
ip x f x t

) ( )
( ) ( )]

0

0

1
1 1

- + -
- - - + .

b
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Подставляя данные соотношения в (1), полу-
чим 

	

e f x t ap x ip x
p x q x f x t a

a itb b
b

{ ( )[ ( ) ( )
( ) ( )] ( )[

0

0

1 1 1
1

- + - + ¢ - -
- - + + - iip x p x

ip x q x f x t
i
p x

ip x f

( ) ( )

( ) ( )] ( )[ ( )

( )] (

+ ¢ +

+ + - + - +

+ - +
0

0

1
1

1

1

b

xx t p x p x+ - + .b )[ ( ) ( )]}

Последние две квадратные скобки равны нулю. 
Подставляя явные выражения для p x( )  и ¢p x( ) , 
получим, что первая и вторая квадратные 
скобки также равны нулю, т.е. u x t( ),  удовлет-
воряет уравнению (1). 

Далее ,  при x Œ ,[ ]0 1  имеем u x p x f x ip x f x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), = - - - = .0 1 10 0 f 
u x p x f x ip x f x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), = - - - = .0 1 10 0 f  Наконец 

u t e p f t ip f ta it( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]0 1 0 00 0, = - = ,b b b  т.е. на-
чальное и краевое условие выполнены. Теорема 
доказана.   

2. Случай произвольного потенциала. 
Теорема о разложении по собственным 
функциям. Рассмотрим теперь общий случай, 
когда для q x( )  требуем только выполнения 
условия q x C( ) [ ]Œ ,1 0 1 , и q x( )  — вещественна. 

М. Ш. Бурлуцкая, А. П. Хромов
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Обозначим через L  тот же оператор, что и в 
п.1, но q x( )  теперь имеет новый смысл. Тогда, 
если y R f L E f= = - -

l l( ) 1 , то 
¢ - + = + , = .y x q x y x y x f x y( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0l 	(16)

Положим� z x z x z x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 , ����где� z x y x1( ) ( )= , 
z x y x2 1( ) ( )= - . �����������������������������    Тогда, из (16) получаем зада-
чу 
	 Bz x P x z x z x F x¢ + = + ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )l 	 (17)

	 U z M z M z( ) ( ) ( )= + = ,0 10 1 0 	 (18)

г д е�  B =
-Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

0 1
1 0

,  P x
q x

q x
( )

( )
( )

=
-

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

0
0 1

, 

M0

1 0
0 0

=
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ , M1

0 0
0 1

=
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ , F x f x f x

T
( ) ( ) ( )= ,( )1 2  

и� f x f x1( ) ( )= , f x f x2 1( ) ( )= - . 
Также как в [5] доказываются следующие 

утверждения 
Лемма 7. Если l  таково, что Rl  сущес-

твует, то z x( )  удовлетворяет (17)–(18). 
Обратно, если z x( )  удовлетворяет (17)–(18) 
и соответствующая однородная система име-
ет только нулевое решение, то Rl  сущест-
вует и R f x z xl ( ) ( )= 1 , а z x z x2 1 1( ) ( )= - . 

Лемма 8. Преобразование z x v x( ) ( )= ,G l , 
где G — матрица из п.1, приводит систему 
(17) к виду 

	 ¢ + = + ,-v x P x v x D v x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1l F 	 (19)

где� P x
i q x q x q x q x
q x q x i q x q1

1
2

1 1
1 1

( )
[ ( ) ( )] ( ) ( )
( ) ( ) [ ( ) (

=
- + - - + -
- + - + - xx)]

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ , 

D
i
i

- =
-Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

1
0

0
, F G( )x D F= - -1 1 . 

П у с т ь�  H x H x H x( ) ( ) ( ), = + -l l0
1

1 ,  ����  г д е� 

H x h x h x0 1 2( ) ( ) ( )= ,( )diag , h x p t dti

x

ii( ) exp ( )= -
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

Ú
0

, 

p xii( )  — диагональные ����������������� элементы���������  ��������матрицы� 
P x1( ) , ��а� H x1( )  — ������������������������ кодиагональная����������  ���������матрица��, 
являющаяся�������������������������������    ������������������������������  решением����������������������   ��������������������� матричного�����������  ����������уравнения� 
H x P x H x H x D D H x0 1 0 1

1 1
1 0¢ - -+ + - = ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) .  

Тогда известно [6, с. 48—58], что преобразова-
ние v x H x w x( ) ( ) ( )= , l  приводит систему (19) к 
виду 

¢ + = + , ,- -w x P x w x D w x H x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l l1 1 F 	(20)

где� P x H x P x H x H xl l l( ) ( ) ( ) ( ) ( )= , +ÈÎ ˘̊- - ¢1 1
1 1 1

 . ���Из 
(18) получим краевые условия для w x( ) : 

	 Q w Q w0 10 1 0l l( ) ( )+ = , 	 (21)

где� Q M H0 0 0l l= ,G ( ) , Q M H1 1 1l l= ,G ( ) . 
Обозначим через Sd  область, полученную 

из l -плоскости удалением всех чисел вида 

pn a+ , (n ŒZ ), a q t dt= / + Úp 2
0

1

( ) , вместе с 

круговыми окрестностями одного и того же 
достаточно малого радиуса d . Как и в [7] по-
лучаем следующее утверждение. 

Лемма 9. В области Sd  при достаточно 
больших l  краевая задача (20)–(21) однознач-
но разрешима и для ее решения имеет место 
о ц е н к а   w O f

• •
= ( )y l( ) ,  г д е 

y l ll( ) ReRe= - -Ê

Ë
Á
Á

ˆ

¯
˜
˜1 e ii , 

•
◊  — норма в L• . 

Теорема 2.  Если f x C( ) [ ]Œ ,1 0 1 , f ( )0 0= , 
то 

	 lim ( ) ( )
r rf x S f x
Æ• •

- , = ,0

где S f x R f dr i
r

( ), = -
=
Ú1

2p
l

l l  — частичная сум-

ма ряда Фурье функции f  по собственным и 
присоединенным функциям оператора L . 

Доказательство. По лемме 7 имеем 

	 S f x
i

R F dr
r

( ), = - ÈÎ ˘̊ ,
=
Ú

1
2 1p

l
l

l
 	 (22)

г д е  lR  —  р е з о л ь в е н т а  о п е р а т о р а 
Lz Bz x P x z x = ¢ +( ) ( ) ( ), U z( ) = 0, F x f x f x T( ) ( ( ) ( ))= , -1 , 
[ ]1  означает первую компоненту вектора. 

Пусть число l0  не является собственным 
значением оператора L . Тогда по тождеству 
Гильберта   R F R G Fl l l l= - / -( ) ( )0 ,  где 
G LF F= - l0 . Отсюда по лемме 9 получим 

	

- =

= -
-

= + ,

=

=

Ú

Ú

1
2

1
2

1
0

p
l

p l l
l

l
l

l

l

i
R Fd

F x
i

R G
d F x o

r

r




( ) ( ) ( )

	(23)

где o( )1 0Æ  при r Æ •  равномерно по x Œ ,[ ]0 1 . 
Из (22) и (23) следует утверждение теоремы. 

3. Асимптотические формулы для 
собственных значений и собственных 
функций оператора L . Рассмотрим одно-
родную систему 

	 ¢ + = .-w x P x w x D w x( ) ( ) ( ) ( )l l 1 	 (24)
Лемма 10. Матричное уравнение (24) 

имеет следующее решение с асимптотикой 

	 w x E O D x( ) exp, = + { },-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

-l l l1 1 	 (25)

О классическом решении смешанной задачи для уравнения первого порядка с инволюцией
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где E  — единичная матрица 2 2¥ , матрица-
функция O l -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

1  регулярна� в полуплоскостях 
Re il ≥ 0  и Re il £ 0  при l  достаточно боль-
ших. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У р а в н е н и е 
¢ = -w x D w x( ) ( )l 1  имеет матрицу-решение 
w x D x C( ) exp, = { }-l l 1 , где C  — произвольная 
матрица. По методу вариации произвольной 
постоянной, полагая C C x= ( ) , из (24) получим 
соотношение для ¢C x( ) , интегрируя которое 
придем к следующему уравнению 

	 C x C e P t e C t dt
x D t D t( ) ( ) ( )= - Ú - - -

0

1 1l
l

l 	 (26)

(C  — пока неопределенная постоянная матри-
ца). Для того, чтобы провести нужную оценку 
интегрального слагаемого, выполним замену 
C x e C x eD x D x( ) ( )= - - -l l1 1 . Тогда (26) перейдет в 
соотношение 





C x

e Ce e P t C t e dtD x D x x D x t D x t

( )

( ) ( )( ) ( )

=

= -
- - - -- - - -Úl l l

l
l1 1 1 1

0
..
	(27)

Обозначая элементы матрицы P t C tl( ) ( )  через 
xij , полагая C E C= +  , где  C cij= ( ) , из (27) 
имеем 

	

C x E
c c e
c e c

x x e

x

x

x x t

  

 
( )

(

= +
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ -

-

-

- -

Ú

11 12
2

2

0

11 12
2

21 22

m

m

m ))

( )x e x
dt

x t
21

2
22

m -

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,
	 (28)

где� m l= i . �������������������������  Пусть для определенности Rem ≥ 0  
(противоположный случай рассматривается 
аналогично). Так как компоненты P xl( )  имеют 
оценку O l -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

1 , то достаточно положить 

  c c c11 12 22 0= = = , c x e dtt21
0

1

21
2= Ú - m , и мы получим 

C x E O( ) = + ,-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃l 1  откуда легко следует ут-

верждение леммы. 
Из леммы 10 следует 
Лемма 11. Система 

	 Bz x P x z x z x¢ + =( ) ( ) ( ) ( )l 	 (29)
имеет матрицу-решение с асимптотикой 

	

z x
h x ih x
ih x h x

E O

( )

( ) ( )
( ) ( )

ex

, =

=
-

-
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

l

l1 2

1 2

1 pp lD x-{ }.1

Лемма����  12. Число l  является собствен-
ным значением, а y x( )  собственной функцией 
краевой задачи 

� Под регулярностью понимается аналитичность 
функции внутри области и непрерывность на границе.

	 ¢ - + = , = ,y x q x y x y x y( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0l 	 (30)
т о г д а  и  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а 
z x z x z x y x y xT T( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))= , = , -1 2 1  является 
ненулевым решением системы (29) с краевыми 
условиями  

	 z z z1 1 20 0 1 2 1 2( ) ( ) ( )= , / = / . 	 (31)
Доказательство. Необходимость доказывает

ся также как в п. 2 (лемма 7). Учитывая, что 
y( )0 0=  и z x z x1 2 1( ) ( )= - , получим условия (31). 

Обратно, пусть z x( )  ненулевое решение 
(29)–(31). Меняя в (29) x  на 1 - x  и полагая 
u x u x u x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 ,  г д е  u x z x1 2 1( ) ( )= - , 
u x z x2 1 1( ) ( )= - , получим, что u x( )  также удов-
л е т в о р я е т  ( 2 9 ) .  П о с к о л ь к у 
u z z u1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )/ = / = / = / , то в силу 
единственности задачи Коши для системы (29) 
с начальным условием в точке x = /1 2  имеем 
u x z x( ) ( )∫ . Отсюда� z x z x1 2 1( ) ( )= - . ��������� Тогда из 
первого уравнения в (29) и условия (31) полу-
чим 

	 z x q x z x z x z1 1 1 11 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )- + = , = ,l
т.е. y x z x( ) ( )= 1  есть собственная функция за-
дачи (30).   

Из лемм 11 и 12 известными приемами по-
лучаются следующие результаты. 

Лемма 13. Краевая задача (30) имеет 
бесконечное множество собственных значений  
ln  , для которых имеют место асимптоти-
ческие формулы 

	 l ln n O n n n n …= + /( ) , = ± , ± + ,0
0 01 1( )

где l pn n a0 2= + , a q t dt= / + Úp 2
0

1

( ) , n0  доста-

точно большое натуральное число. При этом 
достаточно большие по модулю собственные 
числа являются простыми.  

Лемма 14. Для собственных функций 
y xn( )  краевой задачи (30) справедливы следу-
ющие асимптотические формулы 

	 y x y x O n n n n …n n( ) ( ) ( )= + /( ) , = ± , ± + , ,0
0 01 1

где� y x h x e ih x en
i x ixn n0

2
1

21
0 0

( ) ( ) ( )( )= - --l l . 
Так как L  самосопряженный оператор, то 

по теореме 2 получим 
Лемма 15. Система y xn( ){ }  является 

ортогональной и полной в L2 0 1[ ], ,  и 
2

2 1y O nn = + /( ) ,  где ◊  — норма в L2 0 1[ ], . 
4. Решение задачи (1)—(2). Согласно 

методу Фурье, формальное решение задачи 
(1)—(2) имеет вид 

М. Ш. Бурлуцкая, А. П. Хромов
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R x e d
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ll bn it ,
	 (32)

где r  таково, что при ln r>  все собственные 
значения простые. 

Представим ряд (32) в виде 

	 u x t u x t u x t u x t( ) ( ) ( ) ( ), = , + , + , ,1 2 3

где� 

    u x t
i

R R x e d
r

it
1

01
2

( ) ( ), = - -( ) ,
=

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Úp
f l

l
l l

lb 	(33)

u x t
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y
y x e

y

y
y x

n
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n
it n
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n2 2

0

20

0( ) ( ) (, =
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,
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))e n itl b0
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Î
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Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

, 	(34)

	 u x t
y

y
y x e

n

n

n

n
itn

3

0

20

0 0

( ) ( ), =
,

,
=-•

+•
Ê
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ˆ
¯̃Â

f
l b 	 (35)

где Rl
0  — резольвента оператора L0  

	
L y x y x q x y x

y q x q x q x

0 1

1

1

0 0
1
2

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

= ¢ - + ,

= , = + - .

Легко видеть, что ln
0  и y xn

0( )  из лемм 13 и 14 
являются собственными значениями и собствен-
ными функциями оператора L0 . 

Считаем далее, что 0  не является собствен-
ным значением операторов L  и L0  (это не 
ограничивает общности). 

Лемма 16. Имеет место формула 

u x t

g y y x e

y

g y y x

n

n
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n n
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n n

n n
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,

	(36)

где g L= f , g g L1 0= - f , g L g2 0 1=  (здесь g1  из 
области определения оператора L0 , так как 
q x C( ) [ ]Œ ,1 0 1 ). 

Доказательство. Из тождества Гильберта 
имеем: 

	 R
R g

l
lf f

l l
= - + ,

	
R

R L R g g

R g R g R
l

l l

l l l

f f
l

f
l

f
l l

f
l l l

f
l

0
0

0
0

1

0 0
1

= - + = - +
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( ) ( )

00
1
2

0
2

2

g g R g
l l l
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Тогда� 

	 R R
R R g g R g

l l
l l lf f

l l l
- =

-
- + ,0

0
1
2

0
2

2

( )

и (36) следует из представления слагаемых в (34) 
через интегралы от резольвенты по контурам 
достаточно малого радиуса с центрами в ln .� 

Лемма����  17. Ряды в (36) и ряды, полученные 
из них почленным дифференцированием по x  
и t , равномерно сходятся по x Œ ,[ ]0 1  и 
t Œ -•, +•( ) .  

Доказательство. Согласно неравенствам 
Коши-Буняковского и Бесселя, ряды Â | , |

◊| |

( )g y

y
n

n nl
 

и Â | , |

◊| |

( )g y

y
n

n n

0

0 0l
 сходятся, откуда следует равномер-

ная сходимость рядов в (36). Рассмотрим ряд 
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	(37)

Используя оценки из лемм 13, 14, 15 имеем 
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Поэтому ряд, полученный почленным диф-
ференцированием по x  ряда (37), имеет сле-
дующее представление 

l

l b

ln

n

r

n n n
it

n n

n

g y y y x e

y
g y O

n>

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ Ê
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ˆ
¯̃Â

, - ¢
+ ,

Ê
Ë

0 0

20 0

0

1( ( ))
ÁÁ

ˆ
¯̃

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
. 	(38)

Приемами, аналогичными [8, с. 71] для раз-
ности y yn n- 0  можно получить уточненные 
о ц е н к и ,  с о г л а с н о  к о т о р ы м 
g y y n O nn n n, - = / + /Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

0 21a ( ) , где Â < •an
2 . От-

сюда следует равномерная сходимость первого 
ряда в (38). Для второго слагаемого в (38) она 
очевидна. Аналогично доказывается равномер-
ная сходимость ряда, полученного из (37) 
почленным дифференцированием по t . Для 
второго слагаемого в (36) утверждение леммы 
очевидно.

Используя результаты п.1, имеем 

О классическом решении смешанной задачи для уравнения первого порядка с инволюцией



32 ВЕСТНИК ВГУ. Серия: Физика. Математика. 2010. № 2

Лемма 18. Функция f x0( ) , полученная 
периодическим с периодом 1 продолжением 
функции 

	 f x
p x

i x x x0

1
2

1 0 1( )
( )

( ) ( ) [ ]= + -ÈÎ ˘̊ , Œ , ,f f

где p x h x eiax( ) ( )= 2 , непрерывно дифференциру-
ема на ( )-•, +• . 

Лемма 19. Имеет место формула: 

u x t
e p x f x t ip x f x ta it

3

0 01 1

( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

, =
= - - + - + ,b b b

	(39)

где f x0( )  из леммы 18. 
Теорема 3. Если q x( )  вещественна, 

q x C( ) [ ]Œ ,1 0 1 , f( ) [ ]x CŒ ,1 0 1 , f f( ) ( )0 1 0= ¢ = , то 
классическое решение задачи (1)—(2) сущест-
вует и имеет вид: 

	 u x t u x t u x t u x t( ) ( ) ( ) ( ), = , + , + , ,1 2 3 	 (40)
где u x t1( ), , u x t2( ),  определены по формулам 
(33), (34), а u x t3( ),  по формуле (39).  

Доказательство. В силу лемм 17 и 18 u x t( ),  
дифференцируема по обеим переменным. Обоз-
начим через Du  следующее дифференциальное 
выражение 
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Далее 
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Поэтому 
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Учитывая (32) и (35), получим из (41) и (42) 

D u x t u x t q x u x t q x u x t( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3, + , = , - , . 	(43)
Наконец, согласно теореме 1, 

	 Du x t q x u x t3 1 3( ) ( ) ( ), = , , 	 (44)

	 u x x u t3 30 0 0( ) ( ) ( ), = , , = .f 	 (45)
Из (43) и (44) следует, что u x t( ), , представлен-
ная формулой (40), удовлетворяет уравнению 
(1). Далее, из очевидных равенств 
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и из (45) следует, что u x t( ),  удовлетворяет 
условиям (2).   
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