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аннотация. Находятся математическое ожидание, вторая моментная и дисперсионная фун-
кции решения начальной задачи для трехмерного уравнения переноса и диффузии. Получен-
ные формулы могут использоваться, если известны характеристические функционалы слу-
чайных процессов.
Ключевые слова: уравнение диффузии, случайный процесс, моментные функции, вариа-
ционная производная.

Abstract. Mathematical expectation, second moment function and variance function for solution 
of transfer and diffusion equation are found. Received formulas can be used if characteristic 
functionals of random processes are known.
Key words: Diffusion equation, random processes, moment function, variational derivative.

В данной работе рассматривается началь-
ная задача для уравнения переноса и диффузии 
вещества    
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, , ,  D  — оператор Лапласа 

по x,  ◊ ◊,  — скалярное произведение в 3,  
u T: ¥ Æ 3  — концентрация вещества, 
e e e e= ( , , ) :1 2 3

3T Æ   — вектор скорости пе-
реноса, m :T Æ   — коэффициент диффузии, 
f T: 3¥ Æ   — плотность источников диф-
фундирующего вещества, u0

3:  Æ  — кон-
центрация вещества в начальный момент вре-
мени.

Состояние окружающей среды может ме-
няться случайным образом, поэтому параметры 
протекающих процессов, находящихся под 
воздействием среды, будут также носить слу-
чайных характер. По этой причине скорость 
переноса, коэффициент диффузии, плотность 
источников примеси, концентрацию примеси в 
начальный момент времени будем рассматри-
вать как случайные процессы. В этом случае 
концентрация примеси, т.е. решение зада-
чи (�), (2), так же является случайным процес-
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сом. На практике во многих случаях для ха-
рактеристики случайных процессов достаточно 
знать лишь его числовые характеристики — мо-
ментные функции. В работе находятся мате-
матическое ожидание, вторая моментная и 
дисперсионная функции решения зада-
чи (�), (2).

Предполагается, что случайное поле u0  не 
зависит от случайных процессов e,  m,  f ,  и 
процессы e,  m,  f  заданы характеристическим 
функционалом
 j( , , ) ( , , ),v p w e v p w= M  
где
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M  — знак математического ожидания по фун-
кции распределения процессов e,  m  и f ,  
v v v v L T= ( , , ) ( )1 2 3 1

3Œ ,  p L TŒ 1( ),  w L TŒ ¥1
3( ) ,  

L T1( )  и L T1
3( )¥   — пространство суммиру-

емых, соответственно, на отрезке T  и на мно-
жестве T ¥ 3  функций.

ДЕТЕрМИНИрОВаННыЕ 
НачалЬНыЕ ЗаДачИ ДлЯ 

НаХОжДЕНИЯ МОМЕНТНыХ 
ФуНКЦИй

Пусть t ŒT,  y y y y= ( , , )1 2 3
3Œ .

Введем отображения 
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где u t x( , )  — решение задачи (�), (2), M  — знак 
математического ожидания по функции рас-
пределения случайных процессов e,  m,  f  и 
u0.

Отметим, что 
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таким образом, для нахождения математичес-
кого ожидания и второй моментной функции 
решения задачи (�), (2) достаточно знать отоб-
ражения M  и D  в окрестности нуля перемен-
ных v p w, , .

Умножив (�), (2) в первом случае на 
e v p w( , , ),  во втором на u y e v p w( , ) ( , , )t  и усред-
нив по функции распределения случайных 
процессов e,  m,  f  и u0,  используя свойства 
вариационной производной [�] и независимость 
u0  от e,  m,  f ,  получим детерминированные 
задачи для M
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D( , , , , , , ) = ( ( ) ( , ) ( , , )).0 0t x y v p w u x u y e v p wt tM  (6)
Определение 1. Математическим ожи-

данием решения задачи (�), (2) называется 
M( , , 0, 0, 0)t x ,  где M  — решение задачи (3), (4) 
в некоторой окрестности (0,0,0) переменных 
v p w, , .  Если M  является решением зада-
чи (3), (4) в смысле обобщенных функций, то 
M( , , 0, 0, 0)t x  называется обобщенным мате-
матическим ожиданием.

Определение 2. Второй моментной фун-
кцией решения задачи (�), (2) называется 
D( , , , , 0, 0, 0)t x yt ,  где D  — симметричное по 
переменным ( , )t x  и ( , )t y  решение зада-
чи (5), (6) в некоторой окрестности (0,0,0) пе-

ременных v p w, , .  Если D  является решением 
задачи (5), (6) в смысле обобщенных функций, 
то D( , , , , 0, 0, 0)t x yt  называется обобщенной 
второй моментной функцией.

рЕШЕНИЕ ЗаДачИ КОШИ ДлЯ 
ДИФФЕрЕНЦИалЬНОГО 

ураВНЕНИЯ ТрЕТЬЕГО ПОрЯДКа 
С ОБычНыМИ 

И ВарИаЦИОННыМИ 
ПрОИЗВОДНыМИ

задачи (3), (4) и (5), (6) — частные случаи 
задачи Коши для дифференциального уравне-
ния третьего порядка с обычными и вариаци-
онными производными вида 
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г д е  t TŒ ,  x Œ3,  v L TŒ 1
3( ),  p L TŒ 1( );  

z T L T L T: ( ) ( )3
1
3

1¥ ¥ ¥ Æ   — искомая фун-
кция; a a a a= ( , , )1 2 3 ,  a Tk : Æ ,  k = 1,2, 3,  
b T: Æ ,  g T L T L T: ( ) ( )3

1
3

1¥ ¥ ¥ Æ ,  
z L T L T0

3
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1: ( ) ( ) ¥ ¥ Æ  — заданные отоб-
ражения.

решение задачи (7), (8) получено в [2].
Пусть x x x x= ( , , )1 2 3

3Œ .  Введем обозначе-
ния x x x x
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если  принадлежит
отрезку с концами 
в противном случае
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Пусть F fx [ ]( )x  обозначает преобразование 
Фурье по переменному x  [3], F f xx

-1[ ]( )  — об-
ратное преобразование Фурье по переменному 
x,  знак *x  — свертку по переменному x.

Teoрема 1. Пусть a  и b  — непрерывные 
на T  функции, существует окрестность U  нуля 
в L T L T1

3
1( ) ( )¥  такая, что при всех ( , )v p UŒ  

существуют измеримые по s t,  на T T¥  и не-
прерывные соответственно по vk  и p  при 
s t T, Œ  вариационные производные 
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g  суммируемо на T  по первой переменной, 
существуют непрерывные, соответственно, по 
vk  и p  при t TŒ  вариационные производные 
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ограничены при s t T, Œ  суммируемыми на 3  
функциями, тогда 
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является решением задачи (7), (8).
В формулировке теоремы у отображений g  
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МаТЕМаТИчЕСКОЕ ОжИДаНИЕ
При выполнении условий теоремы � отобра-
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Для нахождения математического ожида-
ния положим v = 0,  p = 0  и w = 0.  Приведем 
точную формулировку получаемого результа-
та.

В формулировке теоремы вновь опустим 
о б о з н а ч е н и я  а р г у м е н т о в : 

- ◊ ◊xc x c( , , ), ( , , ), 00

2

0t t i t t  у j,  если же речь идет 

о вариационной производной j  по w s x( , ),  то 
- ◊ ◊xc x c( , , ), ( , , ), 0.

2
s t i s t

Теорема 2. Пусть функция M( ( ))0u x  сум-
мируема на 3,  существует окрестность U  
нуля в L T L T L T1

3
1 1

3( ) ( ) ( )¥ ¥ ¥   такая, что при 
всех ( , , )v p w UŒ  существуют измеримые по s t,  
на T T¥  и непрерывные, соответственно, по 
vk  и p  при s t T, Œ  вариационные производные 

d j xc x c
d d

2 2( ( , , ), | | ( , , ), 0)
( ) ( , )

,
- ◊ ◊s t i s t

v t w s xk

 k = 1,2, 3,  

d j xc x c
d d

2 2( ( , , ), | | ( , , ), 0)
( ) ( , )

,
- ◊ ◊s t i s t

p t w s x
 п р и ч е м 

dj
d
( , , )
( , )
v p w
w s x

 суммируемо по s,  существуют не-

прерывные, соответственно, по vk  и p  при 
t TŒ  в а р и а ц и о н н ы е  п р о и з в о д н ы е 

dj xc x c

d

( ( , , ), ( , , ), 0)

( )
,0

2

0- ◊ ◊t t i t t

v tk
 k = 1,2, 3,

 
dj xc x c

d

( ( , , ), ( , , ), 0)

( )
,0

2

0- ◊ ◊t t i t t

p t
 

функции 

 F u x F u x
t

w s x t w s x

x x[ ( ( ))]( ) , [ ( ( ))]( ) ,

( , )
,

( ,

0 0M Mx j x j

dj
d

dj
d

∂
∂

∂
∂ ))

,
( ) ( , )

,

( ) ( , )
,

( , )
(

2

2

d j
d d

d j
d d

dj
d

x

v t w s x

p t w s x

F
t w s x

k

x

∂
∂

È

Î
Í

˘

˚
˙ )) , [ ( ( ))]( ) ,

[ ( ( ))]( ) , [ ( ( ))]( )

0

2

0 0

x x j

x x j x x

k x

x k x

F u x

F u x F u x

M

M M
ddj

d

x x dj
d

x dj
d

x

v t

F u x
p t

F
w s x

k

x

k x

( )
,

[ ( ( ))]( )
( )

,

( , )
( ) ,

2

0M

È

Î
Í

˘

˚
˙ xx d j

d d
x

x dj
d

x x

k x
k

x

F
v t w s x

F
w s x

2

2 2

( ) ( , )
( ) ,

( , )
( ) ,

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ FF

p t w s xx

d j
d d

x
2

( ) ( , )
( )

È

Î
Í

˘

˚
˙

Моментные функции решения уравнения переноса и диффузии
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ограничены при s t T, Œ  суммируемыми на 3  
функциями, тогда
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является математическим ожиданием решения 
задачи (�), (2).

ВТОраЯ МОМЕНТНаЯ ФуНКЦИЯ
Прежде чем решать задачу (5), (6), опреде-

лим выражение, стоящее в правой части (6). 
Для этого выпишем задачу (5), (6) при t = 0t
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и при выполнении условий теоремы �, получа-
ем решение 
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Так как отображение D  симметрично по 
переменным t x,  и t,y,  то последнее равенство 
можно переписать в виде 
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Условие (6) приняло вид (�4).
По теореме � решение задачи (5), (�4) на-
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Применение дважды теоремы � при нахож-
дении второй моментной функции и вид на-
чальных условий и неоднородности приводят 
к громоздким условиям, поэтому перейдем от 
рассмотрения моментных функций в класси-
ческом смысле к обобщенным моментным 

Т. В. Беседина, В. Г. Задорожний
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функциям, что позволяет ослабить наклады-
ваемые условия.

Так как имеет место (�0), то 
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Подставляя последнее в (�5) и положив 
v = 0,  p = 0  и w = 0,  получим вторую момен-
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  (�6)

является обобщенной второй моментной фун-
кцией решения задачи (�), (2).

ДИСПЕрСИОННаЯ ФуНКЦИЯ
зная математическое ожидание и вторую 

моментную функцию можно найти дисперси-
онную функцию решения задачи (�), (2)
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Для нахождения ( ( ( , )))2M u t x  воспользуем-
ся результатом теоремы 2.

Теорема 4. Пусть выполнены условия 
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является обобщенной дисперсионной функцией 
решения задачи (�), (2).

Случай НЕЗаВИСИМОСТИ 
ПрОЦЕССа f  ОТ ПрОЦЕССОВ e,  m

заметим, что для нахождения моментных 
функций решения задачи (�), (2) требуется 
знать моментные функции u0 :  математическое 
ожидание u0  для нахождения математическо-
го ожидания и, кроме того, вторую моментную 
функцию u0  для нахождения второй момент-
ной и дисперсионной функций. Оказывается, 
тоже верно и для f ,  если f  не зависит от слу-
чайных процессов e  и m.  Покажем это.

Пусть даны характеристические функцио-
налы je m, ( , )v p  процессов e( )t  и m( )t  и j f w( )  
процесса f t x( , ).  Так как характеристический 
функционал независимых процессов равен 
произведению характеристических функциона-
лов, то j j je m( , , ) = ( , ) ( ),v p w v p wf .
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Тем самым, для нахождения моментных 
функций решения задачи (�), (2) достаточно 
знать не характеристический функционал f ,  
а моментные функции f .

Подставив, полученное выше, в (��), (�6), 
(�7), приходим к следующим результатам.

Теорема 5. Если случайный процесс f  не 
зависит от e,  m,  функция M u x( ( ))0  суммиру-
ема на 3,  M f t x( ( , ))  суммируема на T ¥ 3,  
с уществу ет  окре с тно сть  U  н уля  в 
L T L T L T1

3
1 1

3( ) ( ) ( )¥ ¥ ¥   такая, что существу-
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и непрерывные по p  вариационные производ-
ные 
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является обобщенным математическим ожида-
нием решения задачи (�), (2), где 
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Теорема 6. Пусть выполнены условия 
теоремы 5, кроме того функция M( ( ) ( ))0 0u x u y  
суммируема на  3 3¥ ,  существует окрест-
ность U U1 Õ  такая, что существуют непрерыв-
ные по vk  вариационные производные 
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является второй обобщенной моментной фун-
кцией решения задачи (�), (2), где 
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Теорема 7. Пусть выполнены условия 
теоремы 6, тогда 
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является обобщенной дисперсионной функцией 
решения задачи (�), (2).

ПрИМЕр
Пусть случайные процессы ek t k( ), = 1,2, 3,  

m( ),t  f t x( , ) независимы. Компоненты e( )t  рас-
пределены по номальному закону распределе-
ния, m( )t  имеет равномерное распределение, их 
характеристические функционалы имеют вид 
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где b s sk ( , )1 2  — ковариационная функция про-
цесса ek t( ),  k = 1,2, 3,
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Введем обозначения 

 

M s t s ds B s s t

b s s ds ds

k
s

t

k k

s s

t

k

( , ) ( ) , ( , , , )

( , )

= =

=

Ú

ÚÚ

Me t

t

1 1 1

1

1 2 1 2,,

( , ) ( ) , ( , ) ( ) ,

( , ) (

M s t s ds A s t a s ds

G s t B s

s

t

s

t

k k

m m= =

=

Ú Ú
-

M 1 1 1 1

1
2

 

,, , , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , , , ) ( , ) (

t s t M s t A s t

G s t B s t s t M s t A sk k

+ -

= + ++

m

m

1
2

,, ),

( , , , ) ( , ) ( , ) ( , , , ),

( ,

t

H s s t G s G s t B s s t
H s
k k k k

k

- - -

+

= -1 1 1

1

4t t t
tt t t, , ) ( , ) ( , ) ( , , , ).s t G s G s t B s s tk k k= -+ +4 1 1

 

Так как ковариационная функция b s sk ( , )1 2  
симметрична по переменным s1  и s2,  то 
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При вычислении моментных функций нам 
понадобятся значения характеристических 
функционалов процессов ek k, = 1,2, 3  и m
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Теперь найдем F1( , , )s t x , для этого вычис-
лим обратное преобразование Фурье от (23) по 
переменному x  
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Обратное преобразование Фурье выража-
е т ся  ч ер е з  прямо е  пр е о бра з о вани е 
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Пусть G s tk
- >( , ) ,0  k = 1,2, 3,  " Œs t T, .  Так 

как a s( ) > 0,  то и A s t s t T( , ) , , ,> " Œ0  тогда при 
выполнении условияG s tk

-( , ) > 0,  выполняется 
G s tk

+ >( , ) ,0  k = 1,2, 3,  " Œs t T, .  Следователь-
но, можно воспользоваться последней форму-
лой для вычисления преобразования Фурье. 
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Вычислим обратное преобразование Фурье 
от (24) по переменному h.
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Вычислив от последнего выражения обрат-
ное преобразование Фурье по переменному x , 
получим
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Пусть H s s tk
- >( , , , ) ,1 0t  тогда H s s tk

+ >( , , , ) ,1 0t  
k = 1,2, 3,  s t T, ,Œ  и преобразование Фурье 
может быть вычислено по приведенной выше 
формуле.
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Вторая моментная функция вычисляется 
по формуле (20), где F2 1( , , , , , )x y s s tt  находится 
по формуле (26).
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