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аннотация: в данной статье рассматривается третья краевая задача для обобщенного урав-
нения параболического типа с дробной производной по времени порядка  a a0 1< <( )  в 
многомерной области. Для уравнения строятся локально-одномерные схемы (ЛОС). Получе-
на априорная оценка для решения ЛОС. Доказаны устойчивость и сходимость ЛОС для 
рассматриваемого уравнения. 
Ключевые слова: третья краевая задача, обобщенное уравнение параболического типа, 
производная дробного порядка, локально-одномерные схемы, априорная оценка, устойчивость, 
сходимость. 

Abstract: in this paper we consider the third boundary value problem for general parabolic dif-
ferential equation of fractional order in multidimensional field. For the equation is constructed 
locally one-dimensional schemes (LOS). there is received a priori estimate for solutions of LOS in 
this paper. Stability and convergence of LOS for the considered equation are proved. 
Key words: the third boundary problem, general parabolic differential equation, derivatives of 
fractional order, locally one-dimensional schemes, a priori estimate, stability, convergence. 

ВВЕДЕНИЕ 
Дифференциальные уравнения дробного 

порядка возникают в задачах классической 
механики (обратные задачи), гидродинамики 
(движение тела в вязкой жидкости), теплопро-
водности (динамика тепловых потоков), диф-
фузии (электрохимический анализ поверхнос-
тей электродов), при изучении физических 
процессов стохастического переноса, при ис-
пользовании концепции фрактала в физике 
конденсированных сред и во многих других. 

Уравнения в дробных производных описыва-
ют эволюцию некоторой физической системы с 
потерями, причем показатель производной ука-
зывает на долю состояний системы, сохраняю-
щихся за все время эволюции. Такие системы 
могут быть классифицированы как системы с 
“остаточной” памятью, занимающие промежуточ-
ное положение между системами, обладающими 
полной памятью, с одной стороны, и марковски-
ми системами, с другой. Дробные производные 
по координатам обычно отражают самоподобную 
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неоднородность структуры или среды, в которой 
развивается процесс. Такие структуры называют 
фракталами. [�] — [2]. 

Локально-одномерные схемы для диффе-
ренциальных уравнений диффузии дробного 
порядка с краевыми условиями первого рода 
рассмотрены в работе [3]. В работе [4] рассмот-
рена локально-одномерная разностная схема 
для уравнения параболического типа в p -мер-
ном параллелепипеде и для гиперболического 
уравнения при p = ,2 3  с краевыми условиями 
третьего рода. 

1. локально-одномерная разностная 
схема. В цилиндре Q G TT = ¥ ,( ],0  основанием 
которого служит p -мерный параллелепипед 
G x x x x x pp= = , , .., : < < , = ,{ ( ) }1 2 0 1b b b  с 
границей G , рассмотрим задачу: 
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 0 1< <a  — дроб-

ная производная по Капуто [5] порядка a,  
u u t= ∂ ∂/ .

Пространственную сетку выберем равно-
мерной по каждому направлению Oxb  с шагом 
h N pb b b b= / , = , 1 :

 w bb b b b b b b b
b

h

ix i h i N h N p= = : = , , ..., , = / , = ,{ }.( ) 0 1 1

При этом будем обозначать wh  — множес-
тво всех внутренних узлов сетки wh ,  т.е. 

 w bb b b b b b b b
b

h
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w
bh
 — множество всех узлов по отдельному 

направлению xb ,  w bh
 — множество внутренних 

узлов по отдельному направлению xb .
На отрезке [ ]0,T  введем сетку 
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По аналогии с [6, Гл. IX, стр.48�] уравнению 
(�) поставим в соответствие цепочку одномер-
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Уравнение (�) перепишем в виде 
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решать задачи [6, Гл. IX, стр. 48�, ф-ла (6)] 
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полагая при этом при этомпри этом этомэтом 
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Дискретный аналог дробной производной 
∂0tu

a  порядка a a, < <0 1 имеет вид [3]:
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аналогично [6] получим для уравнения (4) 
номера b  монотонную схему второго порядка 
аппроксимации по hb ,  для которой справедлив 
принцип максимума при любых h pb b, = ,1  и t. 
Для этого рассмотрим уравнение (4) при фикси-
рованном b  с возмущенным оператором Lb :
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разностное число рейнольдса. 
аппроксимируем каждое уравнение (4) 

номера b  двухслойной неявной схемой на по-
луинтервале Db ,  тогда получим цепочку p  
одномерных разностных уравнений 
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Ab  и Fb  — шаблонные функционалы, исполь-
зуемые для вычисления коэффициентов db  и 
jb  и обеспечивающие второй порядок аппрок-
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ных условий (5):

 
a y y x

a y y

x

j j

N

x N

j

N

j

p p

p

( )

( )

1

0 0 0b

b

b b

b

b b

b

b

l m

l

b b b

b

,

+

-

+

-

,

+

+

= - , = ,

- =
++

+- , = .

Ï
Ì
Ô

Ó
Ô

b

m b b b
p x 

  (8)

Условия (8) имеют порядок аппроксимации 
O((hb).

Повысим порядок аппроксимации до O h( )b
2  

на решениях уравнения (4) при каком-либо b.  
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k
v

x
a v

h
p
v r x t

v

x

x

t

b
b

b
b

b
a

b b
b

b

b

b

∂

∂
= -

- . ∂ - ,
∂

∂

,
( ) ( )

( )

( )
( )( )

1

0

0

00 5
1 ++ , - + ,

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

q x t v f O hb b b b( ) ( )( )
2

то 

 

a v h
p

t tx

j

s

pj

j j
p

s
p

( )

( ) ( )
1

0
1

10 5
1 1

2 1
b

b

b

b bb b

b
a

a,

+

=

+

+
-

+
- .

-
-Â - + -G ss

p

s
p

p

v

r x t v q x t v

t

x

j

1-
Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃

+

-
Ê

ËÁ

- , + , -

a
b

b b b bb

b

( )

( ) ( )( ) ( ) ff

v O h O h
j
p

b

b b b b bl m t
b

) =

= - + ( ) + ( ) ,- ,

+

-

0

0
2

( )

или 

 
a h r v

h
p

t

x

j

s

pj

j

p( )

( )

( )

1

0 0

1

0 5

0 5
1 1

2

b

b

b

b

b b b

b

b

a

+ .( ) -

- .
-

, ,

+

=

+

+Â -G ss
p

s
p

s
pt v

j t+ -
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃- +

Ê

ËÁ
1

1 1a a
bb ( )

 
+ , - ) =

= - + ( ) + ( ) .- ,

+

-

q x t v f

v O h O h
j
p

b b b

b b b b bl m t
b

( ) ( )

( )

0

0
2

 (9)

В (9) отбросим величины порядка малости 
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2. Погрешность аппроксимации лОС. 
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чу (�0) перепишем в виде 

 

1 1
2 1

1 1
1p

t t y
s

pj

j j ts
p

s
p

s
p

G( )-
- =

=
=

+

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃Â - + -a

b
a a

b

b b


xx

x

j

i x

j

i x

j
a y b a y b a yp p p

b
b

b

b

b

b

b

b b b b b

+Ê

Ë

Á
Á

ˆ

¯

˜
˜ ,

+ + +

,
- +

+ +( )1

 - + , Œ , = , ,
+ +

d y x p
j j

h
p p

b b b

b b

b
j w b 1  (�4)

 

1 1
2 1

1 1
01p

t t y
s

pj

j j ts
p

s
p

s
p

G( )-
- =

=

=

+

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃ ,Â - + -a

b
a a
b b

(( )1

0 0

0 5
0

b

b

b b

b

b
b b

l
m

a y y

h
x

x

j j
p p

,

+

-

+

-

-

.
+ , = ,

 (�5)

 

1 1
2 1

1 1
1p

t t y
s

pj

j j t Ns
p

s
p

s
p

G( )-
- =

=

+

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃ ,Â - + -a

b
a a
b b

b

== -
+

.
+ , = ,

,

+

+

+

+

( )N

x N

j

N

j

a y y

h
x

p pb

b b

b

b

b

b

b
b b b

l
m0 5



 (�6)

 y x u x( ) ( ), = ,0 0  (�7)
В [7] доказан принцип максимума и полу-

чены априорные оценки для решения сеточно-
го уравнения общего вида 
 

Ш ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Q P

A P y P B P Q y Q F P
Œ ¢

= , + ,Â

А. К. Баззаев
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где 
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где P Q,  — узлы сетки hw ,  Ш¢(P) — окрест-
ность узла P,  не содержащего самого узла 
P.

Обозначим через P x t( ), ¢ ,  где x thŒ , ¢ Œ ¢w w t  
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В точке P P x tj= , +( )0 1  имеем: 
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В точке P P x tN j= , +( )
b 1  имеем: 

 

1 1
2

1
0 5 0 51 2p
a
h h

y

a

N
j

N

N

p

-
+ +

-
+

.
+

.

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

=

=

a a
b

b

ba t
lb

b

b

b

G( )

( )

( )

00 5
1 1

2
1

2 2
2 1 1

1

.

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

+
-

--

+

-
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

È

Î

Í
Í
Í
Íh

y
pN

p
j

b
a a

a

b

b

a tG( )

˘̆

˚

˙
˙
˙
˙

+ -

y
N

p
j

b

b 1

 +
-

- +È
ÎÍ +

-
+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃-

1 1
2

1 1 0
1t a b b

b

a a

G( )
t t y
j j
p p N

 
+ - + - + ... +

+ -

+
-

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃- -t t t y

t

j j j
p p p N

p

b b b
b

a a a1 1 1 1

1

2 1 2

3
-- - -

Ê

Ë
Á
Á

ˆ

¯
˜
˜

+

+

+
+ - ˘

˚̇
+ .

-
a a a

b
b

b b

m2 2 1

2
1 1t t y
p p N

p p
j j
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верим выполнимость условий теоремы 3 ([7], 
гл. V. Дополнение): 
в точке P P x ti j= , +( )
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в точке P P x tj= , +( )0 1  имеем: 

 A P
p

a
h h

( )
( )

( )

=
-

+
.

+
.

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

> ,
-

-1 1
2

1
0 5 0 5

0
1

1

2a a
b

b

ba t
lb

G

B P Q

a
h p

t
j
p

( )

( ) ( )

( )

, =

=
.

;
-

-( ); --
-

+

1

2 1
1

0 5
1 1

2
1

2 2
1 1

2

b

b

b
a a

a

a t t aG G
11 1

1
-

+
--Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ ;È

ÎÍ
Ï
Ì
Ô

ÓÔ
-

a a
btj
p

Третья краевая задача для обобщенного уравнения параболического типа c дробной производной...
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Таким образом на основании вышеупомя-
нутой теоремы 3 ([7], гл. V. Дополнение, § 2, 
ф. (�6)) получаем следующую оценку: 
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где ±
*≥bl l .  

рассмотрим теперь второй случай, т.е при 
dib ≥ 0.  решение задачи (�4) — (�7) представим 
в виде суммы 
 y y v= + ,
где y  — решение однородных уравнений (�4) 
с неоднородными краевыми и начальными 
условиями (�5)—(�7): 
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 (22)

 y x u x( ) ( ), = ,0 0  (23)
а v  — решение неоднородных уравнений (�4) 
с однородными краевыми и начальными усло-
виями (�5)—(�7): 
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 x phb w b
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Œ , = , ,1  

 

1 1
2 1

1 1
01p

t t v
s

pj

j j ts
p

s
p

s
p

G( )-
- =

=

=

+

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃ ,Â - + -a

b
a a
b b

(( )1
0 0

0 5
0

b

b

b b

b

b
b

la v v

h
x

x

j j
p p

,

+
-

+
-

.
, = ,

 (25)

 

1 1
2 1

1 1
1p

t t v
s

pj

j j t Ns
p

s
p

s
p

G( )-
- =

=

+

+
-

+
-

Ê

Ë

Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜̃ ,Â - + -a

b
a a
b b

b

== -
+

.
, = ,

,

+
+

+( )N
x N

j

N

j
a v v

h
x

p pb

b b

b

b

b

b

b
b b

l

0 5


 (26)

 v x( ), = .0 0  (27)
Получим оценку для y . Для этого уравне-

ние (20) приведем к каноническому виду. 
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В точке P P x tj= , +( )0 1  имеем: 
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В точке P P x tN j= , +( )
b 1  имеем: 
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Проверим, как и выше, учитывая положи-
тельность выражений, стоящих в круглых 
скобках, выполнимость условий теоремы 3 ([7], 
гл. V. Дополнение, § 2, ф. (�6) ) 

В точке P P x ti j= , +( )
b 1  имеем: 
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В точке P P x tj= , +( )0 1  имеем: 
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В точке P P x tN j= , +( )
b 1  имеем: 
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Таким образом на основании теоремы 3 ([7], 
гл. V. Дополнение, § 2, ф. (�6) ) получаем сле-
дующую оценку: 
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Переходим к оценке функции v . Уравнение 
(24) перепишем в виде 

Третья краевая задача для обобщенного уравнения параболического типа c дробной производной...
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Уравнение (24¢ ) приведем к каноническому 
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Проверим выполнимость условий теоремы 4 
([7], гл. V. Дополнение, § 2, ф. (25) — (27)): 
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На основании упомянутой теоремы 4 ([7], 
гл. V. Дополнение) и в силу (29) получаем 
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Так как выражения, стоящие в круглых 
скобках положительны, то из (30) получаем 
оценку 
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С помощью (32) из (30) находим 
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Суммируем (33) сначала по b = , , ...,1 2 p,  
затем по ¢ = , , ...,j j0 1 .  Тогда получим 
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Таким образом из оценок (28) и (34) следу-
ет окончательная оценка 
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4. равномерная сходимость схемы. 
Ч т о б ы  и с п о л ь з о в а т ь  с в о й с т в о 
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( )  представим по аналогии с 

[6], решение задачи для погрешности в виде 
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Также как и в [3] доказывается, что 
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Функция v( )b  определяется условиями 
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 (38)

 v x( ), = ,0 0  (39)
где 
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если существуют непрерывные в замкнутой 
области TQ  производные 
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Для оценки решения задачи (36) — (38) 
воспользуемся оценкой (35). Тогда получим 
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Откуда получаем 
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Итак, справедлива 
ТЕОрЕМа. Пусть задача (�) -  (3) имеет 

единственное непрерывное в TQ  решение u x t( ),  
и существуют непрерывные в TQ  производ-
ные 
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Тогда решение разностной задачи (�0) рав-
номерно сходится к решению дифференциаль-
н ой  з а д ачи  ( � )—(3 )  с о  с к ор о с т ью 
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