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Аннотация. С помощью метода подобных операторов получены формулы регуляризован-
ного следа для одномерного несамосопряженного оператора Дирака. Доказаны теоремы как 
в общем случае (без наложения каких-либо ограничений на потенциал), так и в частных 
случаях (при определенных условиях гладкости потенциала). 
Ключевые слова: метод подобных операторов, регуляризованный след оператора, оператор 
Дирака. 

Abstract. The similar operators method is used to obtain the regularized trace formula of 1D 
nonself-adjoint Dirac operator. The theorems was proven both in generalized case (without any 
potential restriction) and in subcase (with specifi ed conditions of potential smoothness). 
Key words: similar operators method, regularized trace of operator, Dirac operator.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В данной статье получим формулу регуля-

ризованного следа для одномерного несамосо-
пряженного оператора Дирака с негладким 
потенциалом. Регуляризованный след есть мера 
дефекта полной энергии системы при ее возму-
щении в ситуации, когда сама полная энергия 
системы (точнее, рассматриваемой модели) 
бесконечна [1]. *

Одномерный оператор Дирака возникает в 
анализе полной интегрируемости динамических 
систем, а именно нелинейного (кубического) 
уравнения Шредингера (см. [2]). 
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гильбертово пространство измеримых на [ ]0,p  
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где ( )x yi i,  — скалярное произведение в гиль-
бертовом пространстве комплексных функций 
L2 0[ ],,p  которое для удобства определим как 
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Через W2
1 20([ ] ), ,p �  обозначим пространс-
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Рассматривается одномерный оператор 
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Область определения D Lbc( ) определяется од-
ним из краевых условий bc :

( a )  п е р и о д и ч е с к и е  bc per y= =( : ( )0  
y= Œ )( ) ;2p �
(b) антипериодические bc ap y= =( : ( )0  
y= - Œ )( ) ;2p �
( c )  Дирихл е  bc dir y y= =( : ( ) ( )1 20 0  и 
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А  и м е н н о ,  п о л а г а е т с я  D Lbc( ) = 
y W y bc{ ([ ] ) }= Œ , , : Œ ,2

1 20 p �  и соответствующие 
операторы будут обозначаться через Lper ,  Lap ,  
Ldir .  Если v = 0  (нулевой потенциал), то исполь-
зуется запись Lbc

0  или Lper
0 ,  Lap

0 ,  Ldir
0  соответс-

твенно. Оператор Lbc
0  будет называться свобод-
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ным оператором Дирака. Особо отметим, что 
оператор Lbc  является несамосопряженным. 

Операторы Lbc
0 ,  bc per ap dirŒ , ,{ }  являются 

самосопряженными c дискретным спектром, 
имеющим следующий вид: (см. [3]):

(a) s( )Lper
0 2=   — множество четных чисел; 

каждое ln n= 2 ,  n Œ,  — двойное собственное 
значение, а соответствующее собственное под-
пространство En

0  есть линейная оболочка, на-
тянутая на собственные векторы e en n

1 2, ,  т.е. 
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(b) s( )Lap
0 2 1= +  — множество нечетных 

чисел; соответствующие собственные подпро-
странства заданы теми же формулами, как и 
для оператора Lper

0 ,  где ln n= +2 1,  n Œ;
(c) s( ) ;Ldir

0 =   каждое собственное значение 
простое и соответствующая нормированная 
собственная функция имеет вид 

 s e en n n= + ,1
2

1 2( )  (3)

где ln n= ,  n Œ.
В  о п р е д е л е н и и  о п е р а т о р а  Lbc ,  

bc per ap dirŒ , ,{ }  и соответствующих обозначе-
ний мы, в основном, следовали статье Джако-
ва П., Митягина Б. [3].

При попытке исследования оператора Ди-
рака Lbc  общими методами теории возмущений 
возникает несколько затруднений, связанных 
с наличием таких свойств как: 

(a) расстояние между собственными значе-
ниями невозмущенного оператора Lbc

0  не уходит 
в бесконечность; 

(b) возмущение (оператор умножения на 
потенциал v ) не является ограниченным опе-
ратором. 

Для получения формулы регуляризованно-
го следа оператора Дирака будем использовать 
метод подобных операторов [4]—[6]. Суть это-
го метода состоит в преобразовании подобия 
исследуемого (возмущенного) оператора в опе-
ратор, спектральные свойства которого близки 
к спектральным свойствам невозмущенного 
оператора (в данном случае свободного опера-
тора Lbc

0 ). Тем самым существенно упрощается 
изучение исследуемого оператора Lbc .  Метод 
подобных операторов позволяет избежать от-
меченных выше проблем и не накладывает 
никаких условий на возмущение.

2. О МЕТОДЕ ПОДОБНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ

Введем основные понятия метода подобных 
операторов. 

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство, End  X  — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в 
X .

Определение 1. Два линейных оператора 
A D Ai i: Ã Æ( ) ,X X  i = ,1 2,  называются подоб-
ными, если существует непрерывно обратимый 
оператор U EndŒ  X  такой, что UD A D A( ) ( )2 1=  
и AUx UA x1 2= ,  x D AŒ ( ).2  Оператор U  назы-
вается оператором преобразования оператора 
A1  в A2.

Подобные операторы обладают рядом сов-
падающих спектральных свойств. Имеет место 
(непосредственно вытекающая из определе-
ния 1) 

Лемма 1.  Пусть A D Ai i: Ã Æ( ) ,X X  
i = , ,1 2  — два подобных оператора, и U EndŒ  X  
— оператор преобразования оператора A1  в 
оператор A2 . Тогда 

1) s s( ) ( ),A A1 2=  s sd dA A( ) ( ),1 2=  s sc cA A( ) ( ),1 2=  
s sr rA A( ) ( ),1 2=  где s( ),Ai  sd iA( ),  sc iA( ),  
sr iA( ),  i = , ,1 2  — спектр, дискретный, непре-
рывный и остаточный спектры операторов 
Ai ,  i = , ,1 2  соответственно; 

2) если оператор A2  допускает разложение 
A A A2 21 22= ≈ ,  где A Ak k2 = X ,  k = ,1 2,  — су-
жение A2  на Xk  относительно прямой суммы 
X X X= ≈1 2  инвариантных относительно A2  
подпространств X X1 2, ,  то подпространства 
X Xk kU� = ( ),  k = ,1 2,  инвариантны относи-
тельно оператора A1  и A A A1 11 12= ≈ ,  где 
A Ak k1 = X

� ,  k = , ,1 2  относительно разложе-
ния X X X= ≈1 2

� �.  Кроме того, если P  — про-
ектор, осуществляющий разложение 
X X X= ≈1 2  (т.е. X1 = Im P  — образ проек-
тора P,  X2 = -Im I P( ) ), то проектор P
,  
осуществляющий разложение X X X= ≈1 2

� �,  
определяется формулой P UPU
 = .-1

Пусть A D A: Ã Æ( ) ,X X  B D B: Ã Æ( ) X X  
— два линейных оператора, действующих в 
банаховом пространстве X .  Символом LA( )X  
обозначим банахово пространство операторов, 
действующих в X  и подчиненных оператору 
A  [4], т.е. линейный оператор B D B: Ã Æ( ) X X  
принадлежит LA( ),X  если D B D A( ) ( )   и ко-
н ечна  в еличина  B inf C Bx

A
= > : £{ 0  

C x Ax£ + ,( )  x D AŒ ( )},  принимаемая за 
норму в LA( ).X  Поскольку D A B D A( ) ( )- =  

Метод подобных операторов и регуляризованный след одномерного несамосопряженного оператора...
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для любого B AŒL ( ),X  то обычно считается, 
что D B D A( ) ( ).=  

Далее будет рассматриваться трансформатор 
(т.е. линейный оператор в пространстве линей-
ных операторов) ad D ad End EndA A: Ã Æ( )   X X  
 ad X AX XA X D adA A= - , Œ ( )  
с областью определения D adA( ),  состоящей из 
операторов X EndŒ  X ,  обладающих свойства-
ми: 

1) XD A D A( ) ( )Ã ;  
2) оператор AX XA D A- : Æ( ) X  допускает 

ограниченное расширение Y  на X  (и полага-
ется ad X YA = ).

Важнейшим понятием метода подобных 
операторов является понятие допустимой трой-
ки [4]—[6]. 

Определение 2. Пусть U  — линейное 
подпространство из LA( )X  и 
 J End: Æ , : ÆU U U  G X  
являются трансформаторами. Тройку ( )U, ,J G  
назовем допустимой тройкой для (невозму-
щенного) оператора A , а U  — допустимым 
пространством возмущений, если выполнены 
следующие условия: 

1) U  — банахово пространство (со своей 
нормой ◊

*
), непрерывно вложенное в LA( )X  

(т.е. существует постоянная C > 0  такая, что 
X C X

A
£

*
,  для любого X AŒL ( )X ); 

2) J  и G  — непрерывные трансформаторы, 
причем J  — проектор; 

3 )  ( ) ( ) ( ).GX D A D AÃ  Б о л е е  т о г о , 
GX D adAŒ ( ),  причем 

 
ad X A X X A X JX

X
AG G G= - = -

" Œ .
( )

U
 

Кроме того, GX EndŒ  X  — единственное 
решение уравнения 
 ad Y AY YA X JXA = - = - ,  
удовлетворяющее условию JY = 0 ; 

4) X YG ,  ( ) ,GX Y Œ U  " , Œ ,X Y U  и сущест-
вует постоянная g > 0  такая, что G £ g ,  
max X Y X Y X Y{ ( ) } ;G G

* * * *
, £ g

5) для любого X Œ U  и любого e > 0  сущес-
т в у е т  ч и с л о  l re Œ ( ),A  т а к о е ,  ч т о 
X A I( ) .- <-l ee

1

Теорема 1. [4] Пусть ( )U, ,J G  — допус-
тимая для оператора A D A: Ã Æ( ) X X  трой-
ка, и B  — некоторый оператор из пространс-
тва допустимых для A  возмущений U.  Тогда 
если выполнено неравенство J B

*
<G 1

4 , , 
то оператор A B-  подобен оператору A JX- 
,  

где оператор X
 Œ U  является решением (не-
линейного) уравнения 

 
X B X X JB

X J B X B X
= - -

- + = ,
G G

G G F
( )( )

( ) ( ) ( )
 

которое можно найти методом простых ите-
раций, полагая с X0 0= ,  X B1 = ,  и т.д. (опе-
ратор F : ÆU U  является сжимающим в 
шаре { }X X B BŒ : - £U 3 ). Преобразование 
подобия оператора A B-  в оператор A JX- 
  
осуществляет оператор I X End+ ŒG  X .

3. ПОСТРОЕНИЕ ДОПУСТИМОЙ 
ТРОЙКИ

Применяя метод подобных операторов для 
исследования спектральных свойств оператора 
Lbc ,  bc per ap dirŒ , ,{ },  свободный оператор Lbc

0  
будем считать невозмущенным оператором. Он 
будет обозначаться также символом A. Таким 
о б р а з о м ,  L A Bbc = - ,  г д е  B D Lbc: Ã( )  

L LÃ , , Æ , ,Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃[ ] [ ]2

2
2

20 0p p� �  — оператор ум-
ножения на потенциал v  (cм. (1)), т.е. 

 
( )( )

( )
( )

( )

( ) [ ] [

By t
P t

Q t
y t

y D L t P Q Lbc

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

,

Œ , Œ , , , Œ ,

0
0

0 02  p p ]].
 (4)

Введем в рассмотрение следующие про-
странства. Пусть L L2 2

2
, ,= ,p p ( )� �  — гильбер-

тово пространство классов функций, периоди-
ческих почти всюду на �  с периодом p  и 
суммируемых с квадратом нормы на [ ].0,p  
Всюду в дальнейшем оно будет отождествлять-
ся с пространством L2

20([ ] )., ,p �  Функции P  
и Q  также будем рассматривать как элементы 
пространства L2, ,p ( ).� �  Пусть End L 2,p  — ба-
нахова алгебра линейных ограниченных опера-
торов, действующих в L2,p ;  S2 2( )L ,p  — идеал 
операторов Гильберта-Шмидта [7] из алгебры 
End L 2,p .  Символом X

2
 обозначается норма 

Гильберта—Шмидта оператора X LŒ ,S2 2( ),p  

т.е. X XX
2

= * .
Введем следующее обозначение. Пусть E t( ),  

t Œ �,  — группа операторов, действующих из 
L2,p  в L2,p ,  такая, что 
 ( ( ) )( ) ( )E t y s y s e y L tits= , Œ , Œ ., 2 p �  (5)

Замечание 1. Рассмотрим оператор 
U L L: Æ, ,2 2p p , 
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Он является обратимым, т.к. KerU = { }0  и 
ImU L= ,2 p ,  и обратный имеет вид ( )( )U x s- =1  

( ( ) )( )
( ( ) )( )

,
E x s

E x s
=

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

1

2

1
1

 s Œ ,[ ],0 p  x
x
x

L= Œ
Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜ ,

1

2
2 p .

Заметим ,  что  UD L D Lap per( ) ( ),=  т .к . 
( )( ) ( )( ),Uy Uy0 = - p  y D LperŒ ( )  и 
( )( ) ( )( ),U y U y- -=1 10 p  y D LapŒ ( ).  Кроме того, 
непосредственно проверяется равенство 

 L U L B I Uap per= - -( ) ,-1 0 �  (6)

где B�  — оператор умножения на потенциал 

v s
E P s

E Q s
�( )

( ( ) )( )
( ( ) )( )

,=
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

0 2
2 0

 s Œ ,[ ].0 p  Сле-

довательно, оператор Lap  подобен оператору 
L B Iper

0 - -� .  Таким образом, по существу мож-
но ограничиться только изучением операторов 
Lper  и Ldir .

Итак, приступим к построению трансфор-
маторов J L LA A, : Æ, ,G L L( ) ( )2 2p p  из определе-
ния 2. 

Символом Pn  обозначим ортогональный 
проектор на собственное подпространство En

0  
(см. § 1), отвечающее собственному значению 
ln n= 2 ,  n Œ,  оператора Lper

0 .  Этот проектор 
имеет вид (cм. формулы (2)) 
 P x x e e x e e nn n n n n= , + , , Œ .( ) ( )1 1 2 2    (7)

Для l sn dirn L= Œ ( )0  ортогональный проек-
тор Pn  представим в виде (cм. (3)) 
 P x x s s nn n n= , , Œ .( )    (8)

Далее будем использовать некоторые под-
ходы из [4]—[6], связанные с гармоническим 
анализом линейных операторов. 

Поскольку оператор A  самосопряженный 
(см. §1), оператор iA  есть генератор группы 
изометрий T EndL: Æ ,� 2 p  [4], причем имеет 
место следующее спектральное представле-
ние операторов этой группы изометрий: 
T t x T t x e P xbc

n Z

i
n

nt

( ) ( )= = ,
Œ
Â 2p

w  x LŒ ,,2 p  t Œ �,  

bc per dirŒ ,{ }.  В периодическом случае w p= ,  
а в случае условий Дирихле w p= 2 .

Трансформаторы J  и G  из определения 2 
вначале определим на алгебре B( ),L2,p  совпа-
дающей с одной из алгебр S2 2( ),L ,p  EndL2,p .  С 
этой целью каждому оператору X LŒ ,B( )2 p  
сопоставим периодическую периода w  сильно 
непрерывную операторнозначную функцию 

 t T t XT t L t� � �( ) ( ) ( )- : Æ , Œ .,B 2 p  

При этом она непрерывна в равномерной 
операторной топологии, если B( ) ( )L L2 2 2, ,=p pS . 

Тем самым возникло изометрическое пери-
одическое периода w  представление: 

 

T End End L

T t T t XT t
t X L


 �



�

: Æ ,

= - ,
Œ , Œ .

,

,

( )

( ) ( ) ( )
( )

 

 

2

2

p

pB

 (9)

Её генератором является оператор adA  со 
спектром s p

w( )ad iA = 2   (см. [4], [5]). 
Для функции вида (9) рассмотрим её ряд 

Фурье 

 
T t XT t x X xe

x L t
n Z

n
i nt( ) ( )- ,

Œ , Œ ,
Œ

,

Â∼

�

2

2

p
w

p  
 

где коэффициент Фурье X Ln Œ ,B( )2 p  имеет 
вид 

 
X x T t XT t xe dt

x L n

n
i nt= - ,

Œ , Œ .

Ú -

,

1

0

2

2

w

w

p

p
w( ) ( )

 

 

Ряд 
n Z

nX
Œ
Â  назовем рядом Фурье оператора 

X  (относительно группы операторов T ), а 
операторы Xn , n Œ,  — коэффициентами 
Фурье этого оператора. 

Данный ряд сильно суммируем к X  мето-
дом Чезаро, т.е. 

 lim
n

k n

n

k
k
n

X x Xx x L
Æ•

=-
,Â - | |Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

= , Œ .1 2 p  

Из [4], [6] следует, что каждый из операто-
ров Xn  допускает представление в виде безу-
словно сильно сходящегося ряда 
 X PXP nn

i j n
i j Z

i j= , Œ .
- =
, Œ

Â    

Итак, трансформаторы J  и G  на любом 
операторе X LŒ ,B( )2 p  определим равенствами 

 

( ) ( )

( ) ( )

JX x J X x X x

T t XT t xdt P XP

bc

bc bc
n Z

n n

= = =

= - = ,Ú Â
Œ

0

0

1
w

w  (10)

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

G GX x X x

f t T t XT t xdt

n
X x

bc

bc bc

n Z
n

n

= =

= -

=

Ú

Â
Œ
π

1

2

0

0

w
w
p

w

∼

∼
nn Z
n

i j n
i j Z

i jn
PXP x

x L bc per dir

Œ
π

- =
, Œ

,

Â Â ,

Œ , Œ , ,
0

2

2
w
p

p  { }

 (11)

Метод подобных операторов и регуляризованный след одномерного несамосопряженного оператора...



184 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2010. № 1

где f : Æ� �  — периодическая периода w  
функция, которая при t Œ ,[ )0 w  определена как 
f t i t( ) .= -( )w

2
Ряд в формуле (10) является безусловно 

сходящимся в сильной операторной топологии. 
Если B( ) ( ),L L2 2 2, ,=p pS  то X X

n Z
n2

2

2

2= < •
Œ
Â ,  

и поэтому ряды в формулах (10) и (11) явля-
ются сходящимися в равномерной операторной 
топологии. 

Продолжения трансформаторов J  и G  на 
пространство LA L( ),2,p  обозначаемые теми же 
символами, осуществляется следующим обра-
зом. Пусть l r0 Œ ( ).A  Положим 

 
JX J X A I A I

X LA

= - - ,
Œ ,

-

,

( ( ) )( )
( )

l l

p

0
1

0

2L
 (12)

 
G GX X A I A I

X LA

= - - ,
Œ .

-

,

( ( ) )( )
( )

l l

p

0
1

0

2L
 (13)

Так как X LAŒ ,L ( ),2 p  формулы определены 
на векторах из D A( ) . 

Это определение корректно. Действитель-
но, любой вектор x D AŒ ( )  можно предста-
вить в виде x A I y= - -( ) ,l0

1  где y LŒ ,2 p ,  
l r0 Œ ( ).A  Отсюда для любого X LAŒ ,L ( )2 p  
оператор X A I End L( ) ,- Œ-

,l p0
1

2  a значит к 
нему можно применить формулы (10) и (11). 
Далее, определение не зависит от выбора 
числа l0  из r( ).A  Докажем это для форму-
лы (12). Пусть l m r0 0, Œ ( ),A  l m0 0π .  Пока-
жем, что формулы J X A I A I x( ( ) )( )- --l l0

1
0  

и J X A I A I x( ( ) )( )- --m m0
1

0  на векторе x D AŒ ( )  
совпадают. Как уже отмечалось, любой вектор 
x D AŒ ( )  можно  представить  в  виде 
x A I y= - -( ) ,l0

1  y LŒ ,2 p .  Тогда 

 
J X A I A I x

J X A I y JX x

( ( ) )( )

( ( ) ) ( )

- - =

= - = .

-

-

l l

l
0

1
0

0
1

 

С другой стороны, вектор x D AŒ ( )  пред-
ставим в виде x A I y= - -( ) ,m0

1  y LŒ ,2 p ,  а зна-
чит 

 
J X A I A I x

J X A I y JX x

( ( ) )( )

( ( ) ) ( )

- - =

= - = .

-

-

m m

m
0

1
0

0
1

 

Аналогично для формулы (11). Итак, кор-
ректность определения доказана. 

Если оператор GX LAŒ ,L ( ),2 p  JX LAŒ ,L ( )2 p  
допускает ограниченное расширение на все 
L2,p ,  то его будем обозначать тем же символом. 
Если x D AŒ ( ),  то из (12) и (13) следует, что 
операторы JX  и GX  на векторе x  определя-
ются равенствами (10) и (11) соответственно. 

В частности, операторы JB  и GB  на век-
торах x D AŒ ( )  будем определять формула-
ми (10) и (11) соответственно. В силу того, что 
операторы JB  и GB  ограничены (см. лем-
му 2), по теореме о расширении ограниченно-
го оператора (см. [8]), JB  и GB  имеют единс-
твенные по непрерывности расширения на 
D A L( ) .= ,2 p

Для того, чтобы воспользоваться формула-
ми (10) и (11), выясним, какой вид имеет груп-
па Tbc  для периодических граничных условий 
и условий Дирихле. 

В L2,p  определена группа S t t( ) ,, Œ �  опера-
торов сдвигов функций, т.е. ( ( ) )( ) ( ),S t x s x s t= +  
s t x L, Œ , Œ ,�  2 p .  Если bc per= ,  то, поскольку 
генератором группы S EndL: Æ ,,� � �2 p ( ) яв-
ляется оператор d

dt ,  соответствующая группа 
изометрий T Tper=  имеет вид 

 

T t x
S t x
S t x

x
x
x

L
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2 p � �22), Œ . t �

 (14)

Для bc dir=  группа изометрий Tdir  будет 
иметь вид 

 
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

T x s
x s t x t s
x s t x s t
s t

dir =
- + -

- - + +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

,

, Œ ,

1
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1 2

1 2
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 (15)

где x
x
x

L= Œ
Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜ ,

1

2
2 p .  Для доказательства пред-

ставления (15) достаточно заметить, что 
T t s e sdir n

int
n( ) ,=  n Œ,  где собственный вектор 

sn  определен формулой (3). 
Л е м м а  2 .  О п е р а т о р ы 

JB J B B Bbc bc= , =( ) ( ), G G  B BG ,  ( ) ,GB JB  где 
bc per ap dirŒ , ,{ },  являются операторами Гиль-
берта—Шмидта. 

Доказательство. Подставив выраже-
ния (14), (15) для групп Tbc  в формулы (10), (11) 
и посчитав соответствующие интегралы, полу-
чим следующие представления операторов 
JB J Bbc= ,  G GB Bbc= ,  где bc per dirŒ ,{ }.
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,dt
 (16)
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Из приводимых формул (16)—(19) следует 
(путем перемножения функций), что операторы 
B BperG ,  B BdirG  являются интегральными со-
ответственно с ядрами perK
 ,  dirK ¢�  вида 
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Ввиду принадлежности функций P  и F  
пространству L2, ,p ( ),� �  непрерывности функ-

ций 
0

4
2

2

p
t tÚ ± ±( )F s d  и ограниченности функции 

f , из приведенных формул (16)—(21) следует, 
что все рассматриваемые интегральные опера-
торы являются операторами Гильберта—
Шмидта (элементами пространства S2 2( )L ,p ). 
Используется стандартный критерий прина-
длежности интегрального оператора идеалу 
операторов Гильберта—Шмидта [7].  

Из доказанной леммы и результатов [9] 
следует 

Лемма 3. Пространство B( )L2,p , транс-
форматоры J L L, : Æ, ,G B B( ) ( ),2 2p p  определяе-
мые формулами (10), (11), образуют допусти-
мую тройку ( ( ) )B L J2, , ,p G  для оператора A.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Далее воспользуемся результатами статьи 

[10]. Пусть ( ( ) )S2 2L J, , ,p G  — построенная в пре-
дыдущем параграфе допустимая тройка, причем 
трансформаторы J L L, : Æ, ,G S S2 2 2 2( ) ( )p p  до-
пускают расширение на LA L( )2,p  (см. форму-
лы (12), (13)). Тогда имеет место равенс-
тво [4] 

 
( )exp

exp ( ( ) ( ) )
A B B

B A JB ad B ad JBB B

- =
= - - - ,

G
G G Gf f1 2

 (22)

г д е  ad Y XY YXX = - ,  X Y LA, Œ ,L ( ),2 p , 
f f f1 2, , : Æ� �  — целые функции, определя-
емые как f f1( ) ( ) exp( ),z z z= - -  f f2 1( ) ( ),z z= -  
f( ) ( exp( )),z z z= - --1 1  z Œ�,  а  f1( )ad BG  и 
f2( )ad BG  — функции от линейного оператора 
ad BG  [4]. В следующей теореме под ad B

n
G  пони-

мается степень оператора ad BG  в обычном 
смысле. 

Теорема 2. Оператор A B-  подобен опе-
ратору A JB B A B- - = -1


,  где 
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Доказательство. Из формулы (22) следует 
подобие операторов A B-  и  A JB- - 

ad B ad JBB B- -f f1 2( ) ( ) .G G  Разложив функцию 
exp( )-z  в ряд Тейлора в окрестности нуля, 
п о л у ч и м ,  ч т о  f1

1

1
1 1

1
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n
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n n
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 Отсюда справедлива форму-
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ла (23). Наконец, принадлежность оператора 
B1  идеалу операторов Гильберта-Шмидта сле-
дует из леммы 2. �

Применив преобразование подобия вида (22) 
еще раз, уже к оператору A B- 
,  где B L
 Œ ,S2 2( ),p  
и проведя рассуждения, аналогичные доказа-
тельству предыдущей теоремы, получим 

Теорема 3. Оператор A B-  подобен опе-
ратору A JB JB B- - -1 1


 ,  где 

 1
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1

1

11

1 1
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Обозначим через TrX  спектральный след 
оператора X LŒ ,S1 2( ),p  где S1 2( )L ,p  — идеал 
ядерных операторов (т.е. операторов с конеч-
ным следом) [7]. Пусть L ImPbc n|  и L ImPbc n

0 | ,  
n Œ,  — сужения операторов L A Bbc = -  и 
L Abc

0 =  на подпространство, образованное об-
разом проектора Pn .  Это подпространство 
двумерно в периодическом и антипериодичес-
ком случаях и одномерно при граничных усло-
виях Дирихле (cм. формулы (7) и (8)). 

Теорема 4. Для оператора Lbc  справедли-
ва следующая формула регуляризованного 
следа: 

 n Z
bc n bc n

n n n n

Tr L ImP Tr L ImP

Tr P JBP Tr P CP
Œ
Â | - | +(

+ + ) = ,

( ) ( )

( ) ( )

0

0
 (24)

где C B B B B= -1
2 (( ) ( )).G G

Доказательство. Из теоремы 3 оператор 
A B-  подобен оператору A JB JB B- - -1 1


 .  
Согласно теореме 2, B L
 Œ ,S2 2( ).p  Тогда для 
трансформаторов J L, :Æ ,G S2 2( )p  будет вы-
полняться, что JB L� Œ ,S2 2( ),p  GB L
 Œ ,S2 2( ).p  
Так как произведение двух операторов Гиль-
берта—Шмидта есть ядерный оператор, 
(см. [7]), ad B L

B
n
G 



 Œ ,S1 2( ),p  ad JB L
B

n
G 



 Œ ,S1 2( ),p  
1 1 2B L
 Œ ,S ( ),p  n ≥ 1.  В  силу  т о г о ,  ч то 

Tr XY YX( ) ,- = 0  где XY YX L, Œ ,S1 2( ),p  полу-
чим, что TrB1 0
 = .  Далее, ad B LB

n
G Œ ,S1 2( )p  при 

n ≥ 2,  а ad JB LB
n
G Œ ,S1 2( )p  для n ≥ 1.  Так как у 

ядерного оператора матричный и спектральный 
следы совпадают,  т . е .  Tr JX Tr X( ) ( ),=  
X LŒ ,S1 2( ),p  получим,  что Tr JB C( )1 - = 
Tr JB B B B B( (( ) ( ))) .1

1
2 0= - - =G G  Итак, фор-

мула (24) доказана. �
Теперь встает задача посчитать Tr P JBPn n( )  

и Tr P CPn n( ) . В дальнейшем будем использовать 
операторные матрицы ( )Xij  оператора X,  со-
ставленные из операторных блоков X PXPij i j= ,  
i j, Œ.  В случае bc dir= ,  т.е. когда размер-

ность образа ImPk  каждого ортопроектора Pk  
k Œ( )  равна 1 (см. формулы (8)),

 

X x PXP x XP x e e

Xe e x e e x x e e
ij i j j i i

j i j i ij j i

= ( ) = ( ) =

= =

,

( , )( , ) ( )( , ) ,

ii j, Œ,

 

где ( )xij  — Числовая матрица оператора X  
относительно базиса e kk , Œ .

Если bc per apŒ{ }, ,  т.е. dim ( )ImP kk = Œ2   
(см. формулу (7)), то будем рассматривать 
блочные числовые матрицы

 

( ), ,

( , ) ( , )
( , ) ( ,

� 

�

x i j

x
Xe e Xe e
Xe e Xe e

ij

ij
j i j i

j i j i

 , Œ

=
1 1 2 1

1 2 2 2))
,

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

 (25)

где e e ii i
1 2, ,Œ  — ортонормированный базис в 

Im , .P ii , = 1 2
Пусть pm ,  qm  — коэффициенты Фурье 

функций P  и Q,  т.е. 
 P x p e Q x q e

m Z
m

i mx

m Z
m

i mx( ) ( )= , = .
Œ Œ

Â Â2 2  

Рассмотрим периодический случай bc per= .  
Вычислим матрицу оператора B  (см. (4)) с 
помощью формулы (25). 

 

( )

( ) ( )

(

( )
( )

Be e

Be e P t e dt p

Be

k n

k n
i k n t

k n

k

1 1

2 1

0

2

0

1

, = ,

, = = ,Ú - +
- +p

p

11 2

0

2

2 2

1

0

, = = ,

, = .

Ú +
+e Q t e dt q

Be e

n
i k n t

k n

k n

) ( )

( )

( )

p

p
 

Значит, матрица ( )ijb�  оператора B  в пери-
одическом случае имеет вид 

 ij
i j

i j
b

p

q
� =

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ,- +

+

0

0
( )

 

Из формулы (11) следует, что матрица 
( )ijbG�  оператора GB  имеет вид 

 ij
i j

i j
b i j

p

qG� =
-

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ .- +

+

1
2

0

0( )
( )

 

Таким образом, из двух предыдущих фор-
мул следует, что матрица оператора B BG  
будет выглядеть следующим образом: 

 

( )

( )
( )

(

b b b b

k j

p q

q p

ij
k j

ik kj

k j

i k k j

i k k j

G G� � �= =

=
-

π

π

- + +

+ - +

Â

Â 1
2

0

0 ))

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
.
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Аналогично матрица оператора ( )GB B  бу-
дет выражаться как 

 

(( ) )

( )
( )

(

G Gb b b b

i k

p q

q p

ij
k j

ik kj

k j

i k k j

i k k

� � �= =

=
-

π

π

- + +

+ -

Â

Â 1
2

0

0 ++

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
.

j )

 

Введем в рассмотрение последователь-
ность 
 w j j jp q j= , Œ .-    (26)

Тогда диагональная матрица оператора 
D J B B B Bper = -1

2 (( ) ( ))G G  имеет вид 

 ( )per nn
k

n k

n k
d k

n� = - , Œ .
π

+

+

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜Â

0

2

2

1
2

0
0

w
w

  (27)

Из формулы (10) следует представление 
диагональной матрицы ( )ijJb�  оператора JB :

 ii
i

i
Jb

p
q

� =
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

.-0
0
2

2

 

Отсюда собственные значения оператора 
JB  имеют вид { }.± w2n

В антипериодическом случае, т.е. при 
bc ap= ,  используя формулу (6) можно полу-
чить, что диагональная матрица оператора 
D J B B B Bap = -1

2 (( ) ( ))G G  будет выглядеть сле-
дующим образом: 

 ( )ap nn
k

n k

n k
d k

n� �

�
= -

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

, Œ ,
π

+

+
Â

0

2

2

1
2

0
0

w
w

  (28)

где 
 n n np q j� w = , Œ .- + -1 1   (29)

Собственные значения оператора JB  имеют 
вид { }.± 2n�w

Рассмотрим случай bc dir= .  Матрица ( )bij  
оператора B  будет иметь вид 

 

b Bs s

P t e dt Q t e dt

nj n j

i n j t i n j t

= , =

= +
Ê

ËÁ
ˆ

¯Ú Ú+ - +

( )

( ) ( )( ) ( )1
2 0 0p

p p

˜̃ =

=
+ , + Œ ,

+ , + Œ +
-

-

+ +

+ + + +

1
2

1
2

2 2

1
2

1
2

2

1 2

( )

( )

p q n j

p q n j

n j n j

n j n j



� � .

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
=

= ,+qn j

 

где j jp q j� � , , Œ ,   — коэффициенты Фурье 
функций E P E Q L( ) ( ) ( )- , Œ ,,1 1 2 p �  t Œ ,�  (см. 
формулу (5)) по ортонормированному базису 
e s iksk( ) exp ,= 2  k Œ,

 qn

p q n

p q n

n n

n n

=
+ , Œ ,

+ , Œ + .

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

-

- + +

1
2

1
2

2 2

1
2

1
2

2

1 2

( )

( )



� � 
 (30)

Тогда диагональная матрица оператора 
Ddir J B B B B= -1

2 (( ) ( ))G G  представима в виде

 ( )dir nn
k

kd nn k� = - , Œ .
π
Â +

0

2
2q   

Собственные значения оператора JB  равны 
q2n{ }.

Таким образом, из вида собственных зна-
чений оператора JB  следует, что Tr P JBPn n( ) = 0  
при bc per apŒ ,{ }  и Tr P JBPn n n( ) = q2 , если 
bc dir= .  Из формул (27), (28), (31) получаем, 
ч т о  Tr P C Pn per n

k
k
n k( ) ,= -

π
Â +2

0
2
2w  Tr P C Pn ap n( ) = 

k
k
n k ,= -

π
Â +2

0
2
2�w  Tr P C Pn dir n

k
k
n k( ) ,= -

π
Â +

0

2
2q  а значит из 

теоремы 4, учтя вид спектра невозмущенного 
оператора Lbc

0  (см. § 1), следует теорема 5.
В ней, а также в последующих теоремах, 

будем использовать следующие обозначения. 
Через n

bc
l� ,  bc per apŒ ,{ },  n Œ,  обозначим 

число 1
2Tr L ImPbc n( ),|  т.е. половину суммы 

собственных значений сужения оператора Lbc  
на образ проектора Pn ,  а через ln

dir  — собс-
твенное значение оператора Ldir .

Теорема 5. Справедливы следующие фор-
мулы регуляризованных следов: 

 
n

n
per

k

n kn
kŒ π

+Â Â- -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= ,


�l
w

2
2

0
0

2  (32)

 
n

n
ap

k

n kn
kŒ π

+Â Â- - -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= ,


� �
l

w( )2 1
2

0
0

2  (33)

 
n

n
dir

n
k

n kn
kŒ π

+Â Â- + -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= ,


l q
q

2
0

2
2

0  (34)

где последовательности ( ) ( ) ( )w w qn n n, ,  �  опре-
д е л е ны  с о отв етств е нн о  ф о рмул а -
ми (26), (29), (30). 

Теорема 6.  Пусть ряды 
n Z k

k
n k

Œ π
ÂÂ +

0
2
2w ,  

n Z k
k
n k

Œ π
ÂÂ +

0
2
2�w ,  

n Z k
k
n k

Œ π
ÂÂ +

0

2
2q  абсолютно сходятся. В 

частности, пусть найдется такое число a > 1
2  

и конечные константы C C1 2 0, > ,  что 

 | |£
+ | |

, | |£
+ | |

.p
C

n
q

C
nn a n a

1 2

1 1
  (35)

Тогда 

 
n

n
per n

Œ
Â -( ) = ,



�l 2 0  (36)
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n

n
ap n

Œ
Â - -( ) = ,



�l ( )2 1 0  (37)

 
n

n
dir

nn
Œ

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Â - + = .



l q2 0  (38)

Пусть, кроме того, ряды Фурье функций 
P  и Q  сходятся в точке x0 0= .  В частности 
(см. [11]), функции P  и Q  дифференцируемы 
в нуле справа и в точке p  слева. Тогда фор-
мулу (38) можно записать в виде 

 n Z
n
dir n P x

P x Q x Q x
Œ
Â -( ) = - + +

+ - + + + - .

l 1
4

0

0 0 0

0

0 0 0

( ( )

( ) ( ) ( ))
 (39)

Если, к тому же, P P( ) ( )0 = p  и Q Q( ) ( ),0 = p  
то (38) преобразуется в 

 
n

n
dir n P Q

Œ
Â -( ) = - + .



l 1
2

0 0( ( ) ( ))  (40)

Доказательство. Пусть bc per= .  Если 
выполнены условия (35), то, по признаку срав-
нения положительного числового ряда (с нера-
венством), повторный ряд 

n k
k
n k

Œ π

| |
| |ÂÂ +

 0
2
2w  сходится 

или расходится одновременно с повторным 
рядом 

n k
n k ka

Œ π
| + | | |ÂÂ

 0

1
2 2 ,  a > 1

2 .  Для данного a > 1
2  

найдутся такие числа c > 1
2 ,  b > 0,  что спра-

ведливо неравенство | + | ≥| | | |2 2n k n ka c b,  из 
которого следует, что 1

2
1

2| + | | | | | | |
£

n k k n ka a b ,  где a > 1,  
b > 1.  Значит, по признаку сравнения (с нера-
венством), ряд 

n k
n k ka

Œ π
| + | | |ÂÂ

 0

1
2 2 ,  а значит и исход-

ный ряд, сходятся. Из абсолютной сходимости 
повторного ряда следует, что суммирование 
можно проводить в любом порядке, а значит 

n k
k

k
k n Z n k

n k m
Œ π π

Œ +ÂÂ Â+ = =
 0

2
0

1
2

2 0w w .  Аналогично в 

случаях bc ap= ,  bc dir= .  Таким образом, из 
теоремы 5 следуют доказываемые равенства. 
�

Введем понятие свертки функций f g* ,  
f g L, Œ ,2 p ( ),�  определяемой  формулой 

( )( ) ( ) ( ) .f g t f s g t s ds* = -Ú
0

p

В следующей теореме будут использоваться 
следующие обозначения: E t( ),  t Œ �  — группа 
операторов из L2,p ,  определяемых форму-
лой (5); P -  — функция из L2,p ,  определяемая 
как P t P t- = -( ) ( ) , t Œ �;  F L L: Æ, ,2 2p p( ) ( )� �  
— оператор, который каждой функции 
g LŒ ,2 p ( )�  ставит в соответствие функцию 
( )( ) ( ( ) ( ));Fg t g t g t= + +1

2 2
p  f LŒ ,2 p ( )�  — функ-

ция, при t Œ ,[ )0 p  имеющая вид f t i t( ) ( ).= - p
2  

Пусть f f f L L1 2 3 2 2, , : Æ, ,p p( ) ( )� �  — функции, 
имеющие вид 

 

f F P Q f

f F E P E Q f

f F P P P Q Q

1

2

3

2 2
1
4

2

= * ,

= - * ,

= * + * +

-
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- - -

(( ) )

(( ( ) ( ) ) )

(( ** +(
+ - * - + - *

* + *
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Q f

E P E P E P
E Q E Q E Q E f

)

( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ) ( )

1 1 2 1

1 1 1 1 )) .)

 (41)

Теорема 7. Если ряды Фурье функций 
f f f1 2 3, , ,  заданных формулами (41), сходятся в 
точке нуль (в частности, эти функции диф-
ференцируемы в нуле), то справедливы следу-
ющие формулы регуляризованных следов: 

 
n

n
per n f

Œ
Â -( ) = ,



�l 2 01( )  (42)

 
n

n
ap n f

Œ
Â - -( ) = ,



�l ( ) ( )2 1 02  (43)

 
n

n
dir

nn f
Œ

Ê
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ˆ
¯̃Â - + = .



l q2 3 0( )  (44)

Для формулы (44) справедливы уточнения, 
аналогичные формулам (39) и (40) для (38).

Доказательство. Пусть bc per= .  Выразим 

n k

p q
k

n k n k

Œ π
ÂÂ - + +

 0
2

2 2( )  через функции P  и Q . Во-пер-

вых, заметим, что ( )( ) .P Q t p q e
k

k k
ikt-

Œ
-* = Â



2  

Тогда 
k

p q
k

k

p q
k n

n k n k n k n k P Q f
π π

-Â Â- + + - - -= - = *
0

2
0

2 2
2 2 2 2( ) ( ) (( ) )  

— 2n -ый коэффициент Фурье функции 
( ) ,P Q f- *  где f LŒ ,2 p ( )�  — почти периодичес-
кая периода p  функция, коэффициенты Фурье 
которой выражаются как fk k= - 1

2 .  При 
t Œ ,[ )0 p  э т а  ф у н к ц и я  и м е е т  в и д 
f t i t( ) ( ).= - p

2
Ра с смо трим  лин е йный  о п е р а т о р 

F L L: Æ, ,2 2p p( ) ( ),� �  заданный формулой 
�g t Fg t g t g t( ) ( )( ) ( ( ) ( )),= = + +1

2 2
p  g LŒ ,2 p ( ).�  

Тогда коэффициент Фурье функции �g  будет 
иметь вид 
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Таким образом �


g t g e
k

k
ikt( ) = .

Œ
Â 2

4  Значит
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p q
k

n
n

n k n k P Q f

F P Q f
Œ π Œ

-

-

ÂÂ Â- + + = * =

= * .
 0

2 2
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0
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Из предыдущего выражения и форму-
лы (32) следует (42).

Если bc ap= ,  то из формулы (6) следует, 
что 

 n k

n k n kp q
k

F E P E Q f
Œ π
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-
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2 1 2 1

2

2 2 0
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Используя (33), получим (43). 
Пусть теперь bc dir= .
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Отсюда, проведя аналогичные периодическому 
случаю рассуждения, получим формулу (44). 
�
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