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Аннотация. Для трансверсально-анизотропных оболочек теория Кирхгофа—Лява не поз-
воляет учесть анизотропные свойства материала, поэтому вводится уточненная итерационная 
теория [1], что значительно усложняет расчет оболочек с использованием общих уравнений. 
В работе выписывается полная энергия оболочки через деформации, определенные по уточ-
ненной теории. В качестве примера использования этого функционала и выбора допустимых 
перемещений приводится пологая сферическая оболочка.
Ключевые слова: оболочка, трансверсально-изотропный материал, уточненная итерацион-
ная теория, пологая сферическая оболочка.

Abstract. For transversal-isotropic shells theory of Kirhgofa—Lyava doesn’t let to take into account 
the anisotropic characteristics of material, so the defi ned iterative theory [1] is introduced that 
extremely complicates the calculus of shells with the usage of common equations. The article 
traces out the full shell energy through deformation tested according to defi ned theory. As an ex-
ample of using this function and choosing the permissible transferences fl at spherical shell is used.
Key word: shell, transversal-isotropic material, defi ned iterative theory, fl at spherical shell.

1. В отличие от расчета изотропных оболо-
чек при учете анизотропных свойств материа-
ла частично отказываются от кинематических 
гипотез Кирхгофа-Лява, принимая наличие 
сдвиговых деформаций e ez za b,  в виде [1]*
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здесь a b,  — криволинейная система координат 
в срединной поверхности оболочки, z  — нор-
мальное к оболочке направление, h  — толщи-
на оболочки, ¢G  — модуль сдвига в плоскости, 
ортогональной срединной поверхности.

Определяя касательные напряжения, соот-
ветствующие деформациям (1) и определяя 
результирующие этих напряжений (поперечные 
силы Q1  и Q2 ), получим

 j y= =12 12
3 1

0
3 2

0

h
Q

h
Q, .  (2)

Итерационная теория расчета предполагает, 
что Q1

0  и Q2
0 определяются согласно классичес-

кой теории изотропных оболочек.
© Семыкина Т. Д., Цуканова Л. П., 2010

Деформация нормальных волокон ez  как и 
в гипотезах Кирхгофа-Лява принимается ну-
левой. Из сделанных предположений следует 
закон изменения перемещений по толщине 
оболочки и вид деформаций:
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Для eb  справедлива формула, аналогичная 
предыдущей после замены в ней местами a  и 
b,  A  и B,  j  и y ,  индексы 1 и 2.
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здесь e e w1 2, ,   — деформации оболочки, вы-
раженные через перемещения срединной повер-
хности по формулам классической теории 
оболочек.

Подсчитаем удельную энергию оболочки, 
чтобы в дальнейшем использовать это выра-
жение в вариационном уравнении, при этом не 
учитываются известные из классической тео-
рии члены e z za at◊ ,  e z zb bt◊ .
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Выразим напряжения в плоскости изотро-
пии свойств материала с помощью закона 
Гука
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Окончательно варьируемая часть удельной 
упругой энергии примет вид
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После подстановки (3) в (5) функционал V  
принимает вид
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Вид функции V  будет совпадать с удельной 
потенциальной энергией изотропной оболочки 
в рамках классической теории ( )j y= = 0  с 
точностью до членов третьего порядка относи-
тельно толщины, что соответствует линейному 
распределению деформации в классической 
теории.

Т. Д. Семыкина, Л. П. Цуканова
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В формулу (6) для потенциальной энергии 
оболочки входят члены, содержащие производ-
ные от неизвестных функций u w,   не выше 
второго порядка, что в общем случае дает воз-
можность решать вариационное уравнение 
Лагранжа методом конечных элементов, при-
нимая в качестве аппроксимирующих функций 
полиномы Эрмита.

При осесимметричном деформировании 
цилиндрических оболочек формула (6) перехо-
дит в формулу для удельной потенциальной 
энергии, полученную в [2].

Рассмотрим деформирование пологих сим-
метричных оболочек из трансверсально-изот-
ропного материала. 

2. В качестве примера получим вариацион-
ное уравнение для пологой сферической обо-
лочки. В рамках общепринятых гипотез для 
пологих оболочек вводятся полярные коорди-
наты в ортогональной к оси оболочки плоскос-
ти ( , )r q  [3].

Ввиду пологости оболочки принимается 
ds Ad dr1 = =a ,  ds Bd rd2 = =b q.  Отсюда в но-
вой системе координат можно принять A = 1,  
B r= .

Для сферической оболочки R R R1 2= = ,  

k k
R1 2

1= = .  При симметричном нагружении 

j j= ( ),r  y = 0.
Учитывая сказанное, для пологой оболоч-

ки (6) перепишется в виде 
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Выпишем вариационное уравнение Лагран-
жа для пологой сферической оболочки

 d p( ) ,2 0
1

2

Vrdr Ap
R

R

- =Ú  (8)

здесь V  вычисляется относительно кинемати-
чески допустимых перемещений, R R1 2,   — гра-

ницы изменения r,  Ap  — работа внешних за-
данных сил на кинематически допустимых 
перемещениях.

При задании вида кинематически допус-
тимых перемещений необходимо учитывать 
решение для изотропной оболочки. В [4] рас-
смотрена задача о деформировании сфери-
ческого колпачка под действием равномер-
ного внутреннего давления. Решение получе-
но в бесконечных числовых рядах по аргу-
менту r.

По аналогии с изотропным решением до-
пустимые перемещения u r( ),  w r( )  ( )v = 0
могут быть заданы в степенных рядах с неоп-
ределенными коэффициентами
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Заметим, что в вершине купола при r = 0  

u = 0,  
dw
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= 0.  О т сюда  с л е д у е т ,  ч т о 

A B0 1 0= = .
Для пологих сферических оболочек дефор-

мации вычисляются по формулам
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Подставляя (9) в (10), получим
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Согласно уточненным гипотезам функция 
j  с точностью до известного множителя сов-
падает с перерезывающей силой Q1  (см. форму-
лу (2)) для изотропной оболочки. Q1  может 
быть выражено с помощью уравнения равно-
весия через моменты, которые, в свою очередь, 
определяются через кривизны, т.е. вторые 
производные от прогибов, следовательно, фун-
кция j( )r  может быть выражена в виде ана-
логичных степенных рядов с известными ко-
эффициентами:

Вариационный метод расчета трансверсально-изотропных оболочек с учетом уточненной...
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здесь Ci  — коэффициенты, известные из ре-
шения для изотропной задачи.

После задания деформаций в виде (11) 
можно вычислить упругую энергию всего тела 
(с учетом симметричности деформированного 
состояния):
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здесь r1  — размер проекции.
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В работу внешних сил подставляем переме-
щения в виде (9), после чего вычислим Ap  по 
формуле
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где P r1( )  — нагрузка, приложенная в радиаль-
ном направлении, P rn( )  — в нормальном к 
оболочке направлении.

После задания этих нагрузок и интегриро-
вания получим Ap  в виде линейной функции 
неопределенных констант A  и B.

С учетом (13) и (14) полная энергия 
P = -U Ap  будет представлена в виде квадра-
тичной функции параметров A  и B,  которые 
определяются из уравнения Лагранжа
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Ввиду независимости Ai  и Bi  уравнение (15) 
переходит в систему линейных уравнений 
∂ -

∂
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,
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Таким образом, для конкретных оболочек 
общее вариационное уравнение может быть 
преобразовано в вариационное уравнение для 
данного типа оболочек с учетом геометрии.

При выборе кинематически допустимых 
перемещений u  и w  рекомендуется проанали-
зировать решение для изотропной оболочки, 
после чего вариационное уравнение переходит 
в систему линейных алгебраических уравнений 
для определения констант, входящих в кине-
матически допустимые перемещения.
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