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Аннотация. Рассматриваются краевые задачи в полупространстве для одного класса псев-
додифференциальных уравнений. Установлены коэрцитивные априорные оценки и теоремы 
о существовании решений таких краевых задач.
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Abstract. Boundary value problems in the semi-space for a class of the pseudo-diff erential equa-
tions are considered. A priori coercetive estimates and theorems of existence of solutions of such 
boundary value problems are established.
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ВВЕДЕНИЕ
Краевые задачи для вырождающихся эл-

липтических уравнений относятся к «неклас-
сическим» задачам математической физики. 
Основная трудность, возникающая при иссле-
довании краевых задач для вырождающихся 
эллиптических уравнений, связана с влиянием 
младших (в смысле теории регулярных эллип-
тических операторов) членов уравнения на 
постановку краевых задач и их коэрцитивную 
разрешимость.*

Краевые задачи для вырождающихся эл-
липтических уравнений второго порядка доста-
точно хорошо изучены. Фундаментальные ре-
зультаты в этом направлении принадлежат 
М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты 
затем развивались и обобщались О. А. Олей-
ник [2]. В работах С. Г. Михлина [3] и М. И. Ви-
шика [4] были изучены обобщенные решения 
вырождающихся эллиптических уравнений 
второго порядка. Асимптотические свойства 
решений эллиптических уравнений и систем 
были исследованы В. А. Кондратьевым [5]. В 
работах В. П. Глушко [6], [7] была доказана 
коэрцитивная разрешимость общих краевых 
задач для вырождающихся эллиптических 
уравнений второго порядка в специальных 
весовых пространствах С. Л. Соболева. Задача 
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Дирихле для линейного эллиптического урав-
нения второго порядка с согласованным вы-
рождением исходных данных в произвольной 
выпуклой области была исследована в работе 
В. А. Руковишникова, А. Г. Ереклинцева [8].

Исследование вырождающихся эллиптичес-
ких уравнений (при «степенном» характере 
вырождения) было начато в работах М. И. Ви-
шика и В. В. Грушина [9], [10]. Затем ряд ре-
зультатов для вырождающихся эллиптических 
уравнений был получен С. З. Левендорс-
ким [11], С. А. Исхоковым [12]. Общие краевые 
задачи при произвольно сильном характере 
вырождения в полупространстве для вырож-
дающихся эллиптических уравнений были 
изучены в [13]. Краевые задачи Дирихле для 
некоторых классов вырождающихся эллипти-
ческих уравнений при произвольно сильном 
характере вырождения в полупространстве 
были изучены в [14].

В настоящей работе установлены априорные 
оценки и теоремы существования решений 
краевых задач Дирихле в полупространстве 
для нового класса вырождающихся псевдодиф-
ференциальных уравнений, содержащих весо-
вой псевдодифференциальный оператор с пе-
ременным по t  символом из класса Sm

a d,  и 
производную по t  первого порядка. Доказа-
тельство основных теорем основано на свойст-
вах весовых псевдодифференциальных опера-
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торов с символом из класса Sm
a d, . Эти свойства 

получены в [15]. Частным случаем задач, рас-
смотренных в этой работе, являются задачи, 
исследованные в работах [13], [14].

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
И РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим функцию a t t R( ) Œ +, , 1  удов-
летворяющую условию 1. 

Условие 1. a t C R( ) Œ •
+( )1  a t( ) > 0  при 

t > +( ) = ¢ +( ) =0 0 0 0, , a a  a t( ) = const  п р и 
t d≥ > 0  для некоторого d > 0.

Следуя работе [16], рассмотрим на функци-
ях u t C R( ) Œ ( )•

+0
1  интегральное преобразова-

ние

F u t u t i
d dt

tt

d

a h h r
a r a

( )ÈÎ ˘̊ ( ) = ( )
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃ ( )ÚÚ
+•

( )exp .
0

 (1)

С преобразованием Фурье Ft hÆ  преобразо-
вание (1) связано равенством F u ta h( )ÈÎ ˘̊ ( ) = 

F ut h a t= ( )ÈÎ ˘̊Æ ,  u t u t
ta j t

t a( ) ( ) ( ) ,
( )

=
= -1  гд е 

t = ( )-j t1  – функция, обратная к функции 

t j r
a r

= ( ) = ( )Út
d

t

d

.  В [16] показано, что для 

преобразования Fa  справедлив аналог равенс-
тва Парсеваля F u t u

L R L Ra h p( ) ,[ ]( ) =( ) ( )+2
1

2
12  

что позволяет рассмотреть преобразование 
Fa  на некоторых классах обобщенных функ-
ций. Обозначим расширенное интегральное 
преобразование через Fa . Обозначим через 
Fa

-1  обратное к Fa  преобразование, которое 
м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е  F w ta h[ ( )]( ) = 

t
F w

th t t jp a
h

( )
[ ( ) ] .

( )
= Æ

-
=

1
2

1  Н а  ф у н к ц и я х 

u t C R( ) Œ ( )•
+0
1  с п р а в е дли в о  р а в е н с т в о 

F D u F ut
j j

a a ah h h, ,ÈÎ ˘̊ ( ) = [ ]( )  j = 1 2, , ...,  г д е 

D
i

t tt ta a a, ,= ( )∂ ( )1
 ∂ = ∂

∂t t
.

Следуя работе [16], определим пространства 
H R H Rs

n
s q

n
, , ,( ), ( ),a a+ +  H Rs

n( ).-1

Определение 1. Пространство H Rs
n

,a +( )  (
s  — действительное) состоит из тех локально 
интегрируемых в Rn

+  функций v ,x t( )  
( , ),x R t RnŒ Œ-

+
1 1  для которых конечна норма

 v v , .
,s

s

R
x

n

F F x t d d
a a xx h x h2 2 2 2

1= + +( ) ( )ÈÎ ˘̊Ú Æ  

Определение 2. Пространство H Rs q
n

, ,a +( )  
s q≥ >( )0 1,   с о с т о и т  и з  ф у н к ц и й 
v , ,,x t H Rs

n( ) Œ ( )+a  для которых конечна норма
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Определение 3. Пространство H Rs
n( )-1  (

s  — действительное число) состоит из всех 
локально интегрируемых в Rn-1  функций g x( ),  
д л я  к о т о р ы х  к о н е ч н а  н о р м а 

g F F g
s s x

s

x
L Rn

= +Æ
-

Æ
-

1 2 21
2

1

[( ) [ ]] .
( )

x x

С помощью преобразования (1) и преобра-
зования Фурье F F F Fx x x xn nÆ Æ Æ Æ=

- -x x x x1 1 2 2 1 1
...  оп-

ределим весовой псевдодифференциальный 
оператор по формуле K t D Dx t

s
a

( ) ( ) =, , v,  
F F t F F x tx xx a a xl x hÆ

- -
Æ= ( ) ( )[ , , [v , ]].1 1

Символ весового псевдодифференциально-
го оператора l x ht, ,( )  удовлетворяет следую-
щему условию.

Условие 2. Функция l x ht C Rn, ,( ) Œ ( )•
+

+1  
удовлетворяет неравенствам
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где постоянные cjk > 0  не зависят от 
t R R R qnŒ Œ Œ Œ >+

-1 1 1 0 1 1, , , [ ; ), .    x h d
Обозначим класс функций l x ht, , ,( )  удов-

летворяющих условию 2, через Sa d
s
, .  Такой 

класс символов l x h( , , )t  при d = 0  был иссле-
дован в [13], а при d Œ[ ; )0 1  в [15].

Р а с с м о т р и м  о п е р а т о р ы 

A t D D v x t K t D D v
v
tx t t

q
x t

±
±∂ = - ∂

∂
( , , , ) ( , ) ( , , ) ,,

( )
,a a  где 

K t D Dq
x t±

( )
,( , , )a  — весовые псевдодифференци-

альные операторы с символами l x h±( , , ),t  ко-
торые удовлетворяют условию 2 при q > 1,  а 
также следующему условию:

Условие 3. Функции l x h±
•

+
+Œ( , , ) ( )t C Rn 1  

и при всех t Œ +•( ; ),0  ( , )x h ŒRn  справедливы 
оценки ± ≥ + +±Re ( , , ) ( )l x h x ht c

q

1
2 2 2  с некото-

рой константой c q> >0 1, . 
Рассмотрим в Rn

+  задачу вида
 A t D D v x t fx t t

- ∂ =( , , , ) ( , ) ,,a  (2)

 v x g x( , ) ( ).+ =0  (3)
Наряду с задачей (2)—(3) рассмотрим урав-

нение
 A t D D v x t fx t t

+ ∂ =( , , , ) ( , ) .,a  (4)



164 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2010. № 1

Доказаны следующие утверждения:
Теорема 1. Пусть s q≥ >0 1,   — действи-

тельные числа, выполнены условия 1—3. Тог-
да для любого решения v x t( , )  задачи (2)—(3), 
принадлежащего пространству H Rs q q

n
+ +, , ( ),a  

справедлива априорная оценка 
 v c f g v

s q q s q s q L Rn+ +
£ + +

+, , , , ( )
( ),

a a1
2 2

 (5)

а для любого решения v x t( , )  уравнения (4), 
принадлежащего пространству H Rs q q

n
+ +, , ( ),a  

справедлива априорная оценка
 v c f v

s q q s q L Rn+
£ +

+, , , , ( )
( ),

a a1
2

 (6)

с постоянными c c1 20 0> >, ,  не зависящими 
от v f g, , .

Теорема 2. Пусть выполнены условия 
т е о р е м ы  1 .  П у с т ь  f x t H Rs q

n( , ) ( ),, ,Œ +a
g x H R

s q

n( ) ( ).Œ
+

-
1
2

1  Тогда существует оператор 

R H R H Rs q
n

s q q
n

- + + +Æ: ( ) ( ), , , ,a a  такой, что функция 
R f x t- ( , )  удовлетворяет условию (3) и справед-
ливо равенство
 A R I T R-

- - -= + ,  
где I  — единичный оператор, а порядок опера-
тора T-  в шкале пространств H Rs q

n
, , ( )a +  не пре-

восходит q - 1.  Пусть f x t H Rs q
n( , ) ( ),, ,Œ +a  тогда 

существует оператор R H R H Rs q
n

s q q
n

+ + + +Æ: ( ) ( ), , , ,a a  
такой, что A R I T R+

+ + += + ,  причем порядок 
оператора T+  в шкале пространств H Rs q

n
, , ( )a + не 

превосходит q - 1.
Оператор R-  называется правым регуляри-

затором задачи (2)—(3), а оператор R+  назы-
вается правым регуляризатором уравнения (4). 
Если справедливы априорные оценки (5) и (6), 
то правые регуляризаторы являются и левыми 
регуляризаторами.

Наряду с задачей (2)—(3) рассмотрим за-
дачу
 A t D D v x t r v x t f x tx t

- - =( , , ) ( , ) ( , ) ( , ),,a 1  (7)

 v x g x( , ) ( ).+ =0  (8)
Рассмотрим также уравнение

 A t D D v x t r v x t f x tx t
+ + =( , , ) ( , ) ( , ) ( , ).,a 1  (9)

Здесь r1 0>  — некоторое число.
Доказаны следующие утверждения:
Теорема 3. Пусть выполнены условия 

теоремы 1 и Re ,m m> >0 0  где m0  — достаточ-
но большое число. Тогда для любого решения 
v x t( , )  задачи (7)—(8), принадлежащего про-
странству H Rs q q

n
+ +, , ( ),a  справедлива априорная 

оценка 

 v c f g
s q q s q s q+ +

£ +
, , , ,

( ),
a a1

2
 

а для любого решения v x t( , )  уравнения (9), 
принадлежащего пространству H Rs q q

n
+ +, , ( )a , 

справедлива априорная оценка v c f
s q q s q+

£
, , , ,a a2  

с постоянными c c1 20 0> >, ,  не зависящими 
от v f g, , .

Теорема 4. Пусть выполнены условия 
теоремы 3. Тогда, если f x t H Rs q

n( , ) ( ),, ,Œ +a  
g x H R

s q
n( ) ( ),Œ

+

-

2

1  то существует единственное 

решение задачи (7)—(8), принадлежащее про-
странству H Rs q q

n
+ +, , ( ).a  Если f x t H Rs q

n( , ) ( ),, ,Œ +a  
то существует единственное решение уравне-
ния (9), принадлежащее пространству 
H Rs q q

n
+ +, , ( ).a
Доказательство теорем 1—4 основано на 

свойствах весовых псевдодифференциальных 
операторов с символом из класса Sa d

s
, .  

Изложим кратко схему доказательства те-
орем 1—4.

Наряду с пространством H Rs
n

,a +( )  рас-
смотрим пространство H Rs



,a +( )1  функций 

u t( ),  в котором норма, зависящая от пара-
метра x ,  x Œ -Rn 1,  определяется равенством 

u F u d
s

s

R
, ,

[ ]( ) .
a x ax h h h2 2 2 2

1
1

= + +( )Ú
Обозначим u u

L R
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+2
1( )

.

Наряду с операторами A±  рассмотрим опе-
раторы
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г д е  K t D F K t D Dq
t x
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,
( )

,( , , ) [ ( , , )],x a x a  
K t D Dq

x t±
( )

,( , , )a  — весовой псевдодифференци-
альный оператор с символом l x h±( , , ),t  удов-
летворяющим условиям 2 ,  3 ,  m Œ[ , ],0 1  
p r= >1 2 00, , ...,  — целое число, 2 10r q≥ > ,  
u t F v x tx( , ) [ ( , )].x x= Æ  Весовой псевдодифферен-
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-= ± + +2 1 20 01r
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Рассмотрим также операторы
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где r1 0>  — некоторое число.
Рассмотрим операторы
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и обозначим
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Изложим кратко схему доказательства тео-
рем 1 и 3. Утверждения этих теорем вытекают 
из совокупности следующих вспомогательных 
утверждений, доказательство которых основа-
но на свойствах весовых псевдодифференци-
альных операторов из класса Sa d

s
, ,  d Œ[ ; ),0 1  

исследованных в [15].
Лемма 1. Пусть m Œ[ ]0 1, ,  p Rn= Œ -1 2 1, ..., ,x  

s ≥ 0.  Пусть выполнены условия 1—3. Тогда 
для любой функции u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  справедливо 

неравенство
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где постоянная c > 0  не зависит от p v u t, , , ( ),m  
s R0

1Œ  — любое действительное число.
Следствие 1. Пусть выполнены условия 

леммы 1 .  Тогда для любой функции 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  при r r1 2≥ ,  где r2 0>  — доста-

точно большое число, справедливо неравенс-
тво
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где постоянная c > 0  не зависит от p v u, , , .m
Лемма 2. При выполнении условий лем-

мы 1 для любой функции u t C R( ) ( )Œ •
+0
1  спра-

ведливо неравенство
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где s R1
1Œ  — любое действительное число, 

s ≥ 0  — действительное число.
Следствие 2. Пусть выполнены условия 

леммы 1 .  Тогда для любой функции 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  при s ≥ 0  справедлива оценка
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Следствие 3. Пусть выполнены условия 
леммы 1 .  Тогда для любой функции 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  при r r1 2≥ ,  где r2 0>  — доста-

точно большое число, справедливо неравенс-
тво
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Здесь s ≥ 0  — действительное число.
Следствие 4. Пусть выполнены условия 

леммы 1 .  Тогда для любой функции 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  при s ≥ 0  справедлива оценка
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Здесь константа c > 0  не зависит от x, , .u t  
Оператор A t Dp t t
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, ,( , , , )m ax
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∂  определен выше,

 

u

F F u

s q

s ql

t
l

l

s
q

L R

, , ,

( )

{ [ [ ]]

a x

a ax h

=

= + +( ) ∂-
-

=

È
ÎÍ

˘
˚̇

Â
+

1 2 2 2

0

1
2

1

22
1
2} .

 

Неравенство (11) вытекает из (10) при 
m = 1,  p = +•,  если воспользоваться тождест-
вом j x x( , , ) ( )+• = +1 1

2 2
q

 и неравенством

 c u N u c u
s q s s q

-
+•£ £1

1
2

, , , , , , , , ,a x x a x

  

Следствие 5. Пусть выполнены условия 
леммы 1 .  Тогда для любой функции 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  при r r1 2≥ ,  где r2 0>  — доста-

точно большое число, справедливо неравенс-
тво
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где константа c > 0  не зависит от x, , .u t
Утверждение следствия 5 вытекает из 

следствия 3 при m = 1,  p = +•.
Так как множество C Rn

0
•

+( )  плотно в 
H Rs q q

n
+ +, , ( )a  (s ≥ 0  — действительное число), то 

теоремы 1 и 3 достаточно доказать на функци-
ях  v x t C Rn( , ) ( ).Œ •

+0  Но  тогда  функция 
u t F v x tx( , ) [ ( , )]x x= Æ  при всех x Œ -Rn 1  принадле-
жит по переменной t  пространству C R0

1•
+( ).  

Таким образом, теоремы 1 и 3 вытекают из 
оценок (11), (12).

Изложим кратко схему доказательства те-
орем 2 и 4.

Обозначим

 N v N F v x t ds p s p
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 (13)

где функционал Ns p, , ,m x  определен выше, 
p = 1 2, , ...  и m Œ[ ]0 1, ,  x Œ -Rn 1.

Определение 4. Обозначим через Ĥ Rs
na
+( )  

пространство функций, для которых конечна 
норма (13) при p = 1 2, , ...  и m Œ[ ]0 1, .

Рассмотрим в Rn
+  задачу вида
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Рассмотрим также уравнение
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2 10r q≥ > ,  r0  — натуральное число.

Лемма 3. Пусть s ≥ 0,  m Œ[ ]0 1, ,  p = 1 2, , ....  
Пусть выполнены условия 1—3. Тогда при 
r r1 2≥ ,  где r2 0>  — достаточно большое число, 
для любой функции v x t H Rs q

n( , ) ( ),Œ + +
�a

 справед-
ливо неравенство
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Если, кроме того, v x t
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где константы c1 0> ,  c2 0>  не зависят от 
p v, , .m
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Теорема 5. Пусть выполнены условия 1—

3. Пусть f x t H Rs
n( , ) ( )Œ +

�a
 (s ≥ 0  — действитель-

ное число). Тогда при r r1 2≥ ,  где r2 0>  — до-

статочно большое число, существует единствен-
ное решение задачи (14)—(15) (уравнения (16)), 

принадлежащее H Rs q
n�

+ +

a
( ).  Для этого решения 

справедлива априорная оценка (17) ((18)) при 
m = 1.

Теорема 5 доказывается с помощью продол-
жения по параметру m Œ[ ; ].0 1

Заметим, что при доказательстве теорем 2 
и 4 достаточно рассматривать однородное ус-
ловие при t = 0.

Рассмотрим вначале случай, когда 
f x t H Rr

q
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( ), ,

Œ
+ -

+2
20

0 a
 Из теоремы 5 следует 

существование и единственность решения 
v x tp( , )  задачи (14)—(15), для которого спра-
ведлива оценка (18) при m = 1.

Можно доказать, что последовательность 
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где A t D D F A t D
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Из (19) получим
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Применив в правой части этого неравенства 
оценку (18) при m = 1 получим
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Из этой оценки получим фундаменталь-
ность последовательности { ( , )}v x tp  в H Rs q q

n
+ +, , ( ).a  

Так как пространство H Rs q q
n

+ +, , ( )a  — полное, то 
существует такая функция v x t H Rs q q

n( , ) ( ),, ,Œ + +a  
что v x t v x t

p p( , ) lim ( , )=
Æ+•

 в H Rs q q
n

+ +, , ( ).a  Можно 

показать, что функция v x t( , )  является реше-
нием задачи (7)—(8) при g x( ) .= 0

Аналогично устанавливается существование 
решения уравнения (9). Таким образом, получа-
ем справедливость утверждения теоремы 4 для 
задачи (7)—(8). Аналогично доказывается спра-
ведливость этой теоремы для уравнения (9).

П. В. Садчиков, А. Д. Баев
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Рассмотрим теперь операторы
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Из теоремы 4 следует, что существует 
единственное решение задачи (7)—(8) при 
r r1 2≥ ,  где r2 0>  — достаточно большое число. 
Обозначим через Rr1

-  — оператор, обратный 
оператору, порожденному задачей (7)—(8).
 R F G v v x t G xr t1 0

-
=

= =( , ) , ( , ) ( ).  

Заметим, что справедливо равенство
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причем R F G G xr t1 0

-

=
=( , ) ( ).

Из этого равенства и априорной оценки (5) 
следует, что построенный оператор Rr

-  явля-
ется правым регуляризатором задачи (2)—(3). 
Аналогично доказывается существование регу-
ляризатора для уравнения (4).
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