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Аннотация. В статье описан уникальный алгоритм построения системы ортогональных 
финитных функций для решения уравнения Кортевега-де-Фриза методом конечных элемен-
тов. Результат проектирования на соответствующее конечномерное подпространства — сис-
тема обыкновенных дифференциальных уравнений с диагональной матрицей.
Ключевые слова. Метод конечных элементов, Ортогональные финитные функции, условие 
Стренг—Фикса. 
Abstract. In article the unique algorithm of construction of system orthogonal fi nite functions for 
the decision of the equation of the Korteveg-de-Fries is described by a method of fi nite elements. 
The result of designing on corresponding subspaces is system of the ordinary diff erential equations 
with a diagonal matrix.
Key Words. method of fi nite elements, orthogonal compact V. L. Leontev’s type functions, Streng-
Fix condition.

1. ВВЕДЕНИЕ*

Мощным средством перехода от непрерыв-
ной системы с бесконечным числом степеней 
свободы к дискретной системе является метод 
конечных элементов (МКЭ). При построении 
приближённых решений уравнений с частными 
производными с помощью метода конечных 
элементов (МКЭ) исходное уравнение сводится 
к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Функции, используемые в МКЭ, 
должны обладать рядом свойств, чтобы полу-
чить достаточную точность и, по возможности, 
максимально сократить количество арифмети-
ческих операций. Эти функции должны быть 
финитными, или, хотя бы иметь хорошую ло-
кализованность. Гладкость таких функций 
должна быть адекватна предполагаемой глад-
кости точного решения. Слишком хорошая 
гладкость аппроксимирующих функций, как, 
например, у атомарных up-функций Рвачё-
ва [1], вредна для аппроксимации решений, у 
которых гладкость нарушается (например — на 
границе области). Система функций, исполь-
зуемая в МКЭ, должна обладать хорошими 
аппроксимационными свойствами. Точности 
порядка h  бывает недостаточно. Приходится 
уточнять такое приближение, например, с по-
мощью экстраполяции Ричардсона [2], что не 
всегда возможно. Кроме того, полученная пос-
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ле применения МКЭ система обыкновенных 
дифференциальных уравнений должна быть 
максимально простой, т.е. линейной, с ленточ-
ной матрицей, желательно, — с диагональным 
преобладанием [3]. Если система получилась 
нелинейной, то точность теряется ещё и при её 
решении метод Адамса или Мултона. Если 
после проектирования система получилась 
линейной, то она обычно имеет плохообуслов-
ленную матрицу, при обращении которой опять 
же теряется точность. Также желательно, 
чтобы для задания функций, используемых в 
МКЭ, была бы приведена простая явная фор-
мула.

В этой работе предлагается развитие идеи 
В. Л. Леонтьева [4] — непосредственного пос-
троения систем ортогональных финитных 
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На простом примере описывается алгоритм 
построения системы ортогональных финитных 
функций, адаптированной для решения урав-
нения Кортевега-де-Фриза. На этом примере 
видно, как строить такие системы ОФФ для 
достаточно широкого класса задач с частными 
производными. Функция f x( )  будет чётной, 
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что сильно упрощает метод. Построенная сис-
тема функций будет трижды непрерывно диф-
ференцируемой и удовлетворять четырём 
специальным условиям, благодаря чему в ре-
зультате проектирования на соответствующее 
конечномерное подпространство для функций-
амплитуд матрица системы будет иметь диа-
гональный вид. Поэтому, так как при предло-
женном здесь подходе для различных h  не 
нужно будет каждый раз решать систему диф-
ференциальных уравнений больших размеров 
(эта система расщепляется), можно сразу ог-
раничиться точностью порядка h,  даже, вооб-
ще говоря, точностью степени ha a ( > 0).

Необходимо всё же сразу указать, что глав-
ную вычислительную трудность имеет синтез 
функции f x( ).  Она будет строиться прибли-
жённо (один раз приближённо решается нели-
нейная алгебраическая система), так как в 
предложенной конструкции точное выполнение 
условия Стренга-Фикса, вообще говоря, невоз-
можно.

2. СПЕЦИАЛЬНАЯ СИСТЕМА 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ ФИНИТНЫХ 
ФУНКЦИЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

КОРТЕВЕГА-ДЕ-ФРИЗА
Построим функцию f x( )  с носителем [ 1,1]- ,  

порождающую систему функций { ( )} =0f
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на основе которой далее будет строиться при-
ближённое решение уравнения Кортевега-де-
Фриза (8)—(9). Пусть 
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Неизвестные коэффициенты a al1, ...,  много-
члена определим далее из условий гладкости, 
ортогональности и приближённых условий 
Стренга—Фикса.

Потребуем выполнения 4 условия глад-
кости 
 f f f f(1) = (1) = (1) = (1) = 0.¢ ¢¢ ¢¢¢  

Пусть также выполнены следующие 4 ус-
ловия ортогональности в смысле L2( )R :
 · - Òf x f x( ), ( 1) = 0,  (2)
 · ¢¢¢ - Òf x f x( ), ( 1) = 0,  (3)
 · - ¢ - Òf x f x f x( 1) ( ), ( 1) = 0,  (4)
 · ¢ - - Òf x f x f x( ) ( 1), ( 1) = 0.  (5)

Эти 4 условия будут нужны для того, что-
бы в результате проектирования на соответ-

ствующее конечномерное подпространство для 
функций-аплитуд получились обыкновенные 
линейные дифференциальные уравнения. Лег-
ко проверить интегрированием по частям, 
что (4) эквивалентно 
 · ¢ - - Òf x f x f x( ) ( 1), ( 1) = 0.  (6)

Из чётности f x( )  следует, что в (2)—(6) 
можно заменить f x( 1)-  на f x( 1)+ :
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Позаботимся теперь о хороших аппрокси-
мационных свойствах системы ОФФ. Извест-
но ([5], [6]), что если функция f x( )  c носителем 
[ 1,1]-  принадлежит W p
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где постоянные cs  и c  не зависят от u x( )  и от 
h.  Показатель p s+ -1  является наилучшим 
для рассматриваемых классов W s

2  и W p
2

1.+

В предложенной нами конструкции (1) 
даже условие f x f x( ) ( 1) 1+ - ∫ ,  необходимое 
для точности порядка h , накладывает на ко-
эффициенты a al1, ...,  в точности l  условий. То 
есть с учётом условий гладкости и ортогональ-
ности для коэффициентов a al1, ...,  получится 
переопределённая система.

Потребуем, чтобы функция f x( )  удовлет-
воряла приближённому условию Стренга-Фик-
са на отрезке [0,1] :
 f x f x( ) ( 1) 1,+ - ª  
то есть 
 f y f y i qi i( ) ( 1) = 1, = 1,..., ,+ -   
где y yq1, ...,  сетка на отрезке [0,1] (необяза-
тельно равномерная). Эти q  условий линейным 
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образом связывают коэффициенты a al1, ...,  
функции f x( ).

Объединяя 4 условия гладкости, 4 условия 
ортогональности и последние q  условий, полу-
чим алгебраическую систему уравнений для 
коэффициентов a al1, ..., . Этих коэффициентов 
a al1, ...,  необходимо взять l q:= 8 + . Численно 
решая полученную систему, в которой только 4 
уравнения нелинейные (два квадратичных и 
два кубических), находим коэффициенты 
a al1, ..., .  После этого нормируем в смысле L2  
найденную функцию.

3. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
НА ОСНОВЕ ПОСТРОЕННОЙ 

СИСТЕМЫ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
ФИНИТНЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим уравнение Кортевега-де-Фриза 
с начальным условием: 
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Подставим приближённое решение (10) в 
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Подставим приближённое решение (10) в 
уравнение (8) и умножим скалярно в смысле 
L2  обе части полученного равенства на 
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Приближённое решение, соответствующее 
сетке шага h,  построено: 
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При практической реализации предложен-
ного метода компьютер нужен только для од-
нократного приближённого синтеза функции 
f .
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