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Аннотация. В работе ставится и изучается краевая задача новой структуры для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, из которой получаются при некоторых значе-
ниях присутствующих параметров многие известные и ранее исследованные задачи (Коши, 
Валле Пуссена, Николетти и др.). Приводится две теоремы о существовании и единственнос-
ти решения, полученных путем преобразования данной задачи к другим задачам.
Ключевые слова: краевая задача общей структуры, линейные отображения, эквивалентные 
краевые задачи, существование и единственность решения.

Abstract. In this work there is set and studied boundary value problem of new structure for 
singular diff erential equations system from which comes out at some values of present parameters 
many known and earlier investigated solutions (Cauchy, de la Vallee-Poussin, Nickoletti, etc.) is 
put and studied. There is shown two theorems of existence and uniqueness of the solution which 
are received by transformation of the given problem and other problems.
Keywords: boundary value problem of generic structure, linear mapping, equivalent boundary 
value problem, existence and uniqueness of the solution.

1. Задача для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (ОДУ)* 

 ¢ = =y f x y y y i ni i n( , , , ..., ), , ,1 2 1  (1)
с краевыми условиями 

 y x i ni i( ) , , ,= =0 1  (2)
сформулированная в области D y di i: ,{ £  
x a b, ,Œ[ ]}  где d i ni , , ,= 1  данные числа, 
x a b i ni Œ[ ] =, , , , 1  как для непрерывных правых 
частей f i ni , , ,= 1  по совокупности аргументов, 
так и для сингулярных по независимый пере-
менный x  и по фазовым координатам y i ni , , , = 1  
изучена многими авторами и называется по 
разному: задача Николетти [1, 7], задача не типа 
Коши [2, 3], задача Коши—Николетти [4, 5, 6] 
и т.д. Различные ее вариации рассматривались 
и для функционально-дифференциальных и 
дифференциально-алгебраических систем. По-
лучены достаточно тонкие признаки существо-
вания и единственности решения [6, 8].

Здесь для системы (1) исследуется специ-
альная многоточечная краевая задача с усло-
виями:

 
y x i m

k r r n

k i k

i i k
k

m
i i
( ) , , , ..., ,

, , ..., , ,

, = =

= =
=

Â

0 1 2

1 2
1

 

 
 (3)

© Исраилов С. В., Сагитов А. А., 2010

где x a bi ki, , ,Œ[ ]  m nŒ{ }1 2, , ..., ,  r ni Œ{ }0 1 2, , , ..., .
Для наглядного обозрения расшифруем 

структуру (3) и запишем ее в равносильном 
виде: 
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Из-за равенства r r r nm1 2+ + + =...  при 
m = 1имеем r n1 =  и в равенствах (4) остается 
только первая строка, означающая условие 
задачи Николетти, т.е. при m = 1  задача (1), (3) 
совпадает с задачей Николетти (1), (2), если 
положить x x i ni i= =1 1, , ;  в частности, когда 
x x x n11 12 1= = =... ,  получаем задачу Коши. 

Если в (3) или (4) одно или несколько из 
чисел r r rm1 2, , ...,  равняется нулю, то из усло-
вий (4) выпадают строки, соответствующие им; 
при m n=  из равенства r r r nm1 2+ + + =...  
с л е д у е т  r r rm1 2 1= = = =...  в  с л у ч а е 
r i mi π =0 1, , ,  и имеем задачу Валле—Пуссена 
[7, 8].

При m = 2  имеем r r n1 2+ =  и если ни одно 
из чисел r r1 2,   не равняется нулю, то в равенс-
твах (4) остаются только первые две строки, 
при m = 3  получается r r r n1 2 3+ + =  и если 
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r kk π =0 1 2 3, , , ,  то в условиях (4) остается 
только первые три строки и т.д. 

Таким образом, придавая различные нату-
ральные числовые значения m nŒ{ }1 2, , ...,  и 
комбинируя числами r r rm1 2, , ..., ,  из граничных 
условий (3), получаем как ранее изученные 
краевые задачи, так и краевые задачи новых 
типов, что подтверждает оригинальность и 
неповторимость задачи (1), (3), как граничной 
задачи наиболее общей структуры для системы 
ОДУ с охватом большого количества точек из 
сегмента a b, .[ ]

Дальнейшее содержание работы касается 
разрешимости задачи, единственности решения 
и метода их получения. 

2. Обозначим через ¢x a bn( , ) множество п-
мерных вектор-функций с непрерывно-диффе-
ренцируемыми компонентами на a b C a bn n, , ,[ ] ¢ [ ]¥  
— множество матриц из п-строк и п-столбцов 
с непрерывно-дифференцируемыми элемента-
ми на a b, .[ ]

Вектор-функция y x y x C a bi i
n

n( ) ( ( )) ( , )/= Œ=1  
называется решением задачи (1), (3), если она 
удовлетворяет системе (1) и граничным усло-
виям (3).

В дальнейшем будем считать, что функции 
f x y y yi n( , , , ..., ),1 2  i n= 1, ,  непрерывны по сово-
купности аргументов в области D и для любых 
векторов y y z z y d z di i

n
i i

n
i i i i= = £ £=( ) , ( ) , ,1     

имеет место условие Липшица.

 
f x y y y f x z z z

L x y z i

i n i n

i j j
j

n

( , , , ..., ) ( , , , ..., )

( ) ,

1 2 1 2

1

- £

£ - =
=
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где L x L x C a bi i
n

n( ) ( ( )) ( , ),= Œ=1  C a bn( , )  — про-
странство непрерывных векторов-функций.

П у с т ь  з а д а н н а  м а т р и ц а 
A x a x C a bik i k

n
n n( ) ( ) ( , )

,
/= ( ) Œ

= ¥1
 такая, что

 det ( ) det ( ) ,
,

A x a xik i k

n= ( ) π
=1

0  (6)

 a x i m k rk r r r k i k i ii i i i, ... ( , ) , , , , .
1 2 1

0 1 1+ + + +-
π = =  (7)

Р а с с м о т р и м  в е к т о р - ф у н к ц и ю 
u u x C a bi i

n
n= ( ) Œ ¢

=
( ) ( , ),

1

~

 числовые значения ко-
торой при x a bŒ[ ], не выходят из области 
D u x d i n x a bi i

* *: ( ) , , , , ,£ = Œ[ ]{ }  1  где di
*  — не-

которые числа, о которых будут специальные 
оговорки. 

Установим между вектор-функциями 
y xi i

n
( )( ) =1

 и u xi i

n
( )( ) =1

 соответственно со значени-
ями из области D  и D* взаимно-однозначное 
соответствие с помощью линейных равенств: 

 y x a x u x i ni ij j
j

n

( ) ( ) ( ), , ,= =
=

Â  1
1

 (8)

что вполне возможно из-за (6). Обозначим 

 aij a x b ija x i j n= =
£ £

max ( ) , , , , 1  (9)

и будем считать, что числа di и di
* таковы, что 

выполняется неравенства

 aij
j

n

j id d i n
=

Â £ =
1

1* , , .  (10)

Тогда равенства (8) отображают числовые 
значения вектор-функции y xi i

n
( )( ) =1

 в область 
D.

Пусть вектор-функция y x C a bi i

n
n( ) ( , )( ) Œ ¢

=1
 

удовлетворяет условиям (3). Тогда вектор 
функция u x C a bi i

n
n( ) ( , )( ) Œ ¢

=1
 в силу (7) будет 

удовлетворят условиям
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где
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Считая функции y x i ni( ), , , = 1  из (8) реше-
нием системы (1), построим относительно 
функций u x i ni( ), , , = 1  систему ОДУ:
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Здесь A xk j, ( )  — алгебраические дополнения 
элементов матрицы A x( ).

Для любых векторов u ui i
n= =( ) ,1  u u= =( )i i

n
1  

из области D* с учетом (5) из (15) получим: 
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где

  L x A x A x L x i ni k i
k

n

k

~

 ( ) (det ( )) ( ) ( ), ,,
*= =-

=
Â 1

1

1  (17)

 L x a x L x k nk j k j k
*

,
/( ) max ( ) ( ), , .= + = 1  

Возьмем подмножество C a b C a bn n
/ /( , ) ( , )

~

Ã  
вектор-функций u x u xi i

n
( ) ( )= ( ) =1

 со значениями 
из области D*.  Нетрудно проверить, что в 
подмножестве C a bn

~

( , )  краевая задача (14), (11) 
эквивалентна системе интегральных уравне-
ний.
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Для ясности распишем систему (18): при 
i = 1  имеем ( , , ..., )k r1 11 2=  
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при i k r= =2 1 22 2 ( , , ..., )  имеем: 
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и т.д. при i m k rm m= = ( , , ..., )1 2  получим: 
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Если положить
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то система нагруженных интегральных урав-
нений (19) – (21) запишется в компактном 
виде
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т.е имеем систему из n-нагруженных интеграль-
ных уравнений.

3. Наряду с системой (21) рассмотрим еще 
систему

  
u x u a F t u t u t u t dt
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Найдем u ai( ),  i n= 1, ,  так, чтобы систе-
мы (21), (22) совпали, для этого в (22) положим 
x xi= *,  i n= 1, ,  и полученное выражение

Краевая задача общей структуры для системы ОДУ
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подставим в (21):
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При x a=  из (24) имеем
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или алгебраическо-функциональную систему
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Будем считать, что матрица A( )x  такова, 
что
 det det( ) , ( ) .,
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Из (26) находим
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и систему (22) перепишем в виде
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где Bk i,  — алгебраические дополнения элемен-
тов матрицы B.

Интегральную систему (29) будем изучать 
в подмножестве �¢C a bn( , ).

Функции f x y y yi n( , , , ..., )1 2  ограничены в 
области D из-за их непрерывности, поэтому

 f x y y y i ni n i( , , , ..., ) , , ,1 2 1£ =M   (30)
где Mi  — некоторые числа. Функции Fi ,  
i n= 1, ,  обладают такими же свойствами, что 
и и функции fi  с элементами матрицы A( ),x  
поэтому в области D *  так же ограничены не-
которыми числами Mi

* :

 F x u x u x u x i ni n i( , ( ), ( ), ..., ( ) , , .1 2 1£ =*M   (31)
Тогда функционалы Fi nu u u( , , ..., )1 2  оцени-

ваются просто в той же области D* :

    

F

M M K

i n

ij i j j i i i
j

n

u u u

b x x a x a

i

( , , ...,

( ) ( ) ( ) ,*

1 2

1

1

£

£ - + - =

=

* * * *

=
Â

,, ,n

 (32)

и в свою очередь можно оценить функции u xi( )  
из (29):

 
| ( ) | (det )

( ) , ,

,u x

b a i n

i k i k
k

n

i i

£ +

+ - = =

-

=

* *

Â B B K

M K

1

1

1 

 (33)

Теперь, если предположить

 Ki id i n* *£ =, , . 1  (34)
то интегральные операторы в правых час-
тях (29) отображают множество �¢C a bn( , )в себя. 
Взяв соответствующую норму в пространстве 
�¢C a bn( , ),  по схеме, не раз примененной в моно-

графии 5[ ],  доказывается полная непрерыв-
ность интегральных операторов из правых 
частей, что обеспечивает существование реше-
ния задачи (14), (11). Поэтому по методу пос-
троения системы (14) с краевыми условия-
ми (11) путем использования матрицы A x( )  из 
линейных преобразований (8) с привлечением 
системы (1) и краевых условий (3) следует, что 
любое решение этой задачи u x u xi i

n( ) ( ( ))= =1  
приводит к решению y x y xi i

n( ) ( ( ))= =1  зада-
чи (1), (3) в силу равенств (8).

Пусть задача (14), (11) имеет два решения 
u x u xi i

( ) ( )( ), ( ),1 2  i n= 1, .  Из (29) получим оцен-
ки:
 

u x u x B B

u u u

i i ki
k

n

k n

( ) ( )

( ) ( ) (

( ) ( ) det

( , , ...,

1 2 1

1

1
1

2
1

- £ ( ) ¥

¥

-

=
Â

F 11
1
2

2
2 2

1
1

2
1 1

) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

) ( , , ..., )

( , , , ...,

- +

+

Fk n

i n

u u u

F t u u u ))

( , , , ..., )( ) ( ) ( )

-

- £

Ú
a

x

i nF t u u u dt1
2

2
2 2
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(det ) ,£ Â -

=
k i

k

n

kjB B b1

1

(( )

( ) ( )

(

*

* *

x

L t dt L t dt

L

k
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n

j

a

x
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a

x

i

j k
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È
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Ô

ÓÔ

◊ +
˘

˚
˙
˙
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+

=
Â
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1

~ ~

~

tt dt u x u x

S u

a

b

a x b i i
i

n

i a x b i

) max ( ) ( )
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( ) ( )

(

Ú Â
¸
˝
Ô
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=

£ £
=

£ £

1 2

1

11 2

1

1) ( )( ) ( ), , ,x u x i ni
i

n

- =
=
Â  

 (35)

где

  
S B B b x L t dt

L t

i k i
k j

n

k j k j

a

x

k

j

= ◊ +

+

-

=
Â Ú| (det ) |[| ( ) | ( )
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,
,

,
*
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1

1

~

~

ddt L t dt i n
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x

i
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] ( ) , , .
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+ =Ú Ú
~

 1

 (36)

Суммируя левые и правые части неравенств 
(36), получим:

 
max ( ) ( )

max ( )

( ) ( )

( )

a x b i i
i

n

i a x b
i

n

i i

u x u x

S u x u

£ £
=

£ £
=

- £

£ -

Â

Â

1 2

1

1

1 (( )( )2

1

x
i

n

=
Â

 (37)

и при 

 Si
i

n

<
=
Â 1

1

 (38)

решение будет единственным.
4. Может случится, что неравенство (27) не 

выполняется и тогда система (21) не перево-
дится в систему (29). В этом случае в множест-
ве �¢C a bn( , )  рассматривают непосредственно 
саму систему (21) с ее нагруженными правыми 
частями и на числа di

*  из области D*  налага-
ются дополнительные ограничения в виде не-
равенств: 

 | ( ) | , , ,,
* * * *b x d M d i ni j i j i i i

j

n

+ £ =
=

Â l
1

1  

где li i ix a b x= -( ) -( )ÈÎ ˘̊max , ,* *  обеспечиваю-
щие отображения правыми частями (21) мно-
жества C a bn

/( , ) в себя, после чего можно при-

менить один из методов, предложенных для 
доказательства теорем существования и единс-
твенности в монографии 5[ ].

Таким образом, доказаны две теоремы:
Теорема 1. Для разрешимости зада-

чи (1), (3) необходимо и достаточно, чтобы 
была разрешима задачи (14), (11).

Теорема 2. При перечисленных допущени-
ях относительно правых частей fi  и матри-
цы A x( ) задача (1), (3) имеет решение, причем 
единственное. 
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