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Аннотация. В банаховом пространстве X  рассматривается сильно непрерывная полугруп-
па U t( )  ( )t > 0  с ядром ker { }.U = 0  Строится такое локально выпуклое пространство Q,  
что X  плотно и непрерывно вкладывается в Q,  а полугруппа U t( )  расширяется по непре-
рывности до полугруппы �U t( )  класса C0  в Q.  Дается описание слабых решений уравнения 

¢y t y t( ) = ( )A  с оператором A  в X,  A Ã ¢�U (0).
Ключевые слова: банахово пространство, локально выпуклое пространство, сильно непре-
рывная полугруппа, генератор, дифференциально-операторное уравнение.

Abstract. Let U t( )  ( > 0)t  be a strongly continuous semigroup in a Banach space X  and 
ker .U = {0}  We construct a locally convex space Q  such that X  can be densely embedded in 
Q  and the semigroup U t( )  can be continuously extended to a semigroup �U t( )  of class C0  in Q . 
We describe weak solutions of the equation ¢ =y t y t( ) ( )A , where A  is a linear operator in X  
and A Ã ¢�U (0).
Keywords: Banach space, locally convex space, strongly continuous semigroup, generator, 
diff erential operator equation.

ВВЕДЕНИЕ
Пусть X  — банахово пространство с нор-

мой ◊ .  Под полугруппой операторов понима-
ется сильно непрерывная функция t U tÆ ( )  
( > 0)t  со значениями в множестве ограничен-
ных линейных операторов в X,  удовлетворя-
ющая равенству U t s U t U s( ) = ( ) ( )+  при всех 
t s, > 0.  В данной работе (в предположении, 
что kerU = {0} ) строится такое локально вы-
пуклое пространство Q,  что X  плотно и не-
прерывно вкладывается в Q,  а полугруппа U  
расширяется до полугруппы �U  класса C0  в 
пространстве Q.  Устанавливается связь между 
производящим оператором �¢U (0)  и старшим 
генератором [1] полугруппы U . *

Полученные результаты применяются для 
описания слабых решений уравнения 
 ¢y t y t t( ) = ( ), > 0,A   (1)
с оператором A  в пространстве X  таким, что 
A Ã ¢�U (0).  Слабым решением уравнения (1) 
называется функция y  со свойствами: (i) 
y L X a bŒ 1( ; , )  для всех a b,  (0 < < < )a b •  (пи-
шем y L XlocŒ 1, ( ) ); (ii) для любой финитной 
бесконечно дифференцируемой на (0, )•  фун-

* Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, грант 07-01-00131

© Брук В. М., 2010

кции j( )t  и любых пар { , }1
* * *g g X XŒ Ã ¥A  

справедливо равенство 

 
0 0 1( ) ( ), = ( ) ( ), ,
• •

Ú Ú¢ · Ò · Òj jt y t g dt t y t g dt  (2)

где ·◊ ◊Ò,  — билинейная форма, определяемая 
двойственностью между X  и X *.

Пусть замыкание A  в X X¥  оператора A  
перестановочно с U t( )  ( > 0)t .  Доказывается, 
что слабые решения уравнения (1) тогда и 
только тогда имеют вид y t U t z( ) = ( )� ,  где z QŒ ,  
когда A� �= (0)¢U ,  где A�  обозначает замыкание 
оператора A  в Q Q¥ .  Справедливость равенс-
тва A� �= (0)¢U  устанавливается для любого 
генератора A  (в смысле [1]) полугруппы U .

Если U  — полугруппа класса C0,  описание 
слабых решений получено в [2], где вместо условия 
(i) требовалось, чтобы функция y  была сильно 
непрерывной в X  при t > 0.  Здесь доказывается 
сильная непрерывность слабых решений. В слу-
чае, когда A  — генератор [1] полугруппы U ,  
описание слабых решений дано в [3].

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 

УТВЕРЖДЕНИЯ
Любое линейное многообразие T X XÃ ¥  

называется линейным отношением в банаховом 
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пространстве X .  Терминология, связанная с 
линейными отношениями, имеется, например, 
в [1], [4]. Далее используются следующие обоз-
начения: D( )T  — область определения отно-
шения T;  R( )T  — область значений; { , }1x x  
— упорядоченная пара, составленная из эле-
ментов x x, 1;  kerT  — множество таких элемен-
тов x TŒ D( ),  что пара { , 0}x TŒ .  Линейный 
оператор S  в X  считается линейным отноше-
нием (при отождествлении оператора с его 
графиком). Поэтому запись S X XÃ ¥  и 
{ , }1x x SŒ  используется и для операторов. Все 
отношения, встречающиеся в дальнейшем, яв-
ляются линейными и поэтому слово «линей-
ный» часто будет опускаться.

Сопряженным к отношению T  называется 
отношение T X X* * *Ã ¥ ,  состоящее из таких 
пар { , }1

* *z z X XŒ ¥ ,  что равенство · Ò = · Òx z x z1 1, ,  
выполняется для всех пар { , }1x x TŒ .  Докажем, 
что замыкание T  отношения T  есть множес-
тво пар { , }1y y X XŒ ¥ ,  удовлетворяющих ра-
венству · Ò · Òy z y z1 1, = ,  для любых пар 
{ , }1

*z z TŒ .  С этой целью используем равенство 
^ ^( ) =M M  [5, с. 109], где M ^  и ^N  — анну-
ляторы линеалов M XÃ  и N XÃ *  соответс-
т в е н н о .  Р а с с м о т р и м  о п е р а т о р 
J X X X X: ¥ Æ ¥ ,  действующий по формуле 
J x x x x{ , } = { , }1 1- . Тогда T JT* = ( )^ ,  где ( )JT ^  
— аннулятор многообразия JT X XÃ ¥  в 
X X* *¥ .  Из равенств JT JT JT T= = =^ ^ ^(( ) ) ( )*  
получаем требуемое утверждение.

Д а л е е  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о 
ker ker .U U tt= ( ) = {0}>0«

Следуя [2], [6], введем в X  семейство полу-
норм 
 p x U x x Xa a a( ) = ( ) , > 0, .  Œ  (3)
Это семейство порождает в X  отделимую ло-
кально выпуклую топологию. Соответствующее 
локально выпуклое пространство обозначаем 
через X0,  а пополнение X0  — через Q.  Замы-
кание множества M XÃ  в Q  обозначаем через 
M�,  а замыкание в X  — как обычно, через 
M .

Замечание 1. Пространство Q  получа-
ется пополнением X0  по системе полунорм 
p xa ( ),  где 0 < <a b,  произвольное b > 0  фик-
сировано. 

Это следует из неравенства 

 
p x U x

U U x kp x
g

a

g

g a a

( ) = ( )

( ) ( ) ( ).

�
� �-

 

Здесь g b� ,  k U= ( )g a-  не зависит от x  
(далее k  обозначает положительную постоян-
ную, вообще говоря, различную в различных 
неравенствах).

Равенство (3) и неравенство 
 U t x U t U x k U x( ) ( ) ( ) ( )= - £a a a  
влекут 
 U t x kp x k( ) ( ),£ >a  0  (4)
для любых x XŒ ,  a,  t  (0 < < )a t .

Из неравенства (4) и из замечания 1 выте-
кает, что при любом t > 0  оператор U t( )  до-
пускает непрерывное продолжение �U t Q X( ) : Æ .  
Можно доказать (см. [2], [6], [3]) с использова-
нием замечания 1, что �U  является сильно не-
прерывной полугруппой в Q.

Теорема 1. При любом x QŒ  в простран-
стве Q  существует 
 

t
U t x x

Æ+0
( ) = .lim �  

Доказательство следует из равенств 

 
t

t

t

p U t x x

U U t x x

U t

Æ+

Æ+

Æ+

-

= -

+

0

0

0

( ( ) ) =

( )( ( ) ) =

= (

lim
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lim

a

a

a

�

� �

� )) ( ) = 0,x U x- � a

 

где произвольное a > 0.
Для полугруппы класса C0  эта теорема 

доказана в [2], а для сильно непрерывно диф-
ференцируемой при t > 0  полугруппы — в [6]. 
Полугруппа �U  является равностепенно непре-
рывной [7, с. 324]. Такие полугруппы в локаль-
но выпуклых пространствах изучались, напри-
мер, в [7, гл. 9].

Лемма 1. Пусть b > 0  и функция f  при-
нимает значения в пространстве Q,  причем 
функция U f t L X b( ) ( ) ( ;0, )1a Œ  при любом a > 0.  
Тогда в пространстве Q  существует предел 

 
s s

b
U f d

Æ+ Ú
0

( ) ( ) .lim � t t t  

Доказательство. При достаточно малых 
s s1 2, > 0  и любом a > 0  имеем 
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U f d
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Требуемое утверждение вытекает из полно-
ты пространства Q.

Обозначим 

 
s s

b b
U f d U f d

Æ+ Ú Ú
0 0

( ) ( ) = ( ) ( ) .lim � �t t t t t t  

Следствие 1. В пространстве Q  для лю-
бого z Q1 Œ  существует 

 
s s

b b
U z d U z d

Æ+ Ú Ú
0

1 0 1( ) = ( ) .lim � �t t t t  

Пусть функция y  принимает значения в 
пространстве Q.  Производной функции y  в 
точке t0  называется такой элемент ¢ Œy t Q( )0 ,  
что при любом a > 0  

 
D

D
Dt

p
y t t y t

t
y t

Æ

+ -
- ¢Ê

ËÁ
ˆ
¯̃0

0 0
0

( ) ( )
( ) = 0.lim a  

2. ГЕНЕРАТОР ПОЛУГРУППЫ �U
Пусть �¢U (0)  — производящий оператор 

полугруппы �U ,  т.е. оператор, заданный фор-
мулой 
 � �¢ -

Æ+
U x U t x x t

t
(0) = (( ( ) ) / ),

0
lim  (5)

с областью определения, состоящей из тех эле-
ментов x QŒ ,  для которых существует в Q  
предел в правой части (5).

Следующее определение взято из [1]. 
Старшим генератором полугруппы U  назы-
вается отношение A,  состоящее из таких пар 
{ , }1x x X XŒ ¥ ,  ч т о  x UŒ R( )  ( ( )R U =  

( ( )))R U tt= » >0  и 

 U t x U s x U x d s t
s

t
( ) ( ) = ( ) , 0 < < .1- •Ú t t  �  (6)

Из равенства kerU = {0}  следует, что A  
является оператором [1]. Таким образом, в 
равенстве (6) x x1 = .A

В этом разделе устанавливается связь меж-
ду производящим оператором �¢U (0)  полугруп-
пы �U  и старшим генератором A  полугруппы 
U .  Утверждения, касающиеся производящего 
оператора, в основном, известны. Их можно 
найти, например, в [7, гл. 9], где они доказы-
ваются иным способом.

Лемма 2. A�  является оператором с облас-
тью определения, состоящей из тех и только 
тех элементов z QŒ ,  для каждого из которых 
найдется такой элемент z Q1 Œ ,  что при всех 
s t,  (0 < )� �s t •  выполняется равенство 

 � � �U t z U s z U z d
s

t
( ) ( ) = ( ) .1- Ú t t  (7)

При этом z z1 = A� .

Доказательство. Переходя в (6) к пределу 
при s Æ +0,  учитывая теорему 1 и следствие 1, 
получим, что если пара { , }1z z ŒA�,  то элементы 
z,  z1  удовлетворяют равенству (7). Обратно, 
пусть для пары { , }1z z  выполняется (7). Тогда 
пара { ( ) , ( ) }1

� �U z U za a ŒA. При an Æ +0  ( )n ŒN  
последовательность пар { ( ) , ( ) }1

� �U z U zn na a  схо-
дится к паре { , }1z z  в пространстве Q Q¥ .  
Поэтому { , }1z z ŒA�.  Из равенства ker �U = {0}  
следует, что отношение A�  является операто-
ром. Лемма 2 доказана.

Теорема 2. Справедливо равенство 
A� �= (0)¢U .

Доказательство. Положим в (7) s = 0.  Тог-
да для любого a > 0  и всех z Œ D( )A�  имеем 

 U U t z z t
t

U zd
t

( )( ( ) ) / =
1

( )
0

a a t t� � �- +Ú A  

Отсюда и из определения полунормы (3) полу-
чим 

 
t

t

t

p U t z z t z

t
U zd U

Æ+

Æ+

- -

= + -Ú
0

0 0

(( ( ) ) / ) =

1
( ) (

lim

lim

a

a t t a

� �

� � �

A

A )) = 0.A�z
 

Таким образом, A� �Ã ¢U (0).
Из (5) и теоремы 1 для любого x UŒ ¢D( (0))�  

получим 

 
� �

� � �
U s U x

U t s x U s x t U s x
t

( ) (0) =

(( ( ) ( ) ) / ) = ( ) .
0

¢
= + - ¢

Æ+
lim

 

Интегрируя левую и правую части последних 
равенств и учитывая сильную непрерывность 
функции �U s( ),  получим 

 
� � � �U t x U s x U U xd

s t
s

t
( ) ( ) = ( ) (0)

(0 < < ).

- ¢

•
Ú t t

�
 

Из леммы 2 получаем, что � �¢ ÃU (0) A.  Тео-
рема 2 доказана.

Следствие 2. Оператор �¢U (0)  замкнут в 
Q.  

Замечание 2. Из леммы 2 вытекает, что 
A  является сужением �¢U (0)  на X .

Лемма 3. D( )A  плотно в Q.
Доказательство. Если an Æ 0,  an > 0  

( )n ŒN ,  то для любого z QŒ  последователь-
ность { ( ) }�U zna  сходится к z  в пространстве 
Q.  Поэтому  R( ) =U Q� .  Из  равенства 
R D( ) = ( )U A  [1] и из теоремы 1 следует, что 
D( )A  плотно в Q.  Топология в X  сильнее чем 
в X0 . Поэтому D( ) =A� Q.

Лемма 3 доказана.

Генераторы полугрупп и слабые решения дифференциально-операторных уравнений первого порядка
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Следствие 3. D( )A�  плотно в Q.
Далее w  обозначает тип полугруппы U ,  

т.е. w = ( )0
1

t t U tÆ+
-lim ln .  Как известно (см, 

например, [8, с. 42]), w < •.  Если Rel w> ,  то 
для любого элемента z QŒ  в пространстве X  
существует предел 
 

t

te U t z
Æ•

-lim l �( ) = 0.  (8)

Действительно, e U t z e U t U zt t- -= - Æl l a a� �( ) ( ) ( ) 0  
при t Æ •.

Лемма 4. В пространстве Q  для любого 
z QŒ  и любого l  ( > )Rel w  существует пре-
дел 

 
N

N t te U t zdt e U t zdt
Æ•

- • -Ú Úlim
0 0

( ) = ( )l l� �  

(в правой части равенства стоит обозначение 
этого предела).

Доказательство. Для любого a > 0  

 
p e U t zdt e U t zdt

e U t U zdt

N t N t

N t

a
l l
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( ) ( )
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при N N, 1 Æ •.  Требуемое утверждение сле-
дует из полноты Q.

Замечание 3. Из доказательства леммы 4 
следует, что при Rel w>  в пространстве 
Q  

 
n

t
n

te U t z dt e U t zdt
Æ•

• - • -Ú Úlim
0 0

( ) = ( ) ,l l� �  

если последовательность { }zn  сходится к z  
в Q.

Таким образом, в пространстве Q  всюду 
определен и непрерывен оператор F( )l ,  задан-
ный равенством

 F( ) = ( ) , , > .
0

l t t l wltz e U zd z Q- Œ
• -Ú �   Re  

Теорема 3.  Пусть Rel w> .  Тогда 
l rŒ ( )A�  и ( ) = ( )1A� - -l lE F .

Доказательство. Оператор A - lE  являет-
ся старшим генератором полугруппы e U tt-l ( )  
[1]. Поэтому из равенства (7), следствия 3, а 
также из замкнутости A�  и перестановочности 
операторов A�  и �U t( )  следует, что для любого 
z QŒ

 ( ) ( ) = ( ) .
0

A� � �- -Ú - -l t tlt lE e U zd e U N z z
N t  

Отсюда, используя (8), замкнутость опера-
тора A�,  получим 

 ( ) ( ) = .A� - l lE z zF  

Теорема 3 доказана.
Рассмотрим уравнение 

 ¢y t y t t( ) = ( ), 0.A ��   (9)
Решением этого уравнения называется фун-

кция y,  удовлетворяющая условиям: 1) 
y t( ) ( )Œ D A�  при всех t � 0;  2) y  дифференци-
руема в Q  при всех t � 0  и удовлетворяет 
уравнению (9).

Теорема 4. Для любого x0 ( )Œ D A�  задача 
Коши для уравнения (9) с начальным услови-
ем 
 y x(0) = 0  (10)
имеет единственное решение. Это решение 
имеет вид y t U t x( ) = ( ) 0

� .
Доказательство. Из перестановочности опе-

раторов A�  и �U t( )  и из леммы 2 следует, что 
функция �U t x( ) 0  является решением задачи (9), 
(10). Осталось доказать единственность.

Пусть y t( )  — решение уравнения (9), удов-
летворяющее начальному условию y(0) = 0.  
Пусть 0 <� s t.  Для любого a > 0  функция 
g s U s U y t s( ) = ( ) ( ) ( )� a -  дифференцируема по s  
в X .  Действительно, из определения решения 
и из перестановочности A�  и �U t( )  вытекает, 
что � �U y t s( / 2) ( ) ( )a - Œ D A  при фиксированных 
t s, .  Кроме того, функция U s( / 2)+ a  сильно 
непрерывна в X,  а функция �U y t s( / 2) ( )a -  
сильно дифференцируема по s  в X .  Тогда 
теорема 2 и равенство 

 

g s s g s
U s s U y t s s y t s

U s s U s

( ) ( ) =

( ) ( )( ( ) ( ))

( ( ) (

+ -
= + - - - - +

+ + -

D
D D

D

� a
))) ( ) ( )�U y t sa -

 

влекут дифференцируемость g  и 

 
¢ - - +

+ -

g s U s U y t s

U s U y t s

( ) = ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) = 0.

� �

� �
a

a

A
A

 

Поэтому g s( )  — постоянная функция, 
g s g U y t( ) = (0) = ( ) ( )� a .  Т а к и м  о б р а з о м , 
U s U y t s U y t( ) ( ) ( ) = ( ) ( )� �a a- .  Переходя здесь к 
пределу при s tÆ  и учитывая, что y(0) = 0,  
получим 0 = ( ) ( )�U y ta .  Равенство kerU = {0}  
влечет y t( ) = 0.  Теорема 4 доказана.

Замечание 4. Аналогично доказывается, 
что задача Коши с начальным условием (10) 
для уравнения 

 ¢ -y t E y t( ) = ( ) ( ).A� l  
имеет единственное решение y t e U t xt( ) = ( ) 0

-l � .
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3. СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ
Условие (ii) в определении слабого решения 

равносильно тому, что для любых пар 
{ , }1

*g g ŒA  скалярная функция · Òy t g( ),  абсо-
лютно непрерывна на (0, )•  и 
 · ¢Ò · Òy t g y t g( ), = ( ), .1  (11)

Лемма 5. Пусть оператор A  замкнут в 
X .  Функция y L XlocŒ 1, ( )  тогда и только тог-
да является слабым решением уравнения (1), 
когда для всех s t,  (0 < < )s t

 
s

t
y dÚ Œ( ) ( )t t D A  и A

s

t
y d y t y sÚ -( ) = ( ) ( ).t t  

Доказательство. Для любых пар { , }1
*g g ŒA  

из равенства (11) получим 

 · Ò · - ÒÚs

t
y d g y t y s g( ) , = ( ) ( ), .1t t  

Отсюда и из замкнутости оператора A  следу-
ет требуемое утверждение.

Лемма 6. Пусть в уравнении (1) A  — та-
кой оператор, что A Ã A�.  Тогда для любого 
слабого решения y t( )  и любых t s, > 0  выпол-
няется равенство 
 U t y s y t s( ) ( ) = ( ).+  (12)

Доказательство. Отметим сначала, что ус-
ловие A Ã A�  влечет A Ã A�.  Это вытекает из 
включений A AÃ Ã� �A.  Из (11) следует, что 
если y t( )  — слабое решение (1), то e y tt-l ( )  
является слабым решением уравнения (1), в 
котором оператор A  заменен на A - lE.  Из 
леммы 5 получаем 

 ( ) ( ) = ( ) ( ),

0 < < .

A - -Ú - - -l t tlt l lE e y d e y t e y s

s t
s

t t s

 

Отсюда, учитывая включение A Ã A�,  полу-
чим 

 ( ) ( ) = ( ) ( ).A� - -Ú - - -l t tlt l lE e y d e y t e y s
s

t t s  (13)

Пусть Rel w> .  Тогда по теореме 3 
l rŒ ( )A� .  Обозначим z t E y t( ) = ( ) ( )1A� - -l .  Из 
(13) следует 

 
s

t t se E z d e z t e z sÚ - - -- -lt l ll t t( ) ( ) = ( ) ( ).A�  

В последнем равенстве сделаем замену x t= - s  
и обозначим z z s1( ) = ( )x x + ,  x � 0. Тогда по-
лучим 

 
0 1

( )
1 1( ) ( ) = ( ) (0).

t s t se E z d e z t s z
- - - -Ú - - -lx ll x xA�  

Отсюда следует, что функция z1  является реше-
нием уравнения (9). По теореме 4 z U z1 1 0( ) ( ) ( ).x x= �  

Следовательно, z t s U t z s( ) ( ) ( ).+ = �  Отсюда по-
лучаем (12). Лемма 6 доказана.

Для полугруппы класса C0  в предположе-
нии, что слабые решения сильно непрерывны 
в X,  формула (12) другим способом доказана 
в [2].

Следствие 4. Всякое слабое решение урав-
нения (1) с оператором A Ã A�  сильно непре-
рывно в X  на (0, )• .

Теорема 5. Пусть y t( )  — слабое решение 
уравнения (1) с оператором A Ã A�.  Тогда в 
пространстве Q  существует предел 
lim
t

y t y
Æ+ -0

( ) =  и y t U t y( ) = ( )�
- .

Доказательство. Для любого a > 0  и всех 
достаточно малых t t1 2, > 0  получим из леммы 
6 и из следствия 4

 

p y t y t

U y t U y t

y t y t

a

a a

a a

( ( ) ( )) =

( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) 0

1 2

1 2

1 2

-
= -

+ - + Æ

 

при t t1 2, 0.Æ  
Отсюда и из полноты пространства Q  сле-

дует первое утверждение теоремы.
Обозначим z t y t U t y( ) = ( ) ( )- -

� .  Согласно 
теореме 1 в пространстве Q  выполняется ра-
венство lim ( ) .

t
z t

Æ+
=

0
0  Поэтому lim ( ( ))

t
p z t

Æ+
=

0
0a  

для всех a > 0.  С другой стороны, из леммы 
6 и из следствия 4 получаем, что 
 p z t U z ta a( ( )) = ( ) ( ) =  

 = + Æz t z( ) ( )a a  при t Æ +0.  
Отсюда вытекает, что z( ) = 0a  для всех a > 0 . 
Теорема 5 доказана.

Вообще говоря, равенство A� �= A  не озна-
чает, что A  перестановочен с U t( ).

Пример. Пусть X  — гильбертово про-
странство со скалярным произведением ( , )◊ ◊ ;  
U t e tA( ) = -  ( > 0)t ,  где A  — самосопряженный 
положительно определенный оператор в X;  A0  
— замкнутый симметрический плотно опреде-
ленный оператор, A A0 Ã ,  A A0 π .  Тогда при 
любом фиксированном t > 0  операторы U t A( )  
и U t A( ) 0  плотно определены и ограничены в 
X .  Следовательно, если x An Œ D( )0  и последо-
вательность { }xn  сходится к x AŒ D( ),  то 
последовательности { ( ) }U t xn ,  { ( ) }0U t A xn  схо-
дятся соответственно к U t x( ) ,  U t Ax( ) .  Поэтому 
A A� �

0 = . Докажем, что A0  и U t( )  — непереста-
новочные операторы. Предположим противное. 
Пусть U t z A( ) ( )0Œ D  для любого z AŒ D( )0 .  
Если A v0

* = 0  ( 0)v π ,  то, учитывая, что A,  U t( )  
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перестановочны и U t x A( ) ( )Œ D  при всех x XŒ ,  
получим 

 
0 = ( ( ) , ) = ( ( ) , ) =

( ( ) , ) = ( , ( ) ).
0
*

0

0

U t z A v AU t z v
U t A z v z AU t v=

 

Отсюда AU t v( ) = 0,  что невозможно.
Отметим также, что не при всяком x XŒ  

функция U t x e xAt( ) = -  является слабым реше-
нием уравнения (1), в котором оператор A  
заменен на A0.  Действительно, пусть e vAt-  
является слабым решением. Тогда из леммы 5 
следует, что A e v e v AAs At- - -- Œ1

0( ) ( )D  при всех 
s t,  (0 < < )s t .  Поэтому ( , ) = 0e v e v vAs At- -- , 
что невозможно при v π 0.

Теорема 6. Пусть A Ã A�,  D A( ) =� Q  и 
замыкание A  перестановочно с операторами 
U t( ),  t > 0.  Тогда для любого x QŒ  функция 
�U t x( )  является слабым решением уравне-
ния (1). 

Доказательство. Как установлено в доказа-
тельстве леммы 6, A Ã A�.  В случае x Œ D A( ) 
требуемое утверждение следует из равенства 
(6) и перестановочности операторов U t( )  и A.  
Пусть x QŒ .  Тогда существует последова-
тельность элементов xn Œ D A( ),  сходящаяся 
к x  в Q.  Согласно определению полунормы 
(3) это означает, что � �U x U xn( ) ( )a a-  стре-
мится к нулю при n Æ •  для любого фикси-
рованного положительного a > 0.  Поэтому 
последовательность функций y t U t U xn n( ) = ( ) ( )� a  
п ри  n Æ •  р а вн омерно  с х одит с я  к 
y t U t U x U t x( ) = ( ) ( ) = ( )� �a a+  на любом интер-
вале [2 , ]a b  b > 2a( ) . Отсюда и из равенства 
(2) следует требуемое утверждение.

Следствие 5. Если в уравнении (1) A  
является генератором полугруппы U  [1], то 
для любого x QŒ  функция �U t x( )  является 
слабым решением уравнения (1). 

Другим способом это утверждение доказа-
но в [3].

Через A0  обозначим отношение, состоящее 
из множества упорядоченных пар вида 

 { ( ) , ( ) ( ) },
s

t
U xd U t x U s xÚ -t t   (14)

где x XŒ ,  0 < < <s t •.
Лемма 7. A0  — оператор, перестановоч-

ный с U t( ),  и A0 =� �A.
Доказательство. Из теорем 5, 6 следует, что 

слабые решения уравнения (1) с A = A  имеют 
вид y t U t z( ) = ( )� ,  z QŒ .  Тогда из леммы 5 вы-
текает, что A0 Ã A.  Поэтому A0  — оператор 
и A0

� �Ã A.  Докажем обратное включение. Из 

теоремы 1 получаем, что при любых z QŒ  и 
t > 0  

 { ( ) , ( ( ) )} .1

0

1
0t U zd t U t z z

t- -Ú - Œt t  A�

Следовательно, для любого z UŒ ¢D( (0))�  
пара { , (0) } 0z U z� �¢ ŒA .  Теорема 2 влечет A� �Ã A0.  
Перестановочность следует из (14). Лемма 7 
доказана.

Теорема 7. Пусть в уравнении (1) опера-
тор A  таков, что его замыкание A  переста-
новочно с операторами U t( ),  t > 0.  Множес-
тво слабых решений уравнения (1) тогда и 
только тогда состоит из функций вида 
y t U t z( ) = ( )� ,  где z QŒ ,  когда A� �= A.

Доказательство. В случае, когда A� �= A,  
требуемое утверждение следует из теорем 5, 6. 
Обратно, пусть множество слабых решений 
уравнения (1) состоит из функций вида 
y t U t z( ) = ( )� ,  z QŒ .  Докажем сначала, что за-
мыкание A  является оператором. Пусть пара 
{0, }1x ŒA.  Из перестановочности A  и U t( )  
следует, что пара {0, ( ) ( ) }1 1U t x U s x- ŒA  для 
всех t s, > 0.  C другой стороны, U t x( ) 1  являет-
ся слабым решением (1). Из (11) получаем, что 
для всех t s, > 0  пара 

 { ( ) , ( ) ( ) } .1 1 1s

t
U x d U t x U s xÚ - Œt t  A  

Поэтому 
s

t
U x dÚ Œ( ) 1t t ker .A  Следовательно, 

U t x( ) 1 Œker A  для всех t > 0.  Таким образом, 
U x( ) (0)1a Œ «ker A A  для любого a > 0.  От-
сюда и из (11) вытекает, что функция 
y t tU x( ) = ( ) 1a  — слабое решение (1). Поэтому 
найдется  такой  элемент  z Q0 Œ ,  что 
tU x U t z( ) = ( )1 0a . Переходя здесь к пределу в 
пространстве Q  при t Æ 0,  получим z0 = 0.  
Следовательно, U x( ) = 01a  для всех a > 0.  
Равенство kerU = {0}  влечет x1 = 0.

Итак, доказано, что A  является операто-
ром. Из леммы 5 следует, что A A0 Ã .  Отсюда 
получаем, что A A0

� �Ã .  Лемма 7 влечет A� �Ã A.  
С другой стороны, из перестановочности A  и 
U t( )  и леммы 5 следует для любого x Œ D A( ) 

 
A A

s

t

s

t
U xd U xd

U t x U s x s t
Ú Ú

= -

( ) = ( ) =

( ) ( ) , 0 < < .

t t t t

 
 

Отсюда и из (6) получаем, что A Ã A.  Сле-
довательно, A� �Ã A.  Таким образом, A� �= A.  
Теорема 7 доказана.

Следствие 6. Пусть оператор A  являет-
ся одним из генераторов [1] полугруппы U .  
Тогда A� �= (0)¢U .

В. М. Брук
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