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Аннотация. В работе получены оценки решения начально-краевой задачи Коши-Дирихле 
для нелинейного параболического уравнения, описывающего процесс быстрой диффузии 
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1. ВВЕДЕНИЕ*

В последнее время интенсивно развивается 
теория нелинейных параболических уравнений. 
Фундаментальные результаты в этом направ-
лении принадлежат В. А. Кондратьеву [1]. В 
настоящей работе рассматривается начально-
краевая задача Коши—Дирихле для нелиней-
ного параболического уравнения. Рассмотрим 
задачу: 
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Условие (1.4) означает, что уравнение (1.1) 
является уравнением быстрой диффузии. 

В работе [2] было рассмотрено уравнение, 
частным случаем которого является уравнение 
(1.1). А именно, было рассмотрено уравнение:
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Br  — шар с центром в начале координат ра-
диуса r .

Аналогичные соотношения для решения 
задачи Коши для уравнения (1.5), но в случае 
m p p+ < =3 2,   были установлены в работе [3]. 
А именно, для решения задачи Коши с началь-
ной функцией u L Rloc

N
0 1Œ , ( )  в [3] установлена 

оценка 
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В той же работе была доказана глобальная 

разрешимость задачи Коши для указанных 
параметров m  и p . Из последнего неравенства 
вытекает, что если u L RN

0 1Œ ( ),  то 
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Оценка (1.6) при этом дает естественное ог-

раничение на параметр m , 
( )

,
N

N
m

-
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1  где 

( ) ,N N- = -+2 2  если N - ≥2 0,  и ( ) ,N - =+2 0  
если N - <2 0.

В случае, когда область определения W  
переменной x  не совпадает с RN ,  и имеет не-
компактную границу ∂W , оценки, подобные 
(1.6) зависят от геометрии рассматриваемой 
области, точнее, от параметров, определяющих 
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границу области W . Указанная зависимость 
подтверждается в [4]. В работе [4] была рас-
смотрена начально-краевая задача следующего 
вида:
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где j( )s R R: Æ+ +  – абсолютно-непрерывная 
неубывающая функция, удовлетворяющая ус-
ловиям j j( ) ( ) ,0 0 1 1= , =  и условию
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Для решения этой задачи доказана оценка 
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Заметим, что условие (1.7) при j( )s sm= ,  
m< <0 1  не выполняется. Таким образом, 

аналогичная задача для уравнения быстрой 
диффузии остается открытой. 

Эта задача в данной работе решается с 
помощью априорного ограничения в виде не-
равенства Гарнака. 

Под решением задачи (1.1)—(1.3) будем 
подразумевать функцию u x t W Rloc l
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N> Œ0 1, ( , ) ( ),  удовлетворяю-

щую уравнению (1.1) почти всюду и соотноше-
ниям (1.2), (1.3). При этом равенства (1.2), (1.3) 
понимаются в смысле равенства «следов». Су-
ществование этих «следов» следует из теории 
пространств С. Л. Соболева.
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Основным результатом работы является 
следующая теорема. 

Теорема. Пусть u x t( , )  — решение задачи 
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Здесь и далее символом g  будем обозначать 

различные положительные постоянные завися-
щие только от m N l, , .

2. ОЦЕНКА МОМЕНТА
Справедлива следующая лемма. 
Лемма 2.1. Пусть u x t( ),  – решение задачи 

(1.1)—(1.3) в D Rl
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да, для любого r > , >0 0 t  справедливо нера-
венство 

 

sup ( )

( ( )

( ) ( )

( )

t

b

r

r

t

g
r

Œ ,
,

,

-

Ú

Ú

, £

£ +

0 0

0
0

2

1
1

t B
l

B
l

l

l

l

m

X u x dx

X u dx
t

)),
 (2.1)

где X x xl l= 1 � ,  B B x xl lr r, = « , ..., >( ) ( ) { },0 0 01  
bl N l m= + - +( )( ) .1 2

Доказательство. Пусть z  – гладкая сре-
зающая функция в B l2 0r, ( ),  удовлетворяющая 
условиям 
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Примером срезающей функции удовлетво-
ряющей условиям (2.2), (2.3) и (2.4) является, 
например, функция 
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Возьмем в качестве пробной функции 
h z( ) ( ).x X xl= ◊  Умножим обе части (1.1) на h . 
С помощью интегрирования по частям получим 
равенство
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Воспользуемся соотношениями
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Тогда из (2.5)—(2.7) получим 
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Представляя подинтегральную функцию 
u Xm

l Dz  в виде u X u Xm
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m
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интеграла правой части (2.8), получим с ис-
пользованием неравенства Гельдера оценку
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Из (2.8) и (2.9) выводим 
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Применяя неравенство Юнга в правой части 
этого неравенства 
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получим искомое соотношение. Лемма доказа-
на.

Устремляя в (2.1) r Æ •,  получим 
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3. ОЦЕНКА МАКСИМУМА
Умножим обе части уравнения (1.1) на 

X ul
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Второй интеграл в правой части можно 
преобразовать следующим образом 
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Таким образом, получаем равенство 
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Введем обозначения 

 
v u u v

p
p m p m

p m p m

= , = ,

= +
+

, =
+

,

+ +
2 2

2 1 2
  

 l m( )  

тогда последнее равенство можно записать в 
виде 
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Воспользуемся весовым мультипликатив-
ным неравенством 
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где параметр 0 1< <a  определяется из усло-
вия 

Оценки решения задачи Коши—Дирихле для дифференциального уравнения быстрой диффузии...
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Определяя отсюда a  и 1 - a,  получим не-
равенство 
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Вводя обозначения 
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получим неравенство 
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Обозначим E t X v dxl( ) ,= Ú l  получим диф-
ференциальное неравенство 
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Решая это дифференциальное неравенство, 
получим оценку 
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Из (3.2) получаем оценку 
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Здесь постоянная g  определяется из равен-
ства 
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причем g 1  не зависит от p . 
Переходя в последнем неравенстве к преде-

лу при p Æ •,  получаем оценку 
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Что и требовалось доказать.
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