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Аннотация. В работе устанавливается формула для вычисления топологического индекса 
нулевой особой точки аналитического векторного поля на плоскости в терминах диаграмм 
Ньютона компонент поля и индексов Коши вещественных рациональных функций, позволя-
ющая для почти всех векторных полей вычислять индекс в результате конечного числа 
арифметических и логических операций над коэффициентами компонент векторного поля.
Ключевые слова: топологический индекс, диаграмма Ньютона, индекс Коши.

Abstract. The formula for computation of the topological index for the zero singular point of an 
analytical vector fi eld on a plain in terms of Newton diagrams of fi eld’s components and Cauchy 
indices of real rational functions, which allows to compute the index for almost all vector fi elds in 
consequence of fi nal quantity of arithmetical and logical operations on coeffi  cients of vector fi eld’s 
components, is established in the work.
Keywords: topological index, Newton diagram, Cauchy index.

ВВЕДЕНИЕ*

При исследовании задач нелинейного анали-
за многие вопросы качественного характера 
сводятся к вычислению степени отображения (см. 
например [1], [2]). Возможность фактического 
вычисления степени отображения превращает 
общие методы нелинейного анализа в эффектив-
ный инструмент при анализе конкретных задач. 
Важную роль в теории степени отображения (см. 
например [3]) играет понятие индекса особой 
точки векторного поля. Задача вычисления ин-
декса в разных терминах и для различных клас-
сов векторных полей рассматривалась многими 
авторами (см. например [4]—[19]). Особый инте-
рес для анализа представляют алгебраические 
алгоритмы и формулы вычисления индекса, т. е. 
алгоритмы и формулы, позволяющие вычислить 
индекс в результате конечного числа арифмети-
ческих и логических операций над коэффициен-
тами Тейлора векторного поля в особой точке 
(принципиальная возможность такого решения 
задачи вычисления индекса для почти всех C • -век-
торных полей в Rn  была установлена В. М. За-
калюкиным [20]). В различных частных случаях 
задача алгебраического вычисления индекса 
рассматривалась рядом авторов (см. например 
[4], [5], [17], [21], [6], [1], [2], [11]).
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С точки зрения экономности вычислитель-
ных процедур наиболее эффективны результа-
ты алгебраического вычисления индекса, ис-
пользующие метод диаграммы Ньютона (см. 
например [23]), который обеспечивает наиболее 
естественную градуировку возможных случаев 
(от простых к более сложным) при решении 
задачи. В этом направлении в настоящее время 
имеются лишь результаты вычисления индек-
са для некоторых частных классов векторных 
полей [17], [22] и анонсы результатов большей 
степени общности [16], [17]. В настоящей рабо-
те указывается формула вычисления индекса 
нулевой особой точки для почти всякого ана-
литического векторного поля на плоскости, 
позволяющая алгебраически вычислить индекс 
в тех случаях, когда он определен диаграмма-
ми Ньютона компонент векторного поля.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Напомним используемые понятия и обозна-
чения. Под суммой A B+  подмножеств A B,  
линейного пространства далее понимается сум-
ма Минковского A B a b a A b B+ + Œ Œ= { : , } . 
Носителем supp f  ряда f x a x

m n
m

m( ) = ,
Œ +

Â
Z

 

m m mn= ( , , ),1 …  x x xm m
n
mn= 1

1 ◊ ◊…  называется 
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множество suppf m an
m= { : 0}Œ π+Z ; много-

гранником Ньютона G+  ряда f  называется 

выпуклая оболочка G+
Œ

++
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
= ( ) ;co m

m supp f

n∪ R  

объединение компактных граней многогранни-
ка G+  называется диаграммой Ньютона G  ряда 
f . Диаграмма Ньютона называется удобной, 
если она пересекает все координатные оси. Для 
любой грани D GŒ  будем обозначать 
f x a x

m
m

m
D

D

( ) = .
Œ

Â  Далее мы будем рассматривать 

только двумерный случай, здесь возможны 
только нульмерные и одномерные грани (вер-
шины и ребра соответственно).

Отметим, что для всякого ребра D  диаграм-
мы Ньютона G  уравнение прямой, содержащей 
D , можно записать в виде a a1 1 2 2 =y y d+ , где 
a a1 2, ,d ŒZ  и НОД ( , ) = 11 2a a  (здесь среди 
чисел a a1 2,  по крайней мере одно нечетное). 
Мы будем рассматривать только такие урав-
нения. Пусть G  — диаграмма Ньютона неко-
торого ряда и D  — некоторое ее ребро. Пусть 
a a1

( )
1 2

( )
2

( )=D D Dy y d+  — уравнение прямой, со-
держащей D . Будем говорить, что D  имеет 
тип (0/1) если a a1 20 2 1 2( ) ( )(mod ), (mod )D D∫ ∫ . 
Аналогичным образом определим другие типы 
ребер (1/0) и (1/1). Разобьем множество всех 
ребер диаграммы G  на два класса G(1)  и G(2) . 
К классу G(1)  отнесем всякое ребро диаграммы 
G , имеющее тип (1/1) или (1/0), к классу G(2)  
отнесем ребра типа (0/1).

Пусть F F F= ( , )1 2  — аналитическое поле в 
R2  с особой точкой 0, диаграммы Ньютона 
G G1 2,  компонент которого удобны. Для всяко-
го ребра D  диаграммы Ньютона G1  обозначим 
D
  ребро или вершину диаграммы G2 , получа-
емую пересечением многогранника Ньютона 
G2,+  с опорной к нему прямой, параллельной 
ребру D . Поле F  назовем R -невырожденным, 
если для всякого ребра D GŒ 1

(1)  многочлены 
F x F x1, 2 2, 2(1, ), (1, )D D


 не имеют общих ненулевых 
вещественных корней и для всякого ребра 
D GŒ 1

(2)  многочлены F x F x1, 1 2, 1( ,1), ( ,1)D D

 не 

имеют общих ненулевых вещественных кор-
ней.

Пусть P x a x
m n

m
m( ) =

Œ +

Â
Z

 — произвольный 

многочлен. Упорядочим его коэффициенты 
лексикографически. Если P x( )  ненулевой мно-
гочлен, то его первый и последний ненулевые 
коэффициенты при такой упорядоченности 
коэффициентов обозначим firP  и lasP  соот-

ветственно. Удобно считать, что firP = 0  и 
lasP = 0 , если P ∫ 0 .

2. ИНДЕКСЫ КОШИ
Определение 1. Пусть U nÃ R  — откры-

тое множество,F U n: Æ R  — гладкое век-
торное поле и g U: 1Æ R  — гладкая функция. 
Пусть множество F -1(0)  особых точек поля 
F  конечно иF g- - Δ1 1(0) (0) = .∩  Сумму 

 ind ( , , ) ind( , )sgn ( )
( )

C
x F

F g U F x g x=
Œ -
Â

1 0

 

назовем индексом Коши пары ( , )F g  на U  
(здесь ind F x( , ) — топологический индекс осо-
бой точки x  векторного поля F ). 

С точки зрения вычисления топологическо-
го индекса особой точки векторного поля, 
особый интерес будет представлять случай 
индекса Коши при n = 1 . Пусть U a b= ( , ) — 
интервал, F U: 1Æ R , g U: 1Æ R  — многочле-
ны, не имеющие общих вещественных корней 
на  U .  Тогда  нетрудно  видеть ,  что 

ind ( , , ) ,C a
bF g U I

g
F

=  где I
g
Fa

b  — классическое 

понятие — индекс Коши вещественной рацио-

нальной функции R
g
F

= , определяемый как 

разность между числом разрывов R x( )  с пере-
ходом от -•  к +•  и числом разрывов с пере-
ходом от +•  к -•  при изменении x  от a  к b  
(при подсчете числа разрывов крайние значе-
ния аргумента — пределы a  и b  — не вклю-
чаются) (см. [24]). Действительно, величина 
ind( , )sgn ( )F x g x  характеризует тип разрыва 

рациональной функции R
g
F

=  в полюсе x . 

Отметим, что индекс I
g
Fa

b , в отличие от ин-

декса ind ( , , )C F g U , определен и в том случае, 
когда многочлены F  и g  имеют общие вещес-
твенные корни на U . Приведем некоторые 
простейшие свойства индексов Коши вещест-
венных рациональных функций, необходимые 
в дальнейшем.

1) Пусть ( , ) ( , )a b c dÃ  (числа a b c d, , ,  могут 
равняться ±• ). Если вещественная рациональ-
ная функция R x( )  не имеет вещественных 
полюсов на множестве ( , ) ( , )c d a b\ , то 
 I R x I R xa

b
c
d( ) = ( ).  

2) Для всякой вещественной рациональной 
функции R x( )  на любом интервале ( , )a b  спра-
ведливо равенство 
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 I R x I R xa
b

b
a( ) = ( ).- --

-  
3) Если для вещественной рациональной 

функции R x
g x
F x1( ) =
( )
( )

 на интервале ( , )a b  вы-

полнено одно из неравенств g x F x( ) ( ) > 0 , 
g x F x( ) ( ) < 0 , то для всякой рациональной фун-
кции R x( )  справедливо равенство 
 I R x R x s R I R xa

b
a
b( ) ( ) = ( ) ( ),1 1  

где 
если при
если при

ŒÏ
Ì- ŒÓ

1

1  ( ) ( ) > 0  ( , ),
( ) =

1  ( ) ( ) < 0  ( , ).
g x F x x a b

s R
g x F x x a b

4) Для всякой вещественной рациональной 
функции R x( )  и положительного числа a  
справедливы равенства 
 I R ax I R x I R ax I R x-• -•

+• +•0 0
0 0( ) = ( ), ( ) = ( ). (1)

5) Для всякой вещественной рациональной 
функции R x( )  справедливо равенство 
 I R x I R x I R x I R x-•

+•
-•

+•- + - - +0
0

0
0( ) ( ) = ( ( ) ( )).  

6) Для всякой вещественной рациональной 
функции R x( )  справедливо равенство (см. 
[24]) 

 I R x I
R xa

b
a
b b a( )

1
( )

=
2

,+
-e e

 

где e ea b,  — знаки рациональной функции R x( )  
внутри ( , )a b  вблизи a  и b  соответственно. В 
ч а с т н о с т и ,  е с л и  a = -• ,  b = +•  и 

P x a x
m

k

m
m

1
=0

1

( ) = ,Â  ak1
0,π  P x b x

m

k

m
m

2
=0

2

( ) = ,Â  bk2
0,π  

то 

 I
P
P

I
P
P

a b
k k

k k-•
+•

-•
+•=

-
+ - - +

2

1

1

2

1 2

1 2

1 1
2

( )
sgn( ). (2)

7) Если R x
g x
F x

( ) =
( )
( )

, где F x( ) , g x( )  — мно-

гочлены и a firFk1
= , b firgk2

= , то 
 I R x I R x I R x-•

+•
-•
+•+ -0

0( ) ( ) = ( ) ,s  

где 
если  

в  остальных случаях
s

> - ∫ÏÔ= Ì
ÔÓ

1 2 1 2 1 2sgn( ), , ( ) 1(mod2),

0, .
k ka b k k k k

Свойства 1) — 3) следуют непосредственно 
из определения индекса Коши вещественной 
рациональной функции. Свойство 4) вытекает 
из того, что при замене переменной x  на пере-
менную y ax= , a > 0  не меняется количество 
полюсов рациональной функции R x( )  и оста-
ются прежними знаки пределов при стремлении 
переменной к каждому из полюсов слева и 
справа. Свойство 5) следует из того, что число 
вещественных полюсов вещественной рацио-

нальной функции R x( )-  на интервале ( , 0)-•  
такое же, как у R x( )  на интервале (0, )+• , а 
число вещественых полюсов у R x( )-  на 
(0, )+•  — как у R x( )  на ( , 0)-• , и из замеча-
ния, что если функция R x( )  имеет разрыв в 
некотором полюсе x *  с переходом от -•  к +•  
(от +•  к -• ), то R x( )-  имеет разрыв в полю-
се -x *  с переходом от +•  к -•  (от -•  к +• ). 
Свой ство 7) вытекает из того, что знак много-
члена вблизи нуля равен знаку его коэффици-
ента в мономе минимальной степени.

Установим еще два свойства индексов Коши 
рациональных функций, в числителе и знаме-
нателе которых — многочлены, получающиеся 
из квазиоднородных многочленов от двух пе-
ременных. 

Лемма 1. Если P x x P x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , )  — не-
нулевые квазиоднородные многочлены из 
R[ , ]1 2x x  с показателями a a1 2,  степеней d d1 2,  
соответственно, a a1 2 1 2, , ,d d ŒZ , a a1 2 0π  и 
НОД ( , ) = 11 2a a , то

1) при a1 1 2∫ (mod )  справедливо равен-
ство 

 

I
P x
P x

I
P x
P x

d d

-•
+•

+ +

-
-

+ -
-

=

= -

0 2 2

1 2
0

2 2

1 2

1 2

1
1

1
1

1

( , )
( , )

( , )
( , )

( ) a11 2 1 0 2 2

1 2
0

2 2

1 2

1
1

1
1

+ +
-•

+•+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

a I
P x
P x

I
P x
P x

( , )
( , )

( , )
( , )

;
 (3)

2) при a2 1 2∫ (mod )  справедливо равен-
ство 

 

I
P x
P x

I
P x
P x

d d

-•
+•

+ +

-
-

+ -
-

=

= -

0 2 1

1 1
0

2 1

1 1

1 2

1
1

1
1

1

( , )
( , )

( , )
( , )

( ) a11 2 1 0 2 1

1 1
0

2 1

1 1

1
1

1
1

+ +
-•

+•+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

a I
P x
P x

I
P x
P x

( , )
( , )

( , )
( , )

.
 (4)

Доказательство. Отметим вначале, что 
так как P x xi( , ),1 2  i = 1,2  — ненулевые квази-
однородные многочлены и a1 0,π  a2 0π , то 
многочлены P xi(1, ),2  P xi( 1, ),2-  P xi( ,1),1  
P xi( , 1),1 -  i = 1,2  также ненулевые, поскольку 
каждый из многочленов P x x1 1 2( , ),  P x x2 1 2( , )  не 
имеет ни одной пары мономов, содержащих 
переменную x1  в одинаковых степенях (и, таким 
образом, имеет смысл рассматривать индексы 
Коши, фигурирующие в равенствах (3), (4)).

Установим равенство (3), равенство (4) 
показывается аналогично. Возможны два слу-
чая: a2 1 2∫ (mod )  и a2 0 2∫ (mod ) .

Если a2 1 2∫ (mod ) , то в силу квазиоднород-
ности многочленов P x x1 1 2( , ),  P x x2 1 2( , )  имеем 
P x P x P xi i

di
i( , ) (( ) ,( ) ( )) ( ) ( , )- = - - - = - -1 1 1 1 12

1 2
2 2

a a , 

Диаграмма Ньютона и индекс особой точки векторного поля на плоскости
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i = 1,2 . Используя последние равенства и 
свойства 3), 5) индексов Коши, получаем 

 

I
P x
P x

I
P x
P x

I
Pd

-•
+•

-•

-
-

+ -
-

=

= -

0 2 2

1 2
0
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1
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1

( , )
( , )

( , )
( , )

( ) 22 2

1
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2
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1

1 1
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1 1

( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( ,

-
- -

+ - -
- -

+•x
P x

I
P x
P xd

d

d ))

( )
( , )
( , )

( , )
(

=

= - ++ + + +
-•

+•1
1
1

1
1

1 2 1 2 1 0 2 2

1 2
0

2 2

1

d d I
P x
P x

I
P x
P

a a

,, )
.

x2

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 

Если a2 0 2∫ (mod ) , то в силу квазиодно-
родности многочленов P x x P x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , ) имеем 
P x P x P xi i

di
i( , ) (( ) ,( ) ) ( ) ( , )- = - - = -1 1 1 1 12

1 2
2 2

a a , i = 1 2, .  
Используя последние равенства и свойства 3), 
5) индексов Коши, получаем 
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P x
P x

I
P x
P x

I
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+•
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■
Лемма 2. Если P x x P x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , )  — не-

нулевые квазиоднородные многочлены из 
R[ , ]1 2x x  с показателями a a1 2,  степеней d d1 2,  
соответственно, a a1 2 1 2, , ,d d ŒZ , a a1 2 0π  и 
НОД( , )a a1 2 1= , то для всякого e Œ R \ 0

1) при a1 1 2∫ (mod )  справедливы равен-
ства 

 
I

P x
P x

I
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P x

I
P x

-• -•

+•

=0 2 2
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0 2 2
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0
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e
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e 22
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0
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1 2

)
( , )

(sgn , )
(sgn , )

;
P x

I
P x
P xe

e
e

= +•

 (5)

2) при a2 1( 2)∫ mod  справедливы равен-
ства 

 
I

P x
P x

I
P x
P x

I
P x

-• -•

+•

=0 2 1

1 1

0 2 1

1 1

0
2 1

( , )
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e
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e

e
e

)
( , )
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.
P x

I
P x
P x1 1

0
2 1

1 1

= +•

 (6)

Доказательство. Как и в лемме 1, в ра-
венствах (5), (6) каждый из многочленов нену-
левой. Таким образом, имеет смысл рассмат-
ривать индексы Коши, фигурирующие в этих 
равенствах.

Установим первое из равенств в (5), осталь-
ные показываются аналогично. Рассмотрим два 
случая.

а) Пусть e > 0 . Обозначим l  веществен-
ный корень степени a1  из e , тогда e la= 1 . 
В силу квазиоднородности многочленов 
P x x P x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , )  и м е е м  P xi( , )l la a1 2

2 = 
P xdi

i( , ),l 21=  i = 1,2.  Используя последние 
равенства, а также свойства 3), 4) индексов 
Коши, получаем 
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б) Пусть e < 0 . Обозначим l  веществен-
ный корень степени a1  из ( )-e , тогда e la= 1- . 
В силу квазиоднородности многочленов 
P x x P x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , )  и м е е м  P xi( , )- =l la a1 2

2  
P xdi

i( , ),= -l 21  i = 1,2.  Используя последние 
равенства, а также свойства 3), 4) индексов 
Коши, получаем 
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■
Техника вычисления индексов Коши вещес-

твенных рациональных функций хорошо раз-
вита (см. [24], [25], [11]). Приведем один из 
результатов.

Пусть 
 m m m0 1, , ,… k  (7)
некоторая последовательность вещественных 
чисел, причем m m0 0, 0π πk . В последователь-
ности (7) заменим нули (если они имеются) на 
ненулевые числа по следующему правилу: для 
всякой группы подряд идущих нулей 
m mh h q+ +1 = = = 0�  ( , )m mh h qπ π+ +0 01  заменим 

mh i+  ( )1 £ £i q  на ( ) sgn
( )

-
-

1
1

2
i i

hm . Число знако-
перемен в полученной таким образом последо-
вательности обозначим V k( , , ).m m0 º

Пусть P x a x
m n

m
m

1( ) =
Œ +

Â


, P x b x
m n

m
m

2( ) =
Œ +

Â


 — 

произвольные многочлены и a Pk1 1= las , 
b Pk2 2= las , k k k= max{ , }1 2 . Положим 
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если

в остальных случаях.

1 2

1 2
1 2 1 2

0,
sgn( ),

æ( , ) (mod2),
0,

k k

k k
a b

P P k k
- <Ï

Ô= ∫/Ì
Ô
Ó

 

Для всякого i k= 1, ,…  обозначим 

 — =

- - +

- - +

- +

- +i

k k k i

k k k i

k k i

k k iP P

a a a
b b b

a a
b b( , )1 2

1 2 1

1 2 1

2 2

2 2

�

�

�

�

��

�

�

a a
b b

k k i

k k i

-

-

,  (8)

где aj = 0 , если j < 0  или j k> 1 ; bj = 0 , если 
j < 0  или j k> 2 .

Теорема 1. Если —m P P( , )1 2  — последнее 
отл и ч н о е  от  н у л я  ч и с л о  в  р я д у 
— —1 1 2 1 2( , ), , ( , )P P P Pk… , то справедлива форму-
ла 

I
P
P

m V P P P P P Pm

-•
+• =

= - — º — +

2

1

1 1 2 1 2 1 22 1( , ( , ), , ( , )) æ( , ).
 (9)

Теорема 1 представляет собой теорему 10, 
§ 11, гл. XVI, [24] (см. также замечание к тео-
реме 10), записанную в удобной для нас форме 
и распространенную при помощи равенства (2) 
на случай, когда степень многочлена P2  выше 
степени многочлена P1 . Формула (9) позволяет 
выразить индекс Коши I R-•

+•  любой рациональ-
ной функции R  через коэффициенты числи-
теля и знаменателя.

Существуют также достаточно эффектив-
ные способы вычисления индексов Коши в 
терминах непрерывных дробей (см. [18], а так-
же [26]).

3. ИНДЕКС ОСОБОЙ ТОЧКИ 
ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ

Рассмотрим гладкое  отображение 
F F F Mn

n n= ( , , ) : 01
1… - Æ R \  гладкого компак-

тного ориентированного многообразия без края 
M n-1  в Rn . Для всякого x nŒ R \ 0  положим 

r( ) =
|| ||

x
x
x

. Всюду в дальнейшем под r  будем 

понимать именно это отображение без специаль-
ных напоминаний. Пусть p i

n n: � �Æ -1  — про-
екция «вычеркивания i -ой координаты». 

Теорема 2. Пусть множество ( ) (0)1p iF
-  

конечно и A={( , )}Uk kj  — множество карт 

из данного ориентирующего атласа на M n-1 , 
удовлетворяющее условиям: 

1) ( ) ( )p i
U

kF U
k

-

Œ

Ã1 0
A

∪ ;

2) каждая точка множества ( ) (0)1p iF
-  при-

надлежит только одному из множеств Uk . 
Тогда  для степени отображения 

rF M Sn n: 1 1- -Æ  справедлива формула 

 
deg( )

( )

(( ),( ) , ( )),

r

p j j j

F

ind F F U

i

Uk

C i k k i k k

= - ¥

¥

-

Œ

- -Â

1
2

1

1 1

A

 (10)

где ( )F k ij -1  означает i -ю компоненту отобра-
жения F kj -1 . 

Доказательство. Обозначим через c c1 2,  
прообразы точки 0 при проектировании p i , 
принадлежащие Sn-1  (c i ni1 1= º( , , ),d d  c c2 1= - ; 
здесь dij  — символ Кронекера). Множество 
A F c F c= - -[( ) ( )] [( ) ( )]r r1

1
1

2∪  конечно, так как 
A Fi= ( ) (0)1p - . Поэтому для степени отображе-
ния rF  многообразия M n-1  в сферу Sn-1  спра-
ведливы формулы: 
 deg( ) ind( , ), , ,

( ) ( )

r r
r

F F x i
x F ci

= =
Œ -

Â
1

1 2  

где ind( , )rF x  — индекс точки x  (если 
( , ),( , ), : , :U V U Vn nj y j yÆ Æ- -� �1 1  — кар-
ты из ориентированных атласов многообра-
зий M n-1  и Sn-1  соответственно и x UŒ ,  
c Vi Œ ,  т о  ind( , )rF x  р а в е н  и н д е к с у 
ind( ( ), ( ))1yr j y jF c xi

- -  изолированной особой 
точки j( )x  векторного поля yr j yF ci

- -1 ( )  в 
Rn-1 ).

Пусть ориентацию Sn-1  задает следующий 
атлас {( , )}Vk ky  из 2n  карт: 

 

если
если

если
если

1

1

0,  1
: ,

0,  1 2

,  1
,  1 2 ,

kn
k

k n

k
k

k k n
k n

x k n
V x S

x n k n

T k n
T n k n

p
y

p

-

-

-

-
-

> £ £Ï ¸
= ŒÌ ˝< + £ £Ó ˛

Ï £ £Ô= Ì + £ £ÔÓ

 

y yk k k k
nV V: ( )Æ Ã -� 1 (T  — произвольное 

фиксированное отображение из GL n- -( 1, )R ). 
Тогда y i c( ) = 01  и y r j y p r ji i

i
iF c T F- - -- =1

1
1 1( ) .  

Пусть x F cŒ -( ) ( )1
1r , тогда j( )x  — изолирован-

ная особая точка векторного поля p r ji F -1  в 
Rn-1 . Так как 0 — изолированная особая точ-
ка линейного векторного поляT i n n- - -Æ1 1 1: R R , 
то по формуле произведения индексов (см. [2]) 
имеем: 

Диаграмма Ньютона и индекс особой точки векторного поля на плоскости
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ind( , ( ))

ind( , ) ind( , ( ))

sgn d

T F x

T F x

i
i

i
i

- -

- -

=

= ◊ =

=

1 1

1 10

p r j j

p r j j

eet ind( , ( )).T F xi
i

- -◊1 1p r j j

Т а к  к а к  F x( ) > 0  д л я  x M nŒ -1  и 

p r pi iF x
F x

F x( )
( )

( )= 1
, а умножение векторного 

поля на функцию, положительную в проколо-
той окрестности особой точки векторного поля, 
н е  и зменя е т  инд ек с а  ( см .  [ 2 ] ) ,  т о 
ind( , ( )) ind( , ( ))p r j j p j ji iF x F x- -=1 1 . Обозна-
чая ind( , ( )) ind( , )p j j pi iF x F x- =1 , получаем 
   deg( ) sgn det ind( , ).

( ) ( )

r p
r

F T F xi

x F c
i= -

Œ -
Â1

1
1

 (11)

Аналогичным образом получаем 
   deg( ) sgn det ind( , ).

( ) ( )

r p
r

F T F xi

x F c
i=

Œ -
Â

1
2

  (12)

Т а к  к а к  T GL nŒ --( 1, )R ,  т о 
sgn det sgn detT Ti i= - -1 . Складывая (11) и 
(12), получаем следующую формулу: 

 deg( )
( )

ind( , )sgn ( ).
( ) ( )

r p
p

F F x F x
i

x iF
i i= - -

Œ -
Â1

2

1

1 0

 

Далее, так как множество A  удовлетворяет 
условиям 1), 2) теоремы, то правую часть пос-
леднего равенства можно записать в виде сум-
мы (10) индексов Коши: 

 

deg( )

( )
ind ( ),( ) , ( ) .

r

p j j j

F

F F U
i

C
U

i k k i k k
k

=

= - ( )
-

Œ

- -Â1
2

1
1 1

A
■

Теорема 3. Пусть F F F= ( , )1 2  — анали-
тическое векторное поле в R2  с особой точкой 
0 и удобными диаграммами Ньютона G G1 2,  
компонент, являющееся R -невырожденным. 
Пусть для всякого ребра D  диаграммы G1  
прямая, содержащая это ребро, имеет урав-
нение a a1

( )
1 2

( )
2 1

( )=D D Dy y d+ , а прямая, содержа-
щая D
  — уравнение a a1

( )
1 2

( )
2 2

( )=D D Dy y d+ . 
Тогда 0 — изолированная особая точка поля 
F  и для ее топологического индекса ind F( , 0)  
справедлива формула:
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 (13)

где æ
( )

.
( ) ( ) ( ) ( )

D

D D D D

= + - + + +1 1
2

1 2 1 2d d a a

 

Доказательство. Каждую из веществен-
ных ветвей аналитических кривых, задаваемых 
уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0 , F x x2 1 2( , ) = 0 , в 
окрестности точки 0 разложим в дробно-сте-
пенные ряды (Пюизо) видаx cx o x2 1 1= ( )n n+  или 
x dx o x1 2 2= ( )m m+  в зависимости от того, опреде-
ляется ли данная ветвь ребром из класса 
G G1

(1)
2
(1),  или G G1

(2)
2
(2), , соответственно. Кривые 

с уравнениями вида x cx2 1= n  или x dx1 2= m , 
соответственно, будем называть асимптотиками 
этих ветвей. Так как диаграммы G G1 2,  удобны, 
то прямые, задаваемые уравнениями x1 = 0  и 
x2 = 0 , не являются решениями уравнений 
F x x ii( , ) = 0, = 1,21 2  и, следовательно, ряды 
Пюизо указанного вида полностью описывают 
множества ( , ) : ( , ) = 0 ,1 2

2
1 2x x F x xiŒ{ }R  i = 1,2  

в окрестности точки 0. По условию для вся-
кого ребра D  из класса G1

(1)  многочлены 
F x1, 2(1, ),D  F x

2, 2(1, )
D


 не имеют общих ненуле-
вых вещественных корней и для всякого реб-
ра D  из класса G1

(2)  многочлены F x1, 1( ,1),D  
F x

2, 1( ,1)
D


 не имеют общих ненулевых вещес-
твенных корней. Поэтому разложения Пюи-
зо кривых F x x1 1 2( , ) = 0,  F x x2 1 2( , ) = 0  в окрес-
тности точки 0 не имеют одинаковых первых 
членов и, следовательно, особая точка 0 
векторного поля F  всегда изолирована. 
Пусть e > 0  мало так, что в квадрате 
Q x x x xe e e e, {( , ) : , }= Œ £ £1 2

2
1 2�  нет ненуле-

вых особых точек векторного поля F  и так, 
чтобы все вещественные ветви аналитических 
кривых, задаваемых уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0 , и их асимптотики пересекали 
всякую прямую вида x h1 = ,  x h2 = ,  h π 0  
внутри квадрата Qe e,  трансверсально, а также 
чтобы в множестве Qe e, 0\  вещественные ветви 
кривых, задаваемых уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0 , не пересекались сами с собой, друг 
с другом, со своими асимптотиками и асимпто-
тиками друг друга, а также чтобы не пересека-
лись их асимптотики. Кроме того, будем счи-
тать, что e > 0  настолько мало, чтобы этого 
было достаточно в дальнейших рассуждениях.

Индекс ind( , )F 0  нулевой особой точки век-
торного поля F  будем вычислять как степень 
отображения rF M S: 1 1Æ  специального ма-
лого положительно ориентированного много-
образия M 1 , диффеоморфного окружности, в 
единичную окружность S S1

1
1= (0) . При этом 
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для каждого векторного поля конструируется 
свое многообразие M 1 . Построим многообразие 
M 1 . Пусть D  — некоторое ребро диаграммы 
Ньютона G1  компоненты F x x1 1 2( , )  поля F . 
Рассмотрим два случая.

1) D GŒ 1
(1) .

В каждом из четырех открытых квадрантов 
внутри квадрата Qe e,  выберем по вертикально-
му интервалу
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так, чтобы интервал J k
D
( )  пересекал все вещес-

твенные ветви кривых, задаваемых уравнени-
ями F x x1 1 2( , ) = 0,  F x x2 1 2( , ) = 0 , и их асимпто-
тики, определяемые ребрами D  и D
  (располо-
женные в k -ом квадранте), k = 1,2, 3, 4  и не 
пересекал других вещественных ветвей кривых, 
задаваемых уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0 , и их асимптотик. (При отсутс-
твии вещественных ветвей и асимптотик в со-
ответствующем квадранте интервал J k

D
( )  дол-

жен пересекать кривую с уравнением 
x x2 1= nD ).

2) D GŒ 1
(2) .

В каждом из четырех открытых квадрантов 
внутри квадрата Qe e,  выберем по горизонталь-
ному интервалу 
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так, чтобы интервал J k
D
( )  пересекал все вещес-

твенные ветви кривых, задаваемых уравнени-
ями F x x1 1 2( , ) = 0,  F x x2 1 2( , ) = 0 , и их асимпто-
тики, определяемые ребрами D  и D
  (располо-
женные в k -ом квадранте), k = 1,2, 3, 4  и не 
пересекал других вещественных ветвей кривых, 

задаваемых уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0 , и их асимптотик. (При отсутствии 
вещественных ветвей и асимптотик в соответс-
твующем квадранте интервал J k

D
( )  должен пе-

ресекать кривую с уравнением x x1 2= nD ).
Все интервалы (вертикальные и горизон-

тальные), построенные для каждого из ребер 
D  диаграммы G1 , соединим последовательно 
гладкими кривыми, не пересекая кривых, за-
д а в а е м ы х  у р а в н е н и я м и  F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0 , и асимптотик их ветвей, образуя 
одномерное многообразие M 1 , диффеоморфное 
окружности S 1 . Эти соединения осуществим 
таким образом, чтобы при обходе многообразия 
M 1  в положительном направлении (против 
часовой стрелки): обход всех горизонтальных 
интервалов в верхней полуплоскости совершал-
ся в направлении, обратном направлению оси 
x1 , а в нижней полуплоскости — в направлении 
оси x1 ; обход всех вертикальных интервалов в 
правой полуплоскости совершался в направле-
нии оси x2 , а в левой полуплоскости — в на-
правлении, обратном направлению оси x2 . 
Принцип соединения интервалов продемонс-
трируем на примере I-го квадранта. Ребра 
диаграммы Ньютона G1  упорядочим обходя 
G1  снизу вверх. Таким же образом упорядочим 
интервалы I-го квадранта, построенные по 
ребрам диаграммы G1 . Пусть J Jp1, ,…  — ука-
занная последовательность интервалов и 
J Js s, 1+  — какие-нибудь соседние интервалы 
последовательности. Тогда, если Js  — гори-
зонтальный интервал, то его левый конец, а 
если Js  — вертикальный интервал, то его вер-
хний конец соединим с правым концом интер-
вала Js+1 , если он горизонтальный, и с нижним 
концом интервала Js+1 , если он вертикальный. 
Пример построения многообразия M 1  приведен 
на рисунке 1.

Рис. 1

Диаграмма Ньютона и индекс особой точки векторного поля на плоскости
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Заданную положительную ориентацию на 
M 1  можно описать на языке ориентированных 
атласов. Нам потребуется лишь следующее 
подмножество ( , )U l l l

j{ } ŒL
 карт такого ориен-

тированного атласа: множествами U l  его карт 
( , )U l lj  являются все построенные вертикаль-
ные и горизонтальные интервалы, а отображе-
ниями jl l:U Æ R  служат проекции (с аль-
тернирующим множителем): вертикальных 
интервалов на ось x2 , а горизонтальных — на 
ось x1 . Точнее,

1) для всякого вертикального интервала U l  
из первого и четвертого квадрантов отображе-
нием карты ( , )U l lj  является отображение 
j pl = 1 , а из второго и третьего квадран-
тов — отображение j pl = 1- ;

2) для всякого горизонтального интервала 
U l  из первого и второго квадрантов отображе-
нием карты ( , )U l lj  является отображение 
j pl = 2- , а из третьего и четвертого квадран-
тов — отображение j pl = 2 .

Так как число вещественных ветвей кри-
вых, задаваемых уравнениями F x x1 1 2( , ) = 0,  
F x x2 1 2( , ) = 0,  конечно и все они пересекают 
многообразие M 1  только по горизонтальным и 
вертикальным интервалам атласа ( , )U l l l

j{ } ŒL
, 

причем трансверсально, то множество 
F M1

1 1(0, 0)- «  конечно, следовательно, для 
вычисления степени отображения rF M S: 1 1Æ  
можно воспользоваться формулой (10) п. 2, 
применяя которую для i = 2 , получаем 
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  (14)

В каждом из индексов Коши, фигурирую-
щих в последнем равенстве, функции F x x1 1 2( , ),  
F x x2 1 2( , )  можно заменить их главными частя-
ми F x x F x x1, 1 2 2, 1 2( , ), ( , )D D


. Возможность такой 
замены покажем на примере первого индекса 
Коши из правой части равенства (14), т. е. 
установим равенство 

  
ind
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 (15)

Возможность замен в других индексах Коши 
устанавливается аналогично. Нули функции 
F x x1

(1)
2 2, [ ]eD( ) Œ R  на интервале p1

(1)J D( )  опре-
деляются точками пересечения интервала J D

(1)  
с вещественными ветвями, определяемыми 
ребром D , кривой, задаваемой уравнением 
F x x1 1 2( , ) = 0 . Соответствующие этим ветвям 
ряды Пюизо, в данном случае, имеют вид 
x cx o x2 1 1= ( )n nD D+ , где c  — положительный 
корень  многочлена  F x1, 2(1, )D .  Пусть 
M c cp= { , , }1 …  — множество всех положи-
тельных корней многочлена F x1, 2(1, )D  и 
ci  — какой-нибудь корень из M . Пусть крат-
ность корня ci  равна ki . Тогда вещественная 
кривая с уравнением F x x1 1 2( , ) = 0  имеет ров-
но ki  ветвей (с учетом их алгебраической 
кратности), соответствующие ряды Пюизо 
которых имеют вид x c x o xi2 1 1= +n nD D( ) . Пусть 
( , ), ,( , ),( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e eD D

1
1

1
1 2a a a a ai

qi

i i i
qi

iº < < <{ }�  — 

множество всех точек пересечения этих ветвей 
с интервалом J D

(1) , а ( )eD
(1) ( ),b i  — точка пересе-

чения кривой, задаваемой уравнением x c xi2 1= nD , 

с интервалом J D
(1) , т. е. b ci

i
( ) (1)= e

n

D
D( ) . По ус-

ловию многочлены F x1, 2(1, ),D  F x
2, 2(1, )

D

 не 

имеют общих ненулевых вещественных корней. 
Поэтому вещественная кривая с уравнением 
F x x2 1 2( , ) = 0  не имеет ветвей, ряды Пюизо 
которых имеют вид x c x o xi2 1 1= n nD D+ ( )  (незави-
симо от того, является D
  ребром или точкой). 
Следовательно, для любого ряда вида 
c x o xi 1 1

n nD D+ ( )  справедливо неравенство 
F x c x o xi2 1 1 1 0( , ( )) .n nD D+ /∫  При всех достаточно 
м а л ы х  x1 > 0  з н а к  в с я к о г о  р я д а 
F x c x o xi2 1 1 1,( ( ))n nD D+  определяется членом ми-
нимальной степени, который по построению 
рядов Пюизо равен F x c xi2, 1 1,

D
D


( )n . Поэтому при 
всех достаточно малых x1

(1)= > 0eD  справед-
ливы равенства 
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Далее, имеем 
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Поскольку функция F x1
(1)

2,eD( )  между соседни-
ми нулями a a ai i

qi

i
1
( )

2
( ) ( ), , ,…  сохраняет знак, то 

справедливы равенства 
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Поэтому равенство (17) можно записать следу-
ющим образом: 
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Покажем теперь, что 
 sgn ( , ) sgn ( , ),( ) ( )

,
( ) ( )F a F bqi

i i
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1
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10 0e eD D D+ = +  (19)

 sgn ( , ) sgn ( , ).( ) ( )
,

( ) ( )F a F bi i
1

1
1 1

10 0e eD D D- = -  (20)

Установим равенство (19), равенство (20) уста-
навливается аналогично. На интервале J D

(1)  
точки, сколь угодно близкие сверху к точке 
( )eD

(1) ( ),aqi

i , можно получить как точки пересече-
ния интервала J D

(1)  с кривой, задаваемой урав-
нением x c xi2 1= ( )+ d nD  при всех достаточно 
малых d > 0 . Знак числа F aqi

i
1

(1) ( ), 0( )eD +  совпа-
дает со знаком ряда 

 F x c xi1 1 1,( )( )+ d nD  (21)

при всех достаточно малых x1
(1)= eD  и d > 0 . 

Знак ряда (21) определяется его членом на-
именьшей степени. Член наименьшей степени 
ряда (21) равен 

 F x c xi1, 1 1,( ) .D
D( )+ d n  (22)

Полагая в (22) x1
(1)= eD , обозначая d d e n

1
(1)= ( )D

D  
и учитывая, что b ci

i
( ) (1)= ( )e n

D
D , получим 
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При малых eD
(1) > 0  и d > 0  величина d1  также 

мала и положительна. Таким образом при всех 
достаточно малых eD

(1) > 0  и d > 0  справедли-
вы равенства 
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Теперь, используя равенства (16), (18), (19), 
(20), запишем индекс Коши (15) следующим 
образом: 
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что и завершает доказательство равенства 
(15).

Заменив в каждом из слагаемых в равенстве 
(14) функции F x x F x x1 1 2 2 1 2( , ), ( , ) на их главные 
части F x x1, 1 2( , ),D  F x x

2, 1 2( , )
D


, а одномерные 
индексы Коши, фигурирующие в этом равенс-
тве, на соответствующие индексы Коши раци-
ональных функций (см. п. 2), получим
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Используя свойство 2) индексов Коши рацио-
нальных функций, запишем последнее равенс-
тво следующим образом: 
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Индексы Коши рациональных функций в пра-
вой части последнего равенства вычисляются 
на специально выбранных конечных интерва-
лах( , ),( ) ( )b gD D

i i  i = 1,2, 3, 4.  Эти интервалы мож-
но расширить так, что указанные индексы 
Коши рациональных функций не изменятся. 
Точнее, если ( , ) (0, )( ) ( )b gD D

i i Ã +• , то интервал 
( , )( ) ( )b gD D

i i  можно заменить на интервал (0, )+• , 
а если ( , ) ( , 0)( ) ( )b gD D

i i Ã -• , то на интервал 
( , 0)-• . Указанную замену поясним на приме-

ре первого индекса Коши I
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правой части равенства (24), возможность за-
мены интервала для других индексов Коши 
объясняется аналогично. По условию, интервал 

J D
(1)  пересекает все вещественные ветви алгеб-

раической кривой, задаваемой уравнением 
F x x1, 1 2( , ) = 0D , расположенные в I-ом открытом 
квадранте. Поскольку многочлен F x x1, 1 2( , )D  
квазиоднороден, то любая вертикальная полу-
прямая в каждом открытом квадранте пересе-
кает каждую из вещественных ветвей алгебра-
ической кривой с уравнением F x x1, 1 2( , ) = 0D  
только в одной точке. Поэтому вещественные 
ветви алгебраической кривой с уравнением 
F x x1, 1 2( , ) = 0D  не пересекают полупрямой 
L x x x xD D
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не имеет вещественных корней на множестве 
(0, ) ( , )(1) (1)+• \ b gD D  и, значит, в силу свойства 1) 
индексов Коши справедливо равенство 
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Заменяя индексы Коши рациональных функ-
ций в формуле (24) по указанному правилу, 
получим 
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Заменяя индексы Коши рациональных 
функ ций в правой части последнего равенства 

И. В. Антюшина, Н. М. Близняков
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согласно лемме 2 и производя перегруппировку 
слагаемых, получим 
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Для вторых слагаемых под знаками сумм в (26) 
в силу леммы 1 справедливы равенства 
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Заменяя вторые слагаемые под знаками сумм 
в (26) согласно равенствам (27), (28) и приводя 
подобные члены, получим равенство (13). 

■
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