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Аннотация. Используя свойство инвариантности дифференциала вероятности, получены 
общие аналитические выражения для характеристической функции решающей статистики 
энергетического обнаружителя. Рассмотрен случай приема радиосигналов, случайные иска-
жения которых описываются различными математическими моделями: нормальной, полига-
уссовской, и моделью, адекватной в случае  наличия стационарно связанных гауссовских 
узкополосных помех. 
Ключевые слова: гауссовский белый шум, гауссовские узкополосные помехи, полигауссов-
ский шум, решающая статистика, характеристическая функция, энергетический обнаружи-
тель.

Abstract. General analytical expressions for the characteristic function of the energy detector 
decision statistics are obtained using the invariance of the probability diff erential. The case of 
receiving radio signals which random distortions are described by diff erent mathematical models 
(normal, polygaussian, and the model adequate in the presence of stationary related Gaussian 
narrowband interference) is considered.
Keywords: Gaussian white noise, Gaussian narrowband interference, polygaussian noise, decision 
statistics, the characteristic function, the energy detector.

ВВЕДЕНИЕ*

При анализе эффективности одного из эта-
пов первичной обработки радиосигналов, пред-
полагающего их энергетическое обнаружение 
на фоне шума, возникает задача определения 
вероятностей ложной тревоги и правильного 
обнаружения. Получение аналитического вида 
данных характеристик представляется возмож-
ным лишь при определении статистических 
параметров решающей (выходной) статистики 
обнаружителя. 

Например, в работе [1] рассматривается 
случай энергетического обнаружения детерми-
нированных радиосигналов на фоне гауссовс-
кого белого шума (ГБШ). При этом величина 
математической спектральной плотности мощ-
ности шумового фона полагалась известной. В 
данном случае, вид решающей статистики поз-
воляет сделать непосредственный вывод о том, 
что последняя, в случае наличия радиосигнала,  
подчиняется нецентральному хи-квадрат рас-
пределению. 

В [2—5] получены характеристики энерге-
тического обнаружения в случае приема ква-
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зидетерминированных радиосигналов на фоне 
ГБШ. Плотность вероятности решающей ста-
тистики получена посредством усреднения 
условных одномерных функций распределения 
по области возможных значений случайной 
амплитуды радиосигнала.  

В качестве модели шумового фона в [6, 7] 
используется негауссовская шумовая модель 
Лихтера, в [8] шумовой  фон представлен в виде 
аддитивной смеси стационарных некоррелиро-
ванных, а в [9—11] стационарно связанных 
гауссовских узкополосных помех и ГБШ.  

Однако, в случае энергетического приема 
радиосигналов на фоне сложного шумового 
фона [6—11], для получения статистических 
характеристик решающей статистики необхо-
димыми является использование соответству-
ющего математического аппарата и выполнение 
ряда нетривиальных математических преобра-
зований. 

В качестве одного из возможных методов 
определения статистических характеристик 
решающей статистики является использование 
аппарата одномерных характеристических 
функций (ХФ) [6—11]. Необходимым условием 
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эффективности его применения является на-
личие известного аналитического вида решаю-
щей статистики, X . Последний определяется 
выбором соответствующего алгоритма обработ-
ки входных данных.

Целью настоящей работы является получе-
ние общего вида одномерной характеристичес-
кой функции решающей статистики энергети-
ческого обнаружителя в случае приема радио-
сигналов на фоне полигауссовского шума.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В общем случае,  в работах [6, 8] решающая 

статистика имеет вид

 X =
=

Â rk
k

n
2

1

,  (1)

где X = { }w ; rk kx= { }  — статистически неза-
висимые гауссовские случайные величины с 
различными параметрами распределения; w  и 
x k  — области возможных значений X  и rk

соответственно, n  — число отсчетов,  k n= 1, . 
Введем в рассмотрение случайные величины 

J rk k= 2 , k n= 1, . ХФ Jk  обозначим в виде 
Qk jh( ) . С учетом статистической независимос-
ти слагаемых в (1), одномерная ХФ QX jh( )  
решающей статистики  X  примет вид

 Q QX j jk
k

n

h h( ) = ( )
=

’
1

.  (2)

Таким образом, для вычисления (2), необ-
ходимо получить аналитический вид Qk jh( ) . 
Для этого, рассмотрим одно из следствий  ин-
вариантности дифференциала вероятности.

Известно [12], что одномерная ХФ случай-
ной величины x = { }x , где x - возможное зна-
чение x , определяется как прямое преобразо-
вание Фурье  ее одномерной плотности вероят-
ности W xx ( ) :

Qx xh hx hj j W x j x dx( ) = ( ) = ( ) ( )
-•

•

Úexp exp , (3)

где *  — оператор статистического усредне-
ния.

Введем в рассмотрение случайную величи-
ну c = { }y ,  имеющую одномерную плотность 
вероятности W yc ( ) , причем  c x x= ( ) =h 2 . 
Область возможных значений c  неотрицатель-
на: y ≥ 0 .  Случайные величины x  и c  связа-
ны неоднозначной  детерминированной зави-
симостью, так как обратная функция h z- ( )1  
неоднозначна:

 x c c= ( ) = ±-h 1 .

Имеются  две  в етви  h1
1- ( ) =c c  и 

h2
1- ( ) = -c c , а значит, существуют две несов-

местные возможности
 1 1 1 1 1 1x x d x< £ +x ; 2 1 2 1 2 1x x d x< £ +x ,

обеспечивающие выполнение неравенства 
 y y dy0 0 0< £ +c ,
где 1 1 2 1x x` = - , d x d x1 1 2 1= - , y x x0 1 1

2
2 1

2= = ; 
1 1 2 1 1x x x, Œ .

Тогда свойство инвариантности дифферен-
циала вероятности [12] запишется в виде:
  W y dy W x d x W x d xc x x0 0 1 1 1 1 2 1 2 1( ) = ( ) + ( ) . (4)

В том случае, если x  - гауссовская случай-
ная величина (ГСВ), её плотность вероятности 
имеет вид 

 W x x
x

ps s( ) = -( )1

2 22

2

2exp , (5)

где s 2  — дисперсия ГСВ x , причем будем 
полагать, что математическое ожидание x  
равно нулю. Тогда, учитывая (4) и (5), получим 
следующее соотношение:
W y dy W x d x W x d xc x x0 0 1 1 1 1 2 1 2 12 2( ) = ( ) = ( ) .(6)

Выражение для одномерной характеристи-
ческой функции Qc hj( )  случайной величины 
c  имеет вид

 

Qc c

x

h h

h

j j y W y dy

W x j y x dx

( ) = ( ) ( ) =

= ( ) ( )ÈÎ ˘̊

•

•

Ú

Ú

exp

exp ,

0

0

2

 (7)

так как в пределах интегрирования 0, •( )  пе-
ременные y x, ≥ 0  и x x= , y y= .

Учитывая что y x x( ) = 2 ,  а также четность 
подынтегрального выражения в (7), получим

 

Qc x

x

h h

h

j j x W x dx

j x W x dx

( ) = ( ) ( ) =

= ( ) ( )

•

-•

•

Ú

Ú

2 2

0

2

exp

exp ,

 Qc xh hj j x W x dx( ) = ( ) ( )
-•

•

Ú exp 2 . (8)

В случае, когда  m ∫ πx 0 , 

 W x
x m

x
ps s

( ) = -
-( )Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃

1

2 22

2

2exp ,

перепишем (4) в следующем виде
 W y dy W x dx W x dxc x x( ) = ( ) + -( ) . (9)
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Выражение (7) с учетом (9)

 

Qc c

x x

h h

h

j j y W y dy

j x W x dx W x dx

( ) = ( ) ( ) =

= ( ) ( ) + -( )ÈÎ ˘̊

•

•

Ú exp

exp

0

2

0
ÚÚ .

 (10)

В (10) можно опустить знак модуля, и за-
писать в виде

 

Qc x

x

h h

h

j j x W x dx

j x W x dx

( ) = ( ) ( ) +

+ ( ) -( )

•

•

Ú

Ú

exp

exp .

2

0

2

0

. (11)

С помощью замены переменной интегриро-
вания, z x= - , выполним следующие матема-
тические преобразования

exp

exp

exp

j x W x dx

j z W z dz

j z

h

h

h

x

x

2

0

2

0

2

( ) -( ) =

= - -( )È
Î

˘
˚ ( ) =

= (

•

-•

Ú

Ú

)) ( ) = ( ) ( )
-• -•
Ú ÚW z dz j x W x dxx xh
0

2
0

exp .

Следовательно

 Qc xh hj j x W x dx( ) = ( ) ( )
-•

•

Ú exp 2 . (12)

Учитывая (2),  одномерную ХФ решающей 
статистики (1) окончательно можно предста-
вить в виде

   QX j j W x dx
k k

k

n

kh hw r( ) = ( )
=-•

•

-•

•

-•

•

’ÚÚÚ ... exp( )
1

, (13)

где W x
k k

k

n

r ( )
=

’
1

 — совместная n  - мерная плот-

ность вероятности набора ГСВ rk  в случае их 
статистической независимости.

РАССМОТРЕНИЕ ЧАСТНЫХ 
СЛУЧАЕВ

В соответствии с (5), применительно к на-
бору случайных величин xk , k n= 1, , из (12) 
нетрудно получить

  Qk kj jh hs( ) = -( )-
1 2 2 1 2

, s x xk k k
2 2 2= - . (14)

Ввиду линейности оператора интегрирова-
ния в (12), когда W xx ( )  имеет полигауссовский 
вид [6, 7] 

W x

x x
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a
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 (15)

ХФ случайной величины c x= 2  также может 
быть записана в виде

 Qc xh hj j x W x dx( ) = ( ) ( )
-•

•

Ú exp 2 .

Рассматривая решающую статистику X  (1), 
нетрудно получить выражение

QX( )

,

j

C j jn
k k n k

k n k

k

n

h

a a hs hs

=

= -( ) -( ) -( )- - - -

=
Â 1 1 2 1 21

2 2
2
2 2

0

 (16)

используемое в работах [6, 7].
В том случае, когда W xx ( )  имеет вид [7]

 

W x
x

x

x
a

pb

x
b

a
pg

x
g

( )
( )

exp

exp

= - -
-( )È

Î

Í
Í

˘

˚

˙
˙

+

+ -
-( )È

Î

Í
Í

˘

˚

1
2 2

2 2

2

2

˙̇
˙
,

получаем 
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 (17)

где mk k= r ; a , b  и g  — параметры стохас-
тической шумовой модели, определенные в 
[7].

СЛУЧАЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ 

СЛАГАЕМЫМИ РЕШАЮЩЕЙ 
СТАТИСТИКИ

В [9—11] показано, что решающую статис-
тику, после выполнения соответствующих 
преобразований,  также можно представить в 
виде (1), однако rk  являются статистически 
зависимыми ГСВ. 

В соответствии с определением ХФ

 Q XX j jh h( ) = ( )exp , (18)

где статистическое усреднение выполняется по 
всей области возможных значений случайной 
величины X . Учтем представление решающей 
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статистики в виде X =
=

Â rk
k

n
2

1

 и статистическую 

связь величин rk . Последняя, в [9—11], обус-
ловлена физически обоснованными законами, 
например: наличием эффекта многолучевости 
[9], распространением радиоволн вдоль физи-
чески неоднородных и топологически меняю-
щихся трасс [10], в условиях плотной городской 
застройки [10—11].

Далее учтем, что статистическое усреднение 
в (18) выполняется по всей области возможных 
значений случайной величины X  и следствия 
(10—12) из свойства инвариантности диффе-
ренциала вероятности при квадратичном пре-
образовании элементов набора ГСВ. В случае 
наличия статистической зависимости между 
rk , выражение для ХФ (18) примет вид 

QX j

j W x x x dx dx dxn n

h

hw

( ) =

= ( )
-•

•

-•

•

-•

•

ÚÚ ... exp( ) , , ..., ...0 1 2 1 2ÚÚ ,
 (19)

где
W x x x

C x m x
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n
ij

i j

n

i i
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2
1
2
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det exp
,

( ) =

= ( ) ( ) - -( )- -

=
Âp K jj jm-( )È

Î
Í

˘

˚
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Окончательно
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C x m x m
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n

i i j j
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- -

=
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1
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2 1 2

1
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... exp
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ÈÈ
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˘

˚
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¥
Ê
ËÁ

ˆ
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-•

•

-•

•

-•

•

= =

ÚÚÚ

Â ’exp j x dxk
k

n

k
k

n

h 2

1 1

 (20)

где K = { }Kij  — несингулярная матрица кор-
реляции величин xi , x j ; i j n, ,= 1 ; C = { }Cij  
— обратная матрица, удовлетворяющая урав-
нению K C I¥ = , I  - единичная матрица раз-
мера n n¥ ; mk k= r .

В случае отсутствия статистической связи 
между rk , имеет место равенство

 W x x x W xn k
k

n

k0 1 2
1

, , ...,( ) = ( )
=

’ r . (21)

Выражение (20) примет полученный ранее 
вид (13)

 QX j j W x dx
k k

k

n

kh hw r( ) = ( )
=-•

•

-•

•

-•

•

’ÚÚÚ ... exp( )
1

.

Отметим, что в работах [5, 7] рассматрива-
ется случай энергетического обнаружения ра-

диосигналов на фоне шума неизвестной интен-
сивности. При использовании процедуры обу-
чения, решающая статистика �X  представима 
в виде: 
 �X X X= ( ) ( )n n2 1 1 2 , (22)
где X1  и X2  — случайные величины вида (1) с 
различными величинами n1  и n2 . При этом, в 
[5] отсчеты rk  являются ГСВ, а в [7] — поли-
гауссовскими. Плотность вероятности W z�X ( )  
статистики �X  можно выразить через плотнос-
ти вероятностей W zX1

( )   и  W zX2
( )  величин X1  

и X2  следующим образом [7]

 W z W zx W x xdx�X X X( ) = ( ) ( )
•

Ú 1 2
0

. (23)

Для получения аналитического вида плот-
ности вероятности W z�X ( )  необходимо вычис-
лить W zX1

( )   и  W zX2
( ) . Таким образом, выра-

жение (19) совместно со свойством  ХФ (3)  
позволяет получить характеристики энергети-
ческого обнаружения радиосигналов на фоне 
шума неизвестной интенсивности. При этом 
шумовая модель может быть как гауссовской 
[1—5, 8—11], так и полигауссовской [6, 7].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выражения (16—17) позволяют получить 

аналитический вид характеристик энергетичес-
кого обнаружения радиосигналов на фоне по-
лигауссовского шума (15), а (19) — на фоне 
стационарно связанных гауссовских узкополос-
ных помех и ГБШ, а также в случае использо-
вания процедуры адаптации. Данные выраже-
ние для ХФ решающей статистики энергети-
ческого обнаружителя получены на  основе 
свойства инвариантности дифференциала ве-
роятности применительно к полигауссовским 
случайным величинам.   
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