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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ МЕТОДА ГАЛЕРКИНА 
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Аннотация. В гильбертовом пространстве задача Коши для абстрактного нелинейного па-
раболического уравнения с монотонными операторами в условиях существования слабого 
решения решается приближенно методом Галеркина. Получены энергетические оценки пог-
решностей приближенных решений, из которых для проекционных подпространств типа 
конечных элементов следует как сходимость приближенных решений к точному, так и ско-
рость этой сходимости. 
Ключевые слова: гильбертово пространство, метод Галеркина, нелинейное параболическое 
уравнение. 

Abstract. In the Hilbert space in conditions of the existence of the weak solution the Cauchy 
problem for abstract nonlinear parabolic equation with monotone operators is resolved approximate 
by the Galerkin’s method. Energy estimations of errors of the approximate solution, from which 
both convergence of the approximate solution to exact ones, and speed of this convergence for 
projective subspaces with type of fi nal elements follow, are calculated. 
Keywords: Hilbert space, Galerkin method, nonlinear parabolic equation. 

ОПИСАНИЕ ТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 
Пусть дана тройка вещественных сепарабель-

ных гильбертовых пространств V H VÃ Ã ¢ , где 
пространство ¢V  — двойственное к V , а про-
странство H  отождествляется со своим двойс-
твенным ¢H . Оба вложения являются плотны-
ми и непрерывными. Далее под выражение 
( )z v,  понимается значение функционала z VŒ ¢  
на элементе v VŒ . Если при этом z HŒ , то 
выражение ( )z v,  совпадает со скалярным про-
изведением в H  [1]. 

Для почти всех t TŒ ,[ ]0 , где T < • , опре-
делены операторы A t V V( ) : Æ ¢  такие, что на 
u v V, Œ  выполняется: 

 ( ( ) ( ) ) ( )A t u A t v u v m u v m
V

- , - ≥ - > ;2
0  (1)

 A t u A t v M u v
V V

( ) ( )- £ - .
¢

 (2)
Условие (1) означает, что операторы A t( ) силь-
но монотонные, а (2) — липшиц-непрерывные. 
Счи таем также, что для функций u t L T V( ) ( )Œ , ;2 0  
функция A t u t L T V( ) ( ) ( ).Œ , ; ¢2 0

Получим оператор A X X: Æ ¢ , где про-
странства X L T V= , ;2 0( )  и ¢ = , ; ¢X L T V2 0( ) , 
действующий по правилу ( )( ) ( ) ( )Au t A t u t= , где 
u L T VŒ , ;2 0( ) . Из определения оператора A  и 
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(1), (2) следует, что оператор A X X: Æ ¢  силь-
но монотонный и липшиц-непрерывный. 

Покажем, что оператор A X X: Æ ¢  явля-
ется коэрцитивным. Действительно, для 
u XŒ  
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Здесь функция g ( )s ms A
X

= -
¢

Q  на s Œ , +•[ )0  
такая, что g ( )s Æ +•  при s Æ +• . 

Рассмотрим задачу в ¢X : 
 ¢ + = , = Œ .u Au f u u H ( )0 0  (3)

В (3) производная определяется в обобщен-
ном смысле, функция f XŒ ¢ , а равенство (3) 
понимается в смысле пространства ¢X , то есть 
для всех v XŒ  
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Из (4) следует, что для решения u t( )  зада-
чи (3) почти всюду на [ ]0,T  выполняется ра-
венство в смысле пространства ¢V : 
 ¢ + = .u t A t u t f t( ) ( ) ( ) ( )  (5)

Обратим внимание, модельные нелинейные 
начально-краевые параболические задачи, сво-
дящиеся к (3), приводятся, например, в [2]. 

Теорема 1. [2, c. 239] В сделанных выше 
предположениях задача (3) имеет единственное 
решение u t( )  такое, что u XŒ  и ¢ Œ ¢u X . 

Заметим [2], что из условия u XŒ  и ¢ Œ ¢u X  
для функции u t( )  следует u C T HŒ , ,([ ] )0 , так 
что начальное условие u u H( )0 0= Œ  в (3) име-
ет смысл, и справедлива оценка 
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Лемма 1. Для решения u t( )  задачи (3) при 
всех t TŒ ,[ ]0  выполняется оценка 
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Доказательство. Из (5) для решения u t( )  
получим 
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Последнее равенство оценим. 
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Отсюда для всех t T£  и произвольного 
e > 0  следует 
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Полагая здесь e = /m 2 , для любого t TŒ ,[ ]0  
получим 
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Установлена оценка первых двух слагаемых в 
левой части (6). 

Из равенства (5) теперь получим 
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Из (2) следует оценка 

 A s u s M u s A s
V V V

( ) ( ) ( ) ( )
¢ ¢

£ + .2 Q  
Из (7) и последней оценки оценка (6) сле-

дует окончательно. �  

ОПИСАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОЙ 
ЗАДАЧИ

Далее задача (3) решается приближенно 
методом Галеркина. Полученные ниже резуль-
таты дополняют соответствующие утверждения 
из [2], где отсутствуют как оценки погрешнос-
тей приближенных решений, так и скорость 
сходимости приближенных решений к точно-
му. 

Пусть Vh  — конечномерное подпространс-
тво пространства V . Здесь параметр h > 0 . 
Определим пространство Vh , задав на u Vh hŒ  
двойственную норму u u vh V h h

h
= | , |sup ( ) , где 

точная верхняя граница берется по всем v Vh hŒ  
и vh V

= 1 . Очевидно, что u uh V h Vh¢ ¢
£ . Обоз-

начим через Ph  ортогональный проектор в 
пространстве H  на Vh . В [3] замечено , что 
оператор Ph  допускает расширение по непре-
рывности до оператора P V Vh h: ¢ Æ ¢  и спра-
ведлива оценка 

 P u u u Vh
V V

h¢ ¢
£ Œ ¢ . ( )  (8)

Отметим также для u VŒ ¢  и v HŒ  важное 
соотношение 
 ( ) ( )P u v u P vh h, = , ,  (9)
которое получается соответствующим предель-
ным переходом [4]. 

Задаче (3) поставим в соответствие прибли-
женную в Vh  задачу на [ ]0,T . 

 u t P A t u t P f t u uh h h h h h( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = , = ,0 0  (10)

где элемент u Vh h
0 Œ  считаем заданным. Ре-

шение u th( )  задачи (10) называется функция 
со значениями в Vh  такая, что равенство (10) 
выполняется в  смысле пространства 

h hX L T V¢ = , ; ¢2 0( ) . 
Заметим, что уравнение (10) может в силу 

(9) записано в вариационной форме: найти 
функцию u th( )  со значениями в Vh  такую, что 
для любых v Vh hŒ  почти всюду на [ ]0,T  вы-
полняется 
 ( ( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) )u t v A t u t v f t vh h h h h, + , = , .  (11)
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Таким образом, задача (10) сводится к за-
даче Коши для конечной системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Существо-
вание решения следует теперь из известной 
теоремы Каратеодори [5]. 

Покажем как разрешимость задачи (10) на 
[ ]0,T  и соответствующая гладкость решения 
следуют из теоремы 1. 

В (10) функция f L T VŒ , ; ¢2 0( ) , так что 
P f L T Vh hŒ , ; ¢2 0( ) . Оператор P A t V Vh h h( ) : Æ ¢ . 
Проверим для этого оператора условия анало-
гичные (1) и (2). Для u v Vh h h, Œ , учитывая (9), 
получим аналог условия (1). 

 
( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) )

P A t u P A t v u v

A t u A t v u v m u v
h h h h h h

h h h h h h V

- , - =

= - , - ≥ - .2  

Свойство (9) позволяет установить аналог ус-
ловия (2). 

 
P A t u P A t v

A t u A t v M u v

h h h h
V

h h V V

h

( ) ( )

( ) ( )

- £

£ - £ - .
¢

¢

 

Таким образом, задача (10) в силу теоремы 1 
имеет единственное решение u th( )  такое, что 
u C T H L T Vh h hŒ , , « , ;([ ] ) ( )0 02  и h hu L T V¢ Œ , ; ¢2 0( ) . 
Здесь через Hh  и Vh  обозначены множества Vh  
с нормами пространств H  и V  соответственно. 
Учитывая, что линейное пространство Vh  ко-
нечномерно и в нем любые нормы эквивалентны, 
можно считать, что решение u C T Vh hŒ , ,([ ] )0  и 

h hu L T V¢ Œ , ;2 0( ) . 

ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ 
И СХОДИМОСТЬ 

ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ
Теорема 2. Пусть выполнены условия 

теоремы 1. Пусть u t( )  — решение задачи (3), 
а u th( )  — решение задачи (10). Тогда справед-
лива оценка 
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Доказательство. К равенству (5) применим 
оператор Ph . Из полученного равенства вычтем 
(10). Проделав простые преобразования, при-
дем к соотношению 
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Умножим (13) на 2[ ( ) ( )]P u t u th h-  скалярно в H  
с учетом (9). 
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Воспользовавшись оценками (1), (2) и неравенс-
твом Юнга, получим из последнего соотноше-
ния 
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Последнее неравенство интегрируем от 0  до 
произвольного t T£ . 
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Отсюда следует оценка (12) для первых двух 
слагаемых в левой части. 

Для оценки третьего слагаемого в левой 
части (12) воспользуемся тождеством, следую-
щим из (13). 
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Отсюда, а также из оценок (8) и (2) получим 

 P u t u t M u t u th h
V

h V
h

¢ - ¢ £ - .
¢

( ) ( ) ( ) ( )  

Последняя оценка позволяет получить оценку 
(12) в полном объеме.

Приведем условия, позволяющие из оценки 
(12) делать выводы о сходимости соответству-
ющих норм погрешности к нулю . Пусть зада-
на последовательность { }Vh  конечномерных 
подпространств, предельно плотная в V , то 
есть ( )I Q vh V

- Æ 0  при h Æ 0  для любого 
v VŒ , где Qh  — ортопроектор в пространстве 
V  на Vh . Заметим [6], что такая последователь-
ность { }Vh  предельно плотна и в пространстве 
H , и в пространстве ¢V . 

Следствие. Пусть { }Vh  — предельно 
плотная в пространстве V  последователь-
ность конечномерных подпространств такая, 
что Ph V VÆ

 равномерно по h  ограничены. 

Пусть P u uh h H

0 0 0- Æ  при h Æ 0 . Тогда при 
h Æ 0  

О скорости сходимости метода Галеркина для нелинейного параболического уравнения
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Доказательство. Для любого v VŒ  
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при h Æ 0 . Отсюда и из (12) следует стремле-
ние к нулю первого и второго слагаемых в 
(14). 

Далее для произвольного v Vh hŒ  получим 
оценку 
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где все точные верхние границы берутся по 
v VŒ  с v

V
= 1 . Отсюда для любого v VŒ ¢  

следует, что 
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то есть P Ph V V h V V¢Æ ¢ Æ
£ . Поэтому для всех 

v VŒ ¢  при h Æ 0  
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где Sh  — ортопроектор в пространстве ¢V  на 
Vh . Отсюда и (12) следует сходимость к нулю 
и третьего слагаемого в (14).  

Укажем класс подпространств Vh , для ко-
торых Ph V VÆ

 равномерно по h  ограничены. 
Пусть: 
 ( ) ( )I Q v r h v v Vh H V

- £ Œ ,1   (15)

 v r h v v Vh V h H h h£ Œ ,-
2

1  ( )  (16)
где r1  и r2  не зависят от v , vh  и h . Из (15) и 
(16) следует [7] оценка P r rh V VÆ

£ +1 2 1 . 
Далее нам понадобится также свойство 

 ( ) ( )I P u r h I P uh V h H
- £ - ,

¢ 1  (17)
которое следует [8] из (15). 

Из оценки (12) можно получить и порядок 
скорости сходимости. Для этого предположим 
существование гильбертова пространства E  
такого, что E VÃ  и пространство V  совпада-
ет с интерполяционным пространством [ ]E H, /1 2  
(см. [11]). Например, если параболическое урав-
нение в области W  определено дифференци-
альным оператором второго порядка и краевым 
условием Дирихле , то считаем H L= 2( )W , 
V W=

�

2

1 ( )W , E W W= «2
2

2
1( ) ( )W W

�

. Если же на 

границе области W  задается условие Неймана, 
то H L= 2( )W , V W= 2

1( )W , и E W= 2
2( )W . 

Относительно подпространств Vh  далее 
вместо (15) предположим , что 
 ( ) ( )I Q v r h v v Eh V E

- £ Œ .3   (18)

Из (18) для v VŒ  получается [10] оценка (ана-
лог леммы Обена—Нитше) 
 ( ) ( )I Q v rh I Q vh H h V

- £ - .  (19)

Очевидно, что из (19) следует (15). 
Предположения (15), (16), (19) являются 

типичными для подпространств типа конечных 
элементов [11]. Например, для параболическо-
го уравнения второго порядка, одномерного по 
пространственным переменным, в качестве Vh  
можно взять подпространство кусочно-линей-
ных функций. При этом (16) в приложениях в 
методе конечных элементов означает [12] рав-
номерное разбиение области пространственных 
переменных. 

Предположим теперь, что решение задачи 
(3) u L T EŒ , ;2 0( ) . Тогда из (12), (18) и (16) 
получим 
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Если же решение u L T E C T VŒ , ; « , ,2 0 0( ) ([ ] ) , 
то из (12) , (18) и (16) следует 
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Наконец, если решение u L T EŒ , ;2 0( )  и 
¢ Œ , ;u L T H2 0( ) , то из (12), (18), (16) и (17) сле-

дует оценка 
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