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Аннотация. В статье рассматриваются вопросы спектрального анализа почти периодических 
векторов из банахова пространства, являющимся пространством представления изометричес-
кой группы операторов. В частности, получены критерии сходимости рядов Фурье почти 
периодических векторов и приложения к почти периодическим функциям Степанова.
Ключевые слова: почти периодические векторы, ряды Фурье.

Abstract. Questions of spectral analysis of almost periodic vectors from banach space, which is 
space of representation of isometric group of linear operators, are examined. Particularly, conver-
gence criterions of Fourier series of almost periodic vectors and applications for almost periodic 
function of Stepanov are obtained.
Keywords: almost periodic vectors, Fourier series.

Рассматривается L1( )� -модуль ( )X T, , где 
T X: End� Æ  — ограниченное представле-
ние. Без ограничения общности можно счи-
тать, что T  — изометрическое представление, 
т.е. T s s( ) .= " Œ1 �  В противном случае сле-
дует ввести новую эквивалентную норму по 
формуле x T s x

s
1 = | |

Œ
sup ( ) .

�
 Отметим, что 

x x M x£ £1 .
Предположение 1. Для банахова L1( )� -

модуля выполнены следующие свойства:
1. из равенства fx f L= Œ0 1, ( ), �  следует, 

что вектор x XŒ  нулевой (свойство невырож-
денности модуля X );

2. для всех f L x XŒ Œ1( ),�   и t Œ �  имеют 
место равенства
 T t fx S t f x f T t x( )( ) ( ( ) ) ( ( ) )= = ,  
где S t( )  — оператор сдвига на t Œ �  в L1( ),�  
т.е. S t f s f s t( ) ( ) ( ),= +  s t, Œ �,  f LŒ 1( )�  (свойс-
тво ассоциированности модульной структуры 
на X  с представлением T );

3. fx f x£ 1 ,  f LŒ 1( )� , x XŒ , где f 1  
— норма функции f  в L1( )� .

Определение 1. Вектор x  из банахова 
L1( )�  — модуля ( )X T,  назовем T -непрерыв-
ным, если функция
 j jx xX t T t x t: Æ , = , Œ ,� �( ) ( )   
непрерывна в 0 из �  (и, значит, равномерно 
непрерывна на � ).

Множество T -непрерывных векторов из X  
обозначим Xc . Таким образом, X x Xc = Œ :{  
функция g T t x X
 �( ) : Æ  непрерывна } . 
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Оно образует замкнутый подмодуль из X , т.е. 
Xc  — замкнутое линейное пространство из 
X , инвариантное относительно всех операто-
ров T f( ),  T t( ),  f LŒ 1( ),�  t Œ �  [1]. 

Лемма 1. Xc  — замкнутое линейное про-
странство из X .

Определение 2. Число t  называется 
e -почти-периодом вектора x X0 Œ , если вы-
полняется неравенство
 T x x( )t e0 0- £ .  

Определение 3. Множество E Ã �  на-
зывается относительно плотным, если су-
ществует такое число l > 0 , что в каждом 
интервале ( ) ,a a, + Ãl �  a Œ ,�  длины l  со-
держится хотя бы одно число множества 
E  [2].

Определение 4 (по Бору). Вектор 
x X0 Œ  называется почти периодическим век-
тором по Бору, если для любого e > 0  сущест-
вует относительно плотное множество 
W( )e Ã �  e -периодов вектора x0 .

Определение 5 (по Бохнеру). Вектор 
x X0 Œ  называется почти периодическим век-
тором по Бохнеру, если его орбита { ( ) }T t x t R0 , Œ  
предкомпактна в X  [3].

Теорема 1. Вектор x Xc0 Œ  является поч-
ти периодичным по Бору тогда и только 
тогда, когда он является почти периодичным 
по Бох неру.

Через APX  обозначим подмодуль почти 
периодических векторов по Бохнеру из 
L1( )� -модуля Xc .
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Лемма 2. APX  — замкнутый подмодуль 
в Xc .

Среди линейных операторов, действующих 
в подмодуле APX XcÃ  существует и единс-
твенен оператор J APX APX: Æ , значение 
которого на каждом векторе x APXŒ  называ-
ется средним значением вектора x . Этот опе-
ратор обладает следующими свойствами:

1. J EndXŒ , J -  проектор и J £ 1;
2. оператор J  перестановочен с оператора-

ми T t( ),  t Œ � , J T t x T t Jx( ( ) ) ( )=  для любого 
t Œ �,  x APXŒ ;

3. Jx  лежит в замыкании выпуклой оболоч-
ки орбиты вектора x APXŒ , и имеют место 
равенства:

 
Jx T t xdt

T t xdt t
u

u

= =

= , Œ ,

Æ•
-

Æ•
- +

+

Ú

Ú

lim ( )

lim ( )

a
a

a

a
a

a

a

a

1
2

1
2

�

 (1)

причем предел существует равномерно по u.
Наличие оператора J  с такими свойствами 

позволяет ввести в рассмотрение семейство 
операторов J End APXl Œ ,( )  l Œ �,  определен-
ных равенствами:

 
J x J T t e x

J x T t xe dt

i t

i t

l
l

l a
a

a
l

a

= ,

= .

-

Æ•
-

-Ú

( ( ) )

lim ( )
1

2

 

Лемма 3. Jl ,  l Œ �  — семейство проек-
торов и Jl l£ " Œ1 �.

Определение 6. Семейство операторов 
Jl ,  l Œ �  позволяет отнести каждому почти 
периодическому вектору x  формальный ряд:

 x x∼ � �Â , Œ ,( )l l  (2)
который называется рядом Фурье вектора x . 
Функция x APX� �: Æ  оперделяется по фор-
муле:

 x J x�( )l l= .  
Отметим, в (2) совокупность векторов x�( )l , 

l Œ ,�  отличных от нулевого не более чем 
счетно [3, стр. 64] (пусть это будет последова-
тельность x xn n= ,�( )l  n ≥ 1), и поэтому ряд 
Фурье вектора x  будем записывать в виде

 x x
n

n∼
≥

Â ,
1

 (3)

где каждый xn  считается ненулевым векто-
ром.

Теорема 2 (теорема единственности 
рядов Фурье почти периодических век-
торов). Если J xl = 0  " Œl �  и x APXŒ ,  то 
x = 0.

Лемма 4. Рассмотрим ряд Фурье (3) поч-
ти периодического вектора x . Тогда T t x( )  
— почти периодический вектор, и этот век-
тор имеет ряд Фурье вида 
 T t x e x

n

i t
n

n( ) ,∼
≥

Â
1

l  

причем T t x e xn
i t

n
n( ) = ,l  n ≥ ,1  t Œ ,�  l Œ .�

Поскольку APX XcÃ ,  то корректно опре-
делен вектор

 f x f s T s xds* = - ,Ú
�

( ) ( )  

для любого x APXŒ .
Лемма 5. Пусть x APXŒ ,  f LŒ 1( )�  и 

x x
n

n∼
=

•

Â
1

 — ряд Фурье вектора x . Тогда 
f x APX* Œ  и 

 f x f x
n

n n*
=

•

Â∼ �
1

( ) .l  

В качестве примера рассмотрим однородное 
пространство функций F( )� , в котором дейс-
твует группа изометрий S : End ( ).� �Æ F

Определение 7. Функция x0 Œ F( )�  назы-
вается с-непрерывной(S -непрерывной), если 
x c0 Œ F( ) ,�  т.е. функция
 t S t x
 � �( ) ( )0 : Æ F  
непрерывна.

Подпространство с-непрерывных функций 
обозначено через F( ) .� c  Как доказано в лем-
ме 1, это подпространство замкнуто в F( ).�

Отметим, что если F( ) ( ),� �= Cb  то подпро-
странство с-непрерывных функций из Cb( )�  
совпадает с подпространством Cb u, ( ),�  равно-
мерно непрерывных функций.

Е с л и  F( ) ( )� �= ,Lp  p Œ , •[ ),1  т о 
F( ) ( ),� �c pL=  так как в пространстве Lp( )�  
операция сдвига непрерывна (см. [4]).

Если F( ) ( )� �= ,Sp  то подпространство 
F( )� c  совпадает с подпространством функций, 
введенном в книге [5; см. § 5.2].

Через APF( )�  обозначим подпространство 
почти периодических функций из F( )�  (почти-
периодических по определению 5, где T S= ).

Таким образом, APCb  в точности совпадает 
с подпространством непрерывных почти перио-
дических функций Бора. Если F( ) ( )� �= ,Lp  
p Œ , •[ ),1  то APF( ) { }.� = 0  Для F( ) ( )� �= Sp  
получаем, что AP APSpF( ) ( )� �=  — простран-

К. А. Синтяева
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ство Степанова почти периодических функций 
[6, 2].

Если x APŒ F( ),�  то согласно определению 
ей можно сопоставить ряд Фурье вида

 x x
n

n∼
=

•

Â ,
1

 

где S t x e xn
t

n
n( ) = ,l  ln Œ ,�  n ≥ .1  Из этих ра-

венств следует, что почти всюду имеют место 
соотношения 
 x s t e x s s tn

i t
n

n( ) ( )+ = , , Œ .l  �  
Тогда для функции y s e x sn

i s
n

n( ) ( )= ,- l  s Œ ,�  
будут почти всюду (по s Œ � ) выполнятся ра-
венства (выбирается представитель класса) 
 y s t y s tn n( ) ( )+ = , Œ . �  

Следовательно, y sn n( ) = Œ ,a �  n ≥ ,1  для 
почти всех s Œ �.  Таким образом,
 x s e s nn n

i sn( ) .= , Œ , ≥a l   � 1  
В итоге, ряд Фурье любой почти периоди-

ческой функции x APŒ F( )�  пердставим в 
виде
 x t e t

n
n

i tn( ) ∼ �
≥

Â , Œ .
1

a l   

О п р е д е л е н и е  8 .  М н о ж е с т в о 
s s l l( ) ( ) { ( ) }x x T x= , = Œ : π� � 0  назовем спек-
тром Бора вектора x . 

Лемма 6.  Пусть x APXŒ ,  тогда 
L( ) ( ).x x= s

Рассматривается двусторонняя последова-
тельность вещественных чисел ( ),lk  k Œ�  со 
свойствами

1. l l lk k k= - , ≥ , = ;-   1 00

2. lim
k kÆ•

= •.l

Пусть L k= { },l  k Œ�.  Положим 
 NL

k

( )l
l l

= .
£

Â1

Рассмотрим подпространство почти перио-
дических векторов из X  — APX , которое 
дальше будем обозначать XAP . Ряд Фурье 
вектора x XAPŒ  имеет вид 

 x x
k

k∼
=-•

•

Â ,  (4)

где T t x e xk
i t

k
k( ) = ,l  k Œ�.

Обозначим через a  и b  ( )a b<  произвольные 
положительные числа. Рассмотрим функцию 

 ja b t

t a

b a
b t a t b

t b

, =

, £ ,

-
- , < <

, ≥ .

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

( ) ( )

1
1

0

 

преобразование Фурье которой имеет вид 

 j y
pa b a b

b a b a

u u
u u

b a u, ,

- +

= =
-

( ) ( )
sin sin

( )
.� 2 2 2

2  (5)

Лемма 7. [6]

 
�
Ú , £ + +

-
.y

p pa b u du
b a
b a

( ) ln
4 2

 

Рассмотрим почти периодический вектор 

 y ya b a bx t T t xdt, ,* = - .Ú
�

( ) ( )  (6)

По лемме 5 его ряд Фурье имеет вид 

 y j la b
n

a b n nx x,
≥

,* .Â∼
1

( )  

Теорема 3. Пусть b Æ • , a  остается 
меньше b , причем так, что отношение a

b  
остается меньше фиксированного числа q < 1
. Тогда для каждого x XcŒ  

 lim .
b a ba

b

x x
Æ• < < , * =

q
y

1
 

Доказательство. В силу формулы обра-
щения Фурье 

 j ya b a b
itut u e du, ,= .Ú( ) ( )

�

 

Полагая в этом равенстве t = 0  и замечая, 
что ja b, =( )0 1 , мы получим 

 
�
Ú , = .y a b u du( ) 1  (7)

Из (7) для любого вектора x XcŒ  следует, 
что 

 
�
Ú , = .y a b u xdu x( )  (8)

Вычитая равенство (8) из равенства (6), при-
ходим к равенству 

 y ya b a bx x T u x x u du, ,* - = - - .Ú
�

( ( ) ) ( )  

Из формулы (5) следует представление: 

 
y

p

a b

b a b a

x x

T u x x
u u

b a u
du

,

- +

* - =

= - -
-

.Ú
1 2 2 2

2
�

( ( ) )
sin sin

( )
 

Сделаем замену переменных v ub a= -
2  

 
y

p

a b

b a
b a

x x

T
v

b a
x x

v v
v

dv

,

+
-

* - =

= -
-

- .Ú
1 2

2
�

( ( ) )
sin sin  (9)

Обозначим через N  произвольное положитель-
ное число. Тогда 

Гармонический анализ почти периодических векторов
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y

p

p

a b

b a
b a

N

x x

T
v

b a
x x

v v
v

dv

,

+
-

-•

-

* - £

£ -
-

- ¥

¥ | | =

=

Ú

Ú

1 2

1

2

�

( )

sin sin

[ ++ + = + + .
-

•

Ú Ú
N

N

N

I I I] [ ]
1

1 2 3p

 

Обозначим через e > 0  произвольное число. Из 
оценок 

 I x
dv
v

x
N

I
x
N

N

1 2 3
4 4 4

£ = , £
-•

-

Úp p p
  

следует, что при произвольных a  и b  и доста-
точно большом N  

 I I1 3 2
+ < .e

 

Оценим I2 . Так как по условию a
b < < ,q 1  

т о  a b< ,q  b a b b b- > - = - Æ •q q( )1  при 
b Æ • . 

Пусть h > 0  — произвольное число. Из 
условия x XcŒ  следует, что при фиксирован-
ном N  можно выбрать b a-  столь большое, 
чтобы выполнялось неравенство 

 T
v

b a
x x N N( )-

-
- £ , - £ £ .2 h h  

Поэтому, используя лемму 7, получаем 

 

I T
v

b a
x x

v v
v

dv

v

N

N

b a
b a

b

2

2

1 2£ -
-

- ¥

¥ | | £

£

-
+
-

+

Ú

Ú

p

h
p
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sin sin

sin sin

�

aa
b a v

v
dv

b a
b a

- | £ + +
-
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Так как a
b < <q 1, то 

 
b a
b a

a
b
a
b

+
-

=
+
-

<
-

< •.
1
1

2
1 q

 

Следовательно, ln b a
b a

+
-  — величина ограни-

ченная и, значит, I2 2< e  при достаточно малом 
h . Итак, 

 y ea b x x, * - < .  
Теорема доказана. 
Для исследования сходимости ряда Фурье 

вектора x  введем в рассмотрение следующие 
числовые характеристики. Первой характерис-
тикой является 
 w d

d
( ) sup ( ), = - ,

| |£
x T t x x

t
 

которая называется модулем непрерывности 
вектора x . 

Отметим, что если X Cb= ( )�  и T S= , то 
w d( ),x  обычный модуль непрерывности фун-
кции x CbŒ ( )� . Если X Sp= ( )� , то модуль 
непрерывности имеет вид 
 w d

d
( ) sup ( ), = - .

| |£
x S t x x

t
 

Второй характеристикой является наилуч-
шее приближение 
 E x x y

y X
( ) inf

([ ])
l

l l
, = - .

Œ - ,
 

Будем говорить, что вектор x XcŒ  удов-
летворяет условию Липшица порядка a < 1  
(Гёлдера), если для него верно неравенство 
 T h x x C h h( ) - £ | | , Œ ,a  �  
где C  от h  не зависит. 

Определение 9. Пусть x XAPŒ  и его ряд 
Фурье имеет вид 

 x x
k

k∼
=-•

•

Â ,  

где T t x e xk
i t

k
k( ) = ,l  k Œ� . Ряд Фурье вектора 

x  называется лакунарным рядом Фурье, если 
существует не зависящее от числа n  число 
q < 1  такое, что 

 
l

l
qn

n

n
+

< , = , ,
1

1 2 ...  

Далее обозначим функцию y yl ln n n, +
=

1
. 

Рассмотрим оператор P X Xn AP AP: Æ  
 P x xn n= * ,y  
где x XAPŒ ,  n Œ�.

Лемма 8. Пусть L( )X = Ds ∪ , где s  — 
компактное множество, D  — замкнутое и 
s ∩ D = Δ . Пусть f LŒ 1( )�  такова, что f� = 1  
в окрестности s  и f� = 0  в окрестности D . 
Тогда формула 
 P x f xs = *  (10)
определяет проектор P EndXs Œ , который 
разлагает пространство X  в прямую сумму 
 X X X= ≈ D ,( ) ( )s  
где X x X x( ) { ( ) }s s= Œ : ÃL , X x X( ) {D = Œ :  

x( ) }: Ã DL  — спектральные подмодули. 
Лемма 9. Если s = ,[ ]a b  и D , = Δ∩ [ ]a b , 

L( )X = Ds ∪ ,то проектор Ps  определяется 
формулой 
 P x x x Xa bs y= * , Œ .,  

Лемма 10. Пусть y XAPŒ . Тогда 

 lim ( )
a

a
l

aÆ•

-Ú - = ,1
0

0

T t ye dti t  
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где L( ) [ ]y Ã - ,l l0 0  и | |>l l0 . 
Теорема 4. Пусть 0 < <l m . Тогда для 

любого x XAPŒ , выполняется неравенство. 

 
x x E x

N N ln

k

k

l l

- £ , + +

+ - + +
-

.

| |<
Â
l l

l
p

m l
p

m l
m l

( ){

[ ( ) ( )] }

1
4

2
2

 

Доказательство. Пусть a = = +
+l m l e

m e
� ( )2

2 , 
b = m . Тогда из леммы 7 следует, что 

 
-•
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,Ú | | £ + +
-

.y
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Используя представление ряда Фурье вектора 
y a b x, * , получаем 
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•

,

| |< £| |£ £| |£
,

Ú
Â Â Â

- =

= + +

T u x u du

x x

a b

k k a b
k k k

( ) ( )

ˆ ˆ

y

j
l l l l l l l m

(( )lk kx .
 (11)

По определению наилучшего приближения, 
для любого e > 0  существует вектор y̆  такой, 
что 
 x y E x- £ , + .ˆ ( )l e  (12)
Тогда имеют место оценки 
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•

,
-•

•

,Ú Ú- - - £

£ + +
-

T u x u du T u y u du
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( ) ( ) ( )ˆ ( )

(

ˆ ˆy y

p p
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))( ( ) )E xl e, + .

 

По лемме 9 
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Из равенства (11) получаем 
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По лемме 10 

 x T t x y e dtk
i tk= - - .
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a

a
l

a
1
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Если l lk < , учитывая равенство (12), полу-
чим 
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Теорема доказана. 
Лемма 11. Пусть x XAPŒ . Тогда верно 

равенство 
 lim ( )

l
l

Æ•
, = .E x 0  (14)

Теорема 5. Ряд Фурье вектора x XAPŒ  
сходится, если существует числовая последо-
вательность { }mn , n ≥ 1 , удовлетворяющая 
условиям: 
 m ln n n n> , > ;0  (15)

 lim ( )[ ( ) ( )]
n n L n L nE x N N

Æ•
, - = ;l m l 0  (16)

 lim ( )
n n

n n

n n

E x ln
Æ•

, +
-

= .l m l
m l

0  (17)

Доказательство. По лемме 11 верно ра-
венство 
 lim ( )

l
l

Æ•
, = ,E x 0

следовательно, в силу условий (16) и (17), име-

ет место равенство lim
n kx x

k n
Æ•

| |<

- =Â
l l

0 , следо-

вательно, ряд Фурье вектора x XAPŒ  сходится. 
Теорема доказана. 

Теорема 6. Ряд Фурье вектора x XAPŒ  
сходится, если 

 lim ( )
n n

n n

n n

E x ln
Æ•

+

+

, +
-

= .l l l
l l

1

1

0  (18)

Доказательство. Пусть m ln n= +1 , тогда в 
силу (14) и (18), выполняются условия преды-
дущей теоремы, значит ряд Фурье сходится. 
Теорема доказана. 

Следствие 1. Ряд Фурье вектора x XAPŒ  
сходится, если 

 lim ( )
n

n

n n

n n

x ln
Æ•

+

+

, +
-

= .w
l

l l
l l

1
01

1

 (19)

Доказательство. Из (19) следует (18), так 
как E x xn n

( ) ( ).l pw l, £ ,2 1

Следствие 2. Ряд Фурье вектора x XAPŒ  
сходится, если x  удовлетворяет условию 
Липшица порядка a £ 1 , и если 

 lim
n n

n n

n n

ln
Æ•

- +

+

+
-

= .l l l
l l

a 1

1

0  (20)

Доказательство. Если x  удовлетворяет 
условию Липшица порядка a £ 1 ,  то 
w ll

a( )1
1n

x C n, £ - , и из (20) следует (19). 
Следствие 3. Если x Cb APŒ ( )�  удовлет-

воряет условию Липшица порядка a < 1  и 
если 

 lim
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n n

n n

ln
Æ•

- +

+

+
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= ,l l l
l l
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0  
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то 
 x t e

n
k n

n

k
i tn( ) lim= .

Æ•
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Âa l  

Следствие 4. Если x Sp APŒ ( )�  удовлет-
воряет условию Липшица порядка a < 1  и 
если 

 lim
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то 
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k
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