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Аннотация. Получены условия разрешимости слабо нелинейных параболических уравнений 
в пространстве ограниченных функций. 
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Abstract. The solvability condition weak nonlinear parabolic equation in space of bounded func-
tions are obtained. 
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В работе [1] получены условия существова-
ния, устойчивости, а также оценки ограниченных 
решений нелинейных дифференциальных урав-
нений в конечномерном пространстве. В данной 
статье получены соответствующие результаты 
для слабо нелинейных дифференциальных урав-
нений в гильбертовом пространстве с неограни-
ченными операторными коэффициентами. 

Пусть X  — комплексное гильбертово про-
странство и EndX  — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в 
X . Рассмотрим сильно непрерывное семейство 
эволюционных операторов U X: EndD Æ , где 
D = , Œ ¥ : ≥{( ) }t s t s� � , т.е. выполнены усло-
вия: 

1) U( )t t I, =  - тождественный оператор для 
любого t Œ � ; 

2) U U U( ) ( ) ( )t s s t, , = ,t t , t £ £s t ; s t, , Œt � ; 
3) отображение ( ) ( )t s t s x X, , : Æ
 U D  не-

прерывно для любого x XŒ ; 
4) конечна величина 

 K t s
t s

= , ≥ .
£ - £
sup ( )

0 1
1U  (1)

Эволюционные семейства операторов естес-
твенным образом появляются в связи с пред-
ставлением решений при t s≥  абстрактной 
задачи Коши x s x D A s( ) ( ( ))= Œ0  для дифферен-
циального уравнения 

 
dx
dt

A t x t t s= , Œ , ≥ ,( ) �  (2)

где A t D A t X X( ) ( ( )): Ã Æ , t Œ � , — семейство 
линейных замкнутых операторов, действую-
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щих в X . Символом L L Xp p= ,( )� , p Œ , •[ ]1  
обозначим банахово пространство (классов 
эквивалентности) измеримых по Бохнеру и 
суммируемых со степенью p Œ , •[ ]1  (сущест-
венно ограниченных при p = • ) функций, 
определенных на множестве вещественных 
чисел R  со значениями в пространстве X  и 
с  н о р м о й  x x t dtp

p p= Ú /( ( ) ) ,
�

1  p Œ , •[ )1 , 

x vrai x t
t

•
Œ

= sup ( )
�

. Через C C Xb b= ,( )�  обоз-

начим банахово пространство непрерывных и 
ограниченных на �  функций со значениями в 
X . Таким образом, C Lb Ã • . Пусть A — инфи-
нитезимальный оператор сильно не прерывной 
полугруппы операторов { ( ) }T t t; ≥ 0 . Тогда 
семейство эволюционных операторов имеет вид 
U( ) ( )t s T t s, = - ,  s t£ ,  s t, Œ � .  Символ 
F F= ,( )� X  используется для обозначения 
одного из введенных в рассмотрение про-
странств. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 � �x t Ax t f t x t( ) ( ) ( )= + , , Œ ,  (3)

где f X X: ¥ Æ�  — функция, удовлетворя-
ющая условию Липшица по второй переменной, 
то есть выполнено f t x f t y l x y( ) ( ), - , £ - , 
l > 0 , x F XŒ ,( )�  

Построим линейный оператор L L0 0: ÃD( )  
F F FÃ Æ = ,X( )� , который определяется на 

любом рассматриваемом пространстве F  сле-
дующим образом. Функция x Œ F  относится к 
области определения D( )L0  оператора L0 , если 
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существует функция f Œ F  такая, что для 
почти всех s t£  из �  верны равенства 

x t t s x s t f d s t t
s

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= , - , , £ , Œ .ÚU U t t t �  (4)

Следует отметить, что эти равенства следует 
понимать на представителях класса, если 
F = Lp . Из (4) следует, что функция x  почти 
всюду совпадает с непрерывной функцией и 
функция f  единственна. Далее полагается 
L0x f= . При этом функцию x  будем считать 
непрерывной. Отметим, что оператор L0  замк-
нут. 

Пусть выполнены условия 

 s l
l

( ) sup ( )A i M i A∩ � �
�

= Δ, = , < •.
Œ

0  (5)

Назовем x0  — обобщенным решением уравне-
ния (3), если 
 L0 0x g= ,  (6)
где g t f t x t( ) ( ( ))= , 0 , t Œ � , а L0 = -d

dt A  — диф-
ференциальный оператор, действующий из 
D p p( )L F F0 Ã Æ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )L F0
1-

-•

•

= - , Œ , Œ , ,Úf t G t s f s ds t f X� �  (7)

где G u( )  — фунция Грина. 
Уравнение (6) разрешимо в пространстве 

L2( )�,X  если выполнены условия (5) (см [2]). 
Лемма. Любое обобщенное решение нели-

нейного уравнения в пространстве F  пред-
ставимо в виде 

 x t G t s f s x s ds( ) ( ) ( ( ))= - , .
-•

•

Ú  (8)

Доказательство следует из результатов 
статьи [2]. 

Обозначим через J  нелинейный интеграль-
ный опрератор, определенный правой частью 
формулы (8). Очевидно, что J  является су-
перпозицией операторов 
 J L= ,-

0
1F

где F  — нелинейный оператор, определенный 
формулой Fx t f t x t( ) ( ( ))= , , действующий из X  
в X . 

В этом случае имеет место неравенство 
 J J Lx y l x y- £ - ,• •æ( )0

где æ( ) ( ( ( ( ))))L0
2 2

01 8 1 2= + + + +K K K K M , 
а l  — константа из условия Липшица. Значит 
при выполнении условия læ( )L0 1<  оператор 
J  является сжатием, что и обеспечивает су-
ществование и единственность решения урав-

нения x x= J , а значит существование и един-
ственность решения уравнения (3), при пред-
положении, что функция f  равномерно непре-
рывна по первому аргументу (см. [3]). 

При этом имеет место оценка 

 x Fx Fx f
•

-

•

-
• •

= £ £L L L0
1

0
1

0æ( ) .

Итак доказана 
Теорема. Пусть оператор A  таков, что 

выполнены условия (5), функция f t x( ),  удов-
летворяет условию Липшица по второй пере-
менной и равномерно непрерывна по первой 
переменной. Пусть также выполнено условие 
læ( )L0 1< . Тогда нелинейное дифференциальное 
уравнение (3) имеет единственное решение в 
пространстве L• ,( )� X  или C Xb( )�, , которое 
допускает оценку x f• •£ æ( )L0 . 

Приведем пример использования доказан-
ной теоремы. 

Пусть W  — есть некоторая область из �3 . 
Обозначим через D0

•( )W  множество бесконеч-
но дифференцируемых функций, действую-
щих из W  в C  и обращающихся в нуль на 
границе ∂( )W . Рассмотрим линейный оператор 
D W W0 0: Æ• •D D( ) ( ) , определённый форму-
лой 

 D0

2

2

2

2

2

2= ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

,
x y z

где D D• •= ( )W  — пространство бесконечно 
дифференцируемых функций, действующих из 
из W  в C . 

Графиком этого оператора является мно-
жество 
 G D= , Œ ¥ : = .• •{( ) }u v D u vD0 0

Рассмотрим замыкание G  по норме про-
странства L L2 2( ) ( )W W¥ . Подпространство G  
является графиком оператора, который мы 
обозначим D . Область определения D  обоз-
начим D( )D . Теперь на подпространстве D( )D  
рассмотрим оператор, определенный форму-
лой A i q= +� , где q CbŒ ( )G  функция, опреде-
ленная формулой ( )( ) ( ) ( )qy u q u y u= , u Œ W  , 
y LŒ 2( )W , такая что Re q( ) £ w , w < 0 . Опера-
тор Bu uq q= +( )

2 , u LŒ 2( )W  будет расширением 
оператора A A+ *

2 , что следует из равенств: 

 
A A

u
q q

u
+ = + .

*

2 2
( )

Значит, Re( , ) ( , )( , ) ( , )Au u u uAu u u Au A A= = =+ + *

2 2  
( )( , ) ( , )u u u uq q= £+

2 w , u D D AŒ =( ) ( )D . Отсюда 

Об одном условии разрешимости слабо нелинейных параболических уравнений в пространстве...
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следует, что числовая область оператора A  
лежит в полуплоскости Cw l l w= Œ £{ : Re }� . 

Аналогично Re( , ) ( , )A u u u u* £ w . Значит 
область значений оператора A  совпадает со 
всем пространством L2( )W . Воспользовавшись 
теоремой 3.2 из [4], получаем, что дополнение 
к множеству Cw  cодержится в r( )A  — резоль-
вентном множестве оператора A . К тому же 
имеет место оценка sup ( )

l
wl

Œ
, £

�
R A 1 . Значит, 

определена сильно непрерывная сжимающая 
полугруппа операторов T L: End ( )� + Æ 2 W . 
Поскольку оператор A  от t  не зависит, то 
соответствующее эволюционное семейство опе-
раторов имеет вид: 
 U( ) ( )t s T t s, = - .

Таким образом, 
 K t s e

t s
= £

£ - £
sup ( , ) .

0 1
U w

Значит, выбрав в качестве функции f  фун-
кцию, удовлетворяющую условиям теоремы, 
можно исследовать дифференциальное урав-
нение 

 
du
dt

Au t q x u t x f t u t x

t x D A

- - =

Œ Œ

( ) ( ) ( , ) ( , ( , )),

, ( ).�
 (9)

Уравнение (9) разрешимо в пространстве 
L•  и имеют место оценки 

 x e e e e f• •£ + + + +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

.w w w w

w
2 21 8 1 2

1
( )
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