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Аннотация. В обзоре обсуждается задача полного описания класса однородных многообра-
зий, обозначенного в заглавии. Излагается суть основного подхода, связанного с использова-
нием канонических уравнений изучаемых многообразий. Описываются вспомогательные идеи 
и конструкции, позволяющие (в обозримой перспективе) получить полное решение изучаемой 
задачи. Приведено большое количество результатов, полученных в последние 10 лет и со-
ставляющих ядро ожидаемого решения. 
Ключевые слова: комплексное пространство, аффинное преобразование, однородное под-
многообразие, векторное поле, алгебра Ли, каноническое уравнение. 

Abstract. The problem of complete description for the class of homogeneous manifolds signed in 
the title is considered in the survey. The essence of the main approach is stated that is connected 
with the using of the canonical equations of the manifolds under study. Auxiliary ideas and 
constructions are described that allow (in visible perspective) to get the full solution of the problem 
under investigation. The lot of results are cited that were obtained in the last 10 years and will 
constitute the core of the expected solution. 
Keywords: complex space, affi  ne transformation, homogeneous submanifold, vector fi eld, Lie 
algebra, canonical equation. 

ВВЕДЕНИЕ 
В статье обсуждается задача описания од-

ного класса однородных многообразий.  
Отметим, что сходные по сути задачи ста-

вились и решались математиками уже в конце 
XIX — начале XX веков. Например, описание 
аффинно-однородных кривых на плоскости 
было получено школой Бляшке [1]. Однородные 
относительно различных подгрупп аффинной 
группы поверхности 3-мерного вещественного 
пространства были описаны в середине 20-го 
века, и тогда же эти описания были включены 
в учебники по дифференциальной геометрии. 
Например, в книге [2] приведен «полный» спи-
сок эквиаффинно однородных поверхностей 
пространства �3 . 

Задачи, связанные с однородностью, изу-
чались также в развивающемся параллельно 
с геометрией многомерном комплексном ана-
лизе. Так, в 1932 г. Э. Картан построил в [3] 
полный список вещественных гиперповерхнос-
тей 2-мерных комплексных пространств, од-
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нородных относительно голоморфных преоб-
разований. Отметим, что в голоморфной 
геометрии в отличие от аффинного случая 
понятие однородности оказывается существен-
но более локализованым и связанным не с 
группой глобально определенных преобразо-
ваний, а лишь с псевдогруппой [4] локально 
определенных голоморфных отображений. 
Впрочем, сужение задачи за счет требования 
компактности изучаемых многообразий и со-
ответствующих групп голоморфных преобра-
зований позволяет и здесь получать глобаль-
но-классификационные результаты (см., на-
пример [5]). 

Близость задач об аффинной и голоморф-
ной однородности связана с тем, что в рамках 
боле сложной, голоморфной, задачи естествен-
но выделяется класс аффинно-однородных 
многообразий, которые, разумеется, являются 
однородными и в голоморфном смысле. Одна-
ко возобновление исследований этого класса 
поверхностей по существу было начато лишь 
недавно, в связи с возрождением в конце ХХ ве-
ка интереса к тематике однородности вложен-
ных подмногообразий. 
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В первую очередь этот интерес проявился в 
публикации большого числа работ по диффе-
ренциальной геометрии, посвященных однород-
ности в «простейших» ее проявлениях и связан-
ному с ней изучению различных инвариантных 
структур на вложенных многообразиях. 

В этой связи можно назвать в первую оче-
редь статьи об аффинной однородности и (не-
сколько шире) книги по аффинной дифферен-
циальной геометрии таких известных геометров, 
как А. П. Широков и П. А. Широков [6], Но-
мидзу и Сасаки [7], [8], Б. Опозда [9], У. Саймон 
[10], представителей бельгийской дифференци-
ально-геометрической школы [11], [12]. 

С появлением этих работ выяснилось, что 
«простые» задачи и их «известные» решения 
нуждаются в переосмыслении и проверке. Так, 
приведенный в [2] список поверхностей вещес-
твенного пространства �3 , однородных отно-
сительно эквиаффинных преобразований, 
оказался [7] неполным. Однако поток публика-
ций этого времени, связанный прямо или кос-
венно с задачей построения полных списков 
аффинно однородных поверхностей 3-мерного 
вещественного пространства и написанных с 
позиций дифференциальной геометрии, эту 
задачу так и не решил. 

Наряду с развитием аффинного направле-
ния в однородной тематике тогда же, в конце 
XX века, появлялись работы иного звучания. 
Так, алгебраическими (а не геометрическими!) 
средствами в работе [13] было получено полное 
описание аффинно однородных поверхностей 
3-мерного вещественного пространства. Бази-
руется решение этой задачи на описании всех 
матричных алгебр Ли, состоящих из вещест-
венных квадратных матриц 3-го порядка. 
Опубликованы работы [14], [15] о проективной 
однородности вложенных подмногообразий. В 
интересной статье топологов Щепина, Скопен-
кова и Реповша [16] установлена гладкость 
подмногообразий �n , обладающих изначально 
лишь «слабой» формой однородности. 

Тогда же автором настоящего обзора был 
предложен общий аналитический подход к 
изучению однородности гладких вложенных 
подмногообразий. Этот подход связан с кано-
ническими (относительно заданного класса 
преобразований) уравнениями изучаемых объ-
ектов. Как показывают результаты, обсужда-
емые ниже, он оказывается достаточно эффек-
тивным при изучении по общей схеме как 

аффинной, так и голоморфной однородности. 
Особенностью его применения в различных 
ситуациях является необходимость весьма 
кропотливой подготовительной проработки 
деталей. Однако, в целом этот подход оказы-
вается полезным при изучении однородности 
относительно других классов преобразований 
и в других размерностях. 

Настоящий обзор посвящен обсуждению 
результатов, полученных прежде всего этим 
методом в задаче, вынесенной в заголовок ста-
тьи. Подчеркивая главную роль подхода, свя-
занного с использованием канонических урав-
нений, мы начинаем статью с введения кано-
нических уравнений для вещественных гипер-
поверхностей 3-мерного комплексного про-
странства. Далее обсуждается понятие аффин-
ной однородности применительно к веществен-
ным и комплексным пространствам и следует 
собственно описание результатов. 

Заметим, что это описание тесно связано с 
обсуждением свойств алгебр Ли, соответству-
ющих однородным поверхностям. Естествен-
ность использования техники алгебр Ли в за-
дачах об однородности в настоящее время не 
вызывает никаких сомнений. Однако понятно, 
что с ростом размерности n  изучение вещест-
венных матричных подалгебр Ли алгебр 
M n( ), �  и M n( ), �  сильно усложняется. Поэ-
тому нужны дополнительные идеи для решения 
поставленной задачи, например, в духе рабо-
ты [13]. 

В настоящее время одним из самых эффек-
тивных инструментов в обсуждаемом круге 
вопросов является именно техника каноничес-
ких уравнений (нормальных форм) изучаемых 
поверхностей. Приложение этой техники к 
описанию алгебр Ли (не всех вообще, а удов-
летворяющих необходимым условиям изучае-
мой задачи) позволяет существенно продви-
нуться в построении классификации однород-
ных многообразий. 

В то же время отметим, что обсуждаемый 
случай 5-мерных вещественных гиперповерх-
ностей, является, по-видимому, «граничным» 
между задачами об однородности, имеющими 
просто устроенные полные множества решений 
и аналогичными по формулировкам задачами, 
множества решений для которых практически 
необозримы. Такое положение изучаемой за-
дачи не позволило пока получить ее полного 
решения. Однако, по мнению автора, в обзоре 
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представлено достаточно полное описание всех 
возможных ситуаций с однородностью в рас-
сматриваемом случае и методы получения 
окончательных решений в этих ситуациях. 

Например, везде ниже обсуждаются только 
5-мерные группы Ли (и алгебры Ли), связанные 
с изучаемыми однородными гиперповерхнос-
тями. Такая размерность не является единс-
твенно возможной в обсуждаемой задаче, как 
это следует, например, из работы [17]. В то же 
время увеличение размерности группы связано 
с нарушением так называемой общности поло-
жения поверхности. Один из случаев такого 
нарушения достаточно подробно описан в той 
же работе [17], а в обзоре акцент сделан на 
изучении других, более обширных случаев од-
нородности, связанных в первую очередь с 
поверхностями общего положения. 

Помимо обсуждения основной задачи в 
настоящей работе рассмотрены некоторые бо-
лее простые модели, имеющие естественные 
связи с главной темой обзора, а также фраг-
мент задачи о голоморфной однородности для 
случая вещественных гиперповерхностей 3-
мерных комплексных пространств. 

§ 1. АФФИННЫЕ КАНОНИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ 
Пусть в комплексном пространстве �3  за-

дана вещественно-аналитическая гиперповер-
хность M  и выделена некоторая неособая 
точка на ней. За счет сдвига можно считать 
эту точку совпадающей с началом координат 
пространства�3 . Уравнение M  можно разре-
шить в этой точке относительно одной из ве-
щественных переменных и записать его с ис-
пользованием степенных рядов в форме 
 v F z z u F z z uklm

m

k l m

= , , = , .
, , ≥
Â( ) ( )

0

 (1.1)

Здесь z z z w= , ,( )1 2  — координаты в простран-
стве�3 , u w= Re , v w= Im , Fklm  — однородный 
многочлен суммарной степени k  по z  и l  по
z . 

Отметим, что степенные ряды в традици-
онном «равновесном» виде для дальнейшего 
изложения менее удобны и естественны, чем 
предложенные в [18] весовые разложения ана-
литических функций. Будем считать, что пе-
ременные z z z z1 2 1 2, , ,  имеют вес 1, а переменной 
u  припишем вес 2. Веса отдельных мономов, 
построенных из переменныхz z z z u1 2 1 2, , , , , будем 

определять по естественному принципу сложе-
ния весов. Например, вес монома z u1  равен 3. 

Выделяя в степенном разложении функции 
F z z u( ), ,  однородные весовые компоненты, 
перепишем уравнение (1.1) в виде 
  v F z z u F F z z u F z z u= , , = + , , + , , ...( ) ( ) ( )0 1 2  (1.2)

Напомним, впрочем, что сдвигом осей ко-
ординат мы уже добились равенства F0 0∫ , а 
поворотом осей в уравнении (1.2) уничтожают-
ся весовая компонента F z z u1( ), ,  и линейное по 
переменной u  слагаемое изF2 . 

Следовательно, уравнение поверхности M  
можно привести аффинным преобразованием 
к виду 

 v H z z Q z Q z F z z uk
k

= , + + + , , ,
≥
Â( ) ( ) ( ) ( )

3

 (1.3)

где H z z( ),  — эрмитова, Q z( ) — квадратичная 
формы, F z z uk( ), ,  — компонента однородности 
весаk . 

Отметим, что простейшие преобразования 
уравнений, подобные описанным выше, часто 
используются в математике. Например, для 
вещественных гиперповерхностей пространства 
�3  аналогичные приведения к «предваритель-
ному каноническому виду» описаны в [6]. 

Наша ближайшая задача — провести даль-
нейшие упрощения уравнения (1.3) за счет 
аффинных преобразований. Здесь, однако, 
общие обсуждения разделяются на случаи, 
связанные со свойствами эрмитовой формы 
H z z( ),  из (1.3). 

Естественно выделить здесь 3 случая: 
а) H положительно (или отрицательно) 

определена, 
б) H  — знаконеопределенная невырожден-

ная форма, 
в) H  — вырожденная эрмитова форма. 
Первый из этих случаев в многомерном 

комплексном анализе соответствует так назы-
ваемым строго псевдо-выпуклым (СПВ) вещес-
твенным гиперповерхностям; в последнем 
случае изучаемую гиперповерхность называют 
вырожденной в смысле Леви; гиперповерхнос-
ти, у которых форма H  является знаконеоп-
ределенной (п.б), будем называть в дальнейшем 
индефинитными поверхностями. 

Напомним, что условия а) — в) инвариан-
тны относительно голоморфных (и, в частнос-
ти, аффинных) преобразований. 

Свойство однородности в голоморфном 
смысле для вырожденных вещественных ги-
перповерхностей 3-мерных комплексных про-

Аффинно-однородные вещественные гиперповерхности 3-мерного комплексного пространства
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странств полностью изучено в недавней боль-
шой работе [19]. В частности, все такие повер-
хности оказываются сводимыми голоморфны-
ми преобразованиями либо к произведениям 
картановых однородных 3-мерных гиперповер-
хностей [3] на комплексную плоскость� , либо 
к аффинно-однородным (вырожденным) ги-
перповерхностям пространства�3 . 

Тем самым, в части вырожденных поверх-
ностей обсуждаемая нами задача классифика-
ции не представляет интереса, и случай в) мы 
в дальнейшем обсуждать не будем. 

В случае а) имеет место следующее утверж-
дение [17]. 

ТЕОРЕМА 1. Уравнение вещественно-
аналитической гиперповерхности M  про-
странства�3 , строго псевдо-выпуклой в неко-
торой своей точке, можно привести аффин-
ными преобразованиями к виду 

 
v z z z z

z z F z z uk
k

= + + + +

+ + + , , .
≥
Â

( ) ( )

( ) ( )

1
2

2
2

1 1
2

2 2
2

1 1
2

2 2
2

3

e e

e e
 (1.4)

При этом пара ( )e e1 2,  вещественных неотри-
цательных чисел является аффинным инва-
риантом поверхности M . 

Приведение к каноническому виду отде-
льной эрмитовой (положительно определенной) 
формы, присутствующее в теореме 1, представ-
ляет собой несложное упражнение из курса 
линейной алгебры. Основу приведенной теоре-
мы составляет одновременное приведение к 
(какому-либо) каноническому виду пары форм, 
одна из которых является эрмитовой, а дру-
гая — квадратичной формой от двух комплек-
сных переменных. 

Задача о таком приведении изучалась в 
работе [20]. Однако, в ней приоритетной явля-
лась квадратичная форма, тогда как с точки 
зрения комплексной многомерной геометрии 
более важной естественно считать именно эр-
митову форму. 

Случай б) индефинитных вещественных 
гиперповерхностей оказывается более интерес-
ным. Здесь справедлива полученная недавно в 
[21] теорема. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть M  — веществен-
но-аналитическая индефинитная гиперповер-
хность пространства �3 , заданная уравне-
нием 

v z z Q z Q z F z z uk
k

= - + + + , , .
≥
Â( ) ( ( ) ( )) ( )1

2
2

2

3

 (1.5)

Аффинным преобразованием пространства 
�3 , сохраняющим начало координат и вид 
уравнения (1.5), форму Q z( ) можно привести 
к одному и только одному из следующих ви-
дов: 
 Q z( ) ∫ ;0  (1.6)

 Q z z z( ) = + , ≥ ≥ , + π ;e e e e e e1 1
2

2 2
2

1 2 1
2

2
20 0   (1.7)

Q z z z z( ) ( ),= + >e e1 1 2 0  или Q z z z( ) ( ) ;= +1 2
2  (1.8)

     Q z z z z z( ) ( )= - + , ≥ , > .e e e e1 1
2

2
2

2 1 2 1 20 0  (1.9)
Опишем вкратце отдельные этапы доказа-

тельства более сложной теоремы 2 (теорема 1 
доказывается аналогичным образом). 

Во-первых, здесь мы уже считаем пару 
форм ( )H Q,  из уравнения (1.5) приведенной к 
состоянию, в котором знаконеопределенная 
форма H H z z= ,( ) имеет вид 

 z z1
2

2
2- .  (1.10)

Далее, сохраняя полученный вид эрмитовой 
формы H H z z= ,( ), можно преобразованием 
из группы SU( )1 1,  довести коэффициенты 
квадратичной формы Q z Az Bz z Cz( ) = + +1

2
1 2 2

2  
из пары ( )H Q,  до вещественного состояния. 
Возможность такой трансформации коэффи-
циентов можно проверить непосредственно, но 
выкладки при этом оказываются достаточно 
тяжеловесными. 

Отметим, что авторская идея М. С. Дани-
лова использует вспомогательный переход от 
эрмитовой формы (1.10) к эквивалентной ей 
форме 
 H z z i z z z z1 1 2 1 2( ) ( ), = - .  (1.11)

Такой переход выгоден превращением псев-
до-унитарной группы SU( )1 1,  в «более про-
стую» группу SL R( )2,  вещественных матриц c 
единичным определителем, сохраняющих фор-
му (1.11). Изящными рассуждениями в духе 
книги [22], заменяющими действия линейных 
преобразований на многочлены действиями 
соответствующих дробно-линейных преобразо-
ваний на корни этих многочленов, несложно 
привести форму Q z( ) к требуемому положению 
корней. 

Следующий этап доказательства теоремы 2 
сформулируем в виде леммы. 

ЛЕММА 1. Пусть дана пара форм ( )H QR, , 
где H H z z z z= , = -( ) 1

2
2

2  — эрмитова знако-
неопределенная форма, Q z Az Bz z CzR( ) = + +1

2
1 2 2

2  
— ненулевая квадратичная форма с вещест-
венными коэффициентамиA B C, , . С помощью 
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линейного преобразования, сохраняющегоH , 
форма QR  приводится к одному из видов: 

1) при A C B+ >  
Q z z z�( ) = + , ≥ , ≥ , + π ;e e e e e e1 1

2
2 2

2
1 2 1

2
2
20 0 0  (1.12)

2) при A C B+ =  
 Q z z z z z�( ) ( )( )= + + ,e e1 1 2 2 1 2  (1.13)
где пара ( )e e1 2,  удовлетворяет одному из 4-х 
условий: 

 
a b
c d
) )
) )

e e e e
e e e e

1 2 2 1

1 2 1 2

0 0
0 1

> = , > = ,
= - π , = = ;

 

3) при A C B+ <  
   Q z z z z z�( ) ( )= - + , ≥ , > .e e e e1 1

2
2
2

2 1 2 1 20 0  (1.14)
Эта лемма доказывается за счет примене-

ния к ненулевой форме Q z�( )  гиперболическо-
го поворота 
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j j
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сохраняющего эрмитову форму H  при произ-
вольных j Œ � . В каждом из трех обсуждае-
мых случаев несложно подобрать подходящее 
значение аргумента j , приводящее форму 
Q z�( )  к требуемому виду. 

Завершающим моментом в доказательстве 
теоремы 2 являются незначительные уточне-
ния, связанные, например, с возможностью 
изменить знак у формы Q zR( )  за счет линей-
ного преобразования z z z z z z1 2 2 1 3 3Æ , Æ , Æ -  
трехмерного комплексного пространства. 

Определение 1. Уравнения (1.4) с произволь-
ными неотрицательными e e1 2,  и (1.5) с формой 
Q z( ) одного из типов (1.6)—(1.9) будем назы-
вать аффинными каноническими уравнениями 
строго псевдо-выпуклой или, соответственно, 
индефинитной вещеcтвенной гиперповерхности 
пространства �3 . 

Замечание. Ненулевые квадратичные 
формы, сводимые линейными преобразовани-
ями к типам (1.7)—(1.9) теоремы 2, в связи с 
леммой 1 и введенными в ней типами (1.12)—
(1.14) естественно называть эллиптическими, 
параболическими, и гиперболическими соот-
ветственно. 

§2. АФФИННАЯ ОДНОРОДНОСТЬ 
Опираясь на введенные понятия аффинных 

канонических уравнений нам будет проще об-
судить с разных точек зрения задачу описания 
однородных вещественных гиперповерхностей 

пространства �3 , возможные подходы к ней и 
некоторые классы частных решений. 

Напомним прежде всего некоторые опреде-
ления. 

2.1. ОДНОРОДНОСТЬ ВЛОЖЕННЫХ 
ПОДМНОГООБРАЗИЙ 

Определение 2. Многообразие M  называ-
ется однородным относительно некоторой 
группы (преобразований) G , если эта группа 
транзитивно действует на M , то есть любую 
точку из M  можно перевести в любую другую 
точку обсуждаемого многообразия подходящим 
преобразованием из группы G . 

Отметим, что в литературе встречаются 
различные модификации приведенного опреде-
ления. Например, удобным с технической точ-
ки зрения уточнением является требование, 
чтобы группа G  изначально была группой Ли 
[23]. Другая крайность состоит в том, чтобы, 
наоборот, не требовать столь жесткой структу-
ры, допуская в качестве G  какое-либо семейс-
тво (псевдогруппу) преобразований. Обсужде-
нию различий в таких определениях (а точнее, 
совпадению определений) для случая вещест-
венных подмногообразий комплексных про-
странств повящена интересная работа [24]. 

Ниже мы также внесем некоторые уточне-
ния в начальное определение 2. 

В зависимости от ситуации интерес могут 
представлять: 

а) различные многообразия, однородные 
относительно фиксированной группы, 

б) различные группы, относительно кото-
рых является однородным фиксированное 
многообразие. 

Пример 1. В качестве одного из простей-
ших примеров однородных многообразий мож-
но упомянуть единичную окружность S 1  в 
комплексной плоскости C  с действующей на 
ней транзитивно группой поворотов. 

Заметим, что в этом примере многообразие 
S 1  вложено в объемлющее пространство, а 
именно в � ; при этом поворот на произвольный 
угол j  как элемент группы преобразований 
определен не только на окружности, но и для 
всех точек плоскости. 

Определение 3. Под однородностью вложен-
ного многообразия понимается однородность 
относительно (заданной) группы преобразова-
ний объемлющего пространства. 

Повороты являются аффинными преобра-
зованиями плоскости. По этой причине окруж-

Аффинно-однородные вещественные гиперповерхности 3-мерного комплексного пространства
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ность S 1  из расмотренного примера естествен-
но назвать аффинно-однородной кривой в 
плоскости �2 . 

Замечание. Можно также называть S 1  
многообразием, однородным относительно ли-
нейных (в вещественном или комплексном 
смысле) или ортогональных преобразований 
плоскости. 

Поскольку элементы из фиксированной 
группы G  преобразований пространстваX , 
обладающие свойством сохранения какой-либо 
дополнительной структуры (например, подмно-
гообразияM , вложенного в X ), образуют 
подгруппу вG , естественно конкретизировать 
введенные определения следующим образом. 

Определение 4. Пусть X  — некоторое 
пространство с действующей на нем группой 
преобразований G , M  — вложенное в X  
многообразие. M называется однородным 
относительно G , если в этой группе имеется 
подгруппа H GÃ , действующая транзитивно 
на M . 

В наших дальнейших обсуждениях в качес-
тве объемлющих пространств основными явля-
ются (аффинные) пространства �n  и �n  с 
действующими на них аффинными группами 
преобразований Aff n( ), �  и Aff n( ), �  соответ-
ственно. Основной интересующий нас вопрос 
— описание всех аффинно-однородных (в смыс-
ле определений 2—4) вещественных гиперпо-
верхностей этих пространств. 

Отметим, что до сих пор обсуждаемые од-
нородные многообразия без уточнений пони-
мались как глобальные объекты. Ниже мы 
локализуем наш подход и будем изучать под-
многообразия пространств �n  и �n , локально-
однородные относительно групп Aff n( ), �  и 
Aff n( ), �  соответственно. 

Определение 5. МногообразиеM , вложенное 
в �n  (соответственно, в�n ), будем называть 
локально-однородным (относительно Aff n( ), �  
или Aff n( ), �  соответственно) в некоторой 
своей точке p , если существует некоторая под-
группа Ли в Aff n( ), �  (соответственно в
Aff n( ), � ), действующая на M  транзитивно 
вблизи точки p . 

Такая локализация понятия однородности 
позволяет легко перейти от групп Ли к локаль-
ным группам Ли и, тем самым, к алгебрам Ли, 
связанным с соответствующими группами. 

Ясно, что единственный рассмотренный 
пример (как и всякое «глобально» однородное 

многообразие) является локально однородным 
в каждой своей точке. 

Достаточно легко построить полный (с 
точностью до аффинной эквивалентности) 
список всех плоских кривых, аффинно-одно-
родных в локальном смысле определения 5. 
Например, известно такое утверждение (см. [6], 
а также [25]). 

Предложение 1. Любая плоская аффинно-
однородная кривая аффинно эквивалентна 
вблизи произвольной своей точки какой-либо 
одной из следующего списка аффинно-различ-
ных кривых: 

1) y x ss= - £ < ,( )1 1  (2.1)
2) y x= ,ln  
3) y x x= ,ln  
4) r ea= j  (r  — полярный радиус, j — по-

лярный угол, a ≥ 0 ). 
Можно привести много других форм этого 

утверждения и способов получения подобных 
результатов. Например, в [6] задача описания 
афинно-однородных кривых на плоскости сво-
дится к описанию решений (изучаемых в клас-
сических университетских курсах) автономных 
линейных систем ОДУ вида 

 
x
y

A
x
y

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

¢
=

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
 (2.2)

(с не изменяющимися во времени матрицами 
A ). 

В зависимости от жордановой нормальной 
формы матрицы A  любая интегральная кривая 
системы (2.2) (локально) аффинно-эквивален-
тна одной из кривых списка (2.1). 

С точки зрения канонических уравнений 
ответ в этой же задаче об аффинно-однородных 
кривых в �2  выглядит (см., например, [26], 
[25]) не менее изящно. Все (односторонне вы-
пуклые) аналитические кривые допускают 
локальные аффинные уравнения вида 
 y x x bx b= ± + + ... ≥ .2 4 5 0( )  (2.3)

При этом любая аффинно-однородная кри-
вая однозначно определяется знаком при x 4  и 
значением параметра b  из уравнения (2.3). В 
целом множество всех однородных поверхнос-
тей «выстраивается» в виде двух лучей, соот-
ветствующих изменению b  от нуля до беско-
нечности. 

На одном луче при 0 8 5£ < /b  располага-
ются логарифмические спирали, а степенными 
кривыми y x ss= / < <( )1 2 1  накрыт интервал 
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( )8 5/ , • . Разделяет два этих множества кривая 
y x x= ln . 

На втором луче (отвечающем знаку «ми-
нус» при x 4  в уравнении (2.3)) располагаются 
оставшиеся степенные кривые, между которы-
ми при b = /2 2 5  вклинивается кривая y ex=  
(или y x= ln ). 

Ясно, однако, что с ростом размерности 
описание однородных многообразий сталкива-
ется с гораздо большими трудностями. Наряду 
с упомянутыми геометрическими и аналити-
ческими методами здесь на первый план выхо-
дит техника, связанная с алгебрами Ли. 
2.2. АЛГЕБРЫ ЛИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

Линейные векторные поля в пространстве 
�3 , касательные к аффинно-однородной ве-
щественной гиперповерхности M , образуют 
алгебру Ли. Эту алгебру можно рассматривать 
как совокупность инфинитезимальных преоб-
разований, соответствующих транзитивному 
действию группы Ли G  на обсуждаемом одно-
родном многообразии. 

Каждое линейное векторное поле в �3  име-
ет вид 

 

Z a z a z a z p
z

b z b z b z s
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z
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∂
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 (2.4)

Факт касания таким полем обсуждаемой 
однородной поверхности M  записывается в 
виде основного соотношения 
 Re{ ( )} ,|Z MF = 0  (2.5)
где F F= , , , , ,( )z z z z z z1 1 2 2 3 3  — вещественно-
значная определяющая функция обсуждаемой 
поверхности. 

Алгебру таких линейных полей удобно 
представлять в матричной форме, сопоставляя 
векторному полю (2.4) матрицу 

 Z

a a a p
a a a s
a a a q

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 0

 (2.6)

При этом, как известно, скобке векторных 
полей соответствует скобка (коммутатор) мат-
риц 
 [ ]Z Z Z Z Z Z1 2 1 2 2 1, = - ,  

а размерность алгебры сохраняется. 
Основой для получения значительной части 

излагаемых в этой статье результатов, послу-
жило изучение алгебр Ли, состоящих из матриц 
вида (2.6) и удовлетворяющих основному соот-
ношению (2.5). При этом использование имен-
но канонических уравнений, введенных в §1, 
позволяет получать конструктивные выводы 
как об изучаемых алгебрах, так и о соответс-
твующих этим алгебрам однородных поверх-
ностях. 

Пусть, например, однородная поверхность 
M  задана каноническим уравнением (1.4) или 
(1.5) 
 v F z z F z z uk

k

= +
≥
Â2

3

( , ) ( , , ),  

где F z z H z z Q z Q z2( , ) ( , ) ( ) ( ).= + +
Отделяя в тождестве (2.5) компоненты 

младших весов, получим: 
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q
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Первое из этих ограничений, т.е (2.7), озна-
чает, что коэфициент q  из представления (2.4) 
или (2.6) произвольного векторного поля на M  
является вещественным числом. 

Ясно, что вид соотношения (2.8) зависит от 
свойств невырожденной эрмитовой формыH , 
а в случае ее знаконеопределенности от типа 
квадратичной формы Q z( ) из канонического 
уравнения обсуждаемой поверхности. Более 
детально мы обсудим это соотношение в § 3. 

Более громоздкие компоненты старших 
весов тождества (2.5) мы здесь не выписываем, 
но из них также можно получать конкретную 
информацию о свойстве однородности. 

2.3. ТРУБКИ НАД АФФИННО-
ОДНОРОДНЫМИ ОСНОВАНИЯМИ. 
Большой класс аффинно-однородных ве-

щественных гиперповерхностей в комплексном 
пространстве �n  произвольной размерности n  
составляют так называемые трубчатые гипер-
поверхности (трубки) вида 
 M i n= + ,G �  
с однородными относительно вещественных 
аффинных преобразований основаниями 
G Œ �n . 

При этом, как отмечалось выше, список всех 
аффинно-однородных поверхностей в �3  пос-
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троен в работе [13]. Тем самым, имеется боль-
шое семейство многообразий, заданных доста-
точно простым явным образом и являющихся 
решениями обсуждаемой нами задачи. Отме-
тим, однако, один важный момент, снижающий 
ценность семейства трубок в наших рассмотре-
ниях. 

Как известно (см., например, [27], [25]), 
трубки над двумя различными аффинно-одно-
родными плоскими кривыми y ex=  и y x= 2  
локально голоморфно эквивалентны трехмер-
ной сфере z z1

2
2

2 1+ = , и следовательно, друг 
другу. Аналогичные эфекты имеются и для 
трубок в трехмерном комплексном пространс-
тве. Возможность или отсутствие (комплекс-
ной) аффинной эквивалентности трубок над 
аффинно-различными вещественными поверх-
ностями никем пока не проверялись. 

Это означает, что описание семейства аф-
финно-однородных подмногообразий 3-мерного 
комплексного пространства необходимо вести 
в терминах именно комплексной геометрии 
пространства �3 . Средств более бедной вещес-
твенной геометрии пространства �3  для пост-
роения такого описания, вообще говоря, недо-
статочно. 

Подходящим средством для решения об-
суждаемой в обзоре задачи является именно 
техника канонических уравнений. Например, 
можно показать (по аналогии со случаем голо-
морфно-однородных поверхностей из [28]), что 
всякая аффинно-однородная гиперповерхность 
в �3  однозначно определяется некоторым ко-
нечным («опорным») набором коэффициентов 
своего канонического уравнения. При этом для 
трубки над произвольной строго выпуклой 
поверхностью из пространства �3  оба пара-
метра e e1 2,  из аффинного канонического урав-
нения (1.4) такой поверхности равны1 2/ . Это 
означает, что поверхность с парой инвариантов 
( )e e1 2, , отличной от ( )1 2 1 2/ , / , заведомо отли-
чается (в смысле аффинных преобразований 
пространства �3 ) от любой трубчатой гипер-
поверхности. 

Тем самым, не отменяя необходимости изу-
чения возможных случаев аффинной эквива-
лентности трубок над поверхностями из списка 
[13], понятие канонического уравнения позво-
ляет отделять от них (и друг от друга) другие 
примеры (однородных) гиперповерхностей. Для 
этого достаточно зафиксировать различие в 
парах ( )e e1 2,  для двух изучаемых СПВ-гипер-

поверхностей. Аналогично обстоит дело и для 
индефинитных поверхостей. 

Отметим, впрочем, что двух параметров 
( )e e1 2,  для построения полной классификации 
аффинно-однородных вещественных гиперпо-
верхностей пространства �3  заведомо недоста-
точно. Это следует, например, из результатов 
§4 настоящей статьи, связанных с еще одним 
большим классом подмногообразий пространс-
тва �3 , а именно, с жесткими гиперповерх-
ностями. 

2.4. ЖЕСТКОСТЬ ОДНОРОДНЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Напомним, что гиперповерхность M Ã �3  
называется жесткой, если она является цилин-
дрической в направлении одной из веществен-
ных переменных объемлющего пространства. В 
уравнении такой поверхности отсутствует соот-
ветствующая переменная. На жесткой гиперпо-
верхности M , заданной уравнением v F z z= , ,( )  
имеется касательное к M  векторное поле 

 Z
w

= ∂
∂

.  (2.9)

Сведение каким-либо преобразованием не-
которой гиперповерхности M  к жесткому виду 
означает, что одно из полей, касательных к M , 
«выпрямляется» и превращается в (2.6). При 
этом любое ненулевое голоморфное векторное 
поле 

 
f z z w

z

f z z w
z

g z z w
w

1 1 2
1

2 1 2
2

1 2

( )

( ) ( )

, , ∂
∂

+

+ , , ∂
∂

+ , , ∂
∂

 

в �3  можно (локально) выпрямить подходя-
щим голоморфным преобразованием в силу 
несложно проверяемой разрешимости соответс-
твующего уравнения в частных производных. 
Для гиперповерхности, к которой поле (2.7) 
было касательным, это означает приведение ее 
уравнения к жесткому виду. 

Одно из отличий между аффинной и голо-
морфной геометриями в комплексных про-
странствах �n  заключается в том, что не любое 
линейное поле выпрямляется линейным преоб-
разованием. Более того, имеются аффинно-
однородные гиперповерхности, на которых ни 
одно касательное (линейное) поле не выпрям-
ляется аффинными преобразованиями. 

Пример 2. К таким поверхностям относит-
ся сфера 

А. В. Лобода
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 S z z w5
1

2
2

2 2 31= + + = Ã ,{ } �  (2.10)
для которой справедлив следующий легко про-
веряемый факт. 

Предложение 2. Уравнение (2.10) невоз-
можно привести аффинными преобразовани-
ями к жесткому виду. 

К настоящему времени в ходе исследований 
однородности сформировалась гипотеза о том, 
что предложение 2 относится к немногочислен-
ным исключениям. Доказательство этой гипо-
тезы пока не получено, но значительная часть 
аффинно-однородных гиперповерхностей про-
странств �n  действительно допускает сведение 
к жесткому виду. В качестве подтверждения 
можно сослаться на трубки над аффинно-од-
нородными основаниями. 

Везде далее мы будем обсуждать только 
жесткие аффинно-однородные гиперповерхнос-
ти. Их изучение в следующих параграфах и 
построение в пространстве �3  гораздо более 
обширных по сравнению с трубками семейств 
однородных поверхностей показывает целесо-
образность именно такого акцента в задаче об 
однородности. 

Отметим, впрочем, что ожидаемое вскоре 
завершение исследования не сводимых к жес-
ткому случаю однородных поверхностей пред-
полагается осуществить на той же самой осно-
ве коэффициентного подхода, общего для всей 
статьи. 

Одной из продуктивных технических идей, 
разработанных в рамках этого подхода явля-
ется конструкция, описываемая в следующем 
параграфе. 

§ 3. ПРОДОЛЖЕНИЕ МАТРИЧНЫХ 
АЛГЕБР ЛИ 

Как отмечалось выше, элементы матриц 
(2.6) удовлетворяют большому количеству 
ограничений, вытекающих из условия (2.5). В 
частности из соотношения (2.8)вытекают сле-
дующие два утверждения. 

Предложение 3. Для СПВ-гиперповерх-
ностиM , заданной каноническим уравнением 
(1.4), коэффициенты линейных векторных 
полей на M  подчиняются ограничениям: 

 
a i p p

b i s s

= +( )
= +( )

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

2 2

2 2

1

2

e

e
 (3.1)

Предложение 4. Пусть вещественно-ана-
литическая индефинитная гиперповерхность 

M  задана каноническим уравнением (1.5) и 
Q z( ) π 0 . В зависимости от типа Q z( ) коэф-
фициенты линейных векторных полей вида 
(2.4) на M  подчиняются ограничениям: 
эллиптический тип
 Q z z z( ) = + , ≥ ≥ , + π :e e e e e e1 1

2
2 2

2
1 2 1

2
2
20 0

 
a i p p

b i s s

= +( )
= - +( )

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

2 2

2 2

1

2

e

e
 (3.2)

параболический тип  
 Q z z z z z( ) ( )( )= + + ,e e1 1 2 2 1 2

 e e1 2 0> =   или e e1 2 1= = :  

 
a i p p s

b i s s p

= + + +( )
= - + + +( )

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

2 2

2 2

1 1 2

2 1 2

e e e

e e e

( )

( )
 (3.3)

гиперболический тип
 Q z z z z z( ) ( )= - + , ≥ , > :e e e e1 1

2
2
2

2 1 2 1 20 0  

 
a i p p s

b i s s p

= + +( )
= - + +( )

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

2 2

2 2

1 2

1 2

e e

e e
 (3.4)

Условия (3.1)—(3.4) играют в наших обсуж-
дениях очень важную роль. Будем обозначать 
их общим образом 

 
a
b

L
p
s

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (3.5)

и называть L -связками, имея в виду, что век-

торы 
p
s

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 и 
a
b

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 связаны здесь линейным (в 

вещественном смысле) соотношением. 
Рассматривая далее только жесткие одно-

родные поверхности и матрицы (2.6), удовлет-
воряющие условиям a a13 23 0= = , естественно 
считать, что каждая из рассматриваемых ал-
гебр содержит матрицу 

 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,  (3.6)

соответствующую векторному полю (2.9), т.е. 
∂ / ∂ .w

Геометрически это требование означает в 
точности жесткость изучаемых поверхностей. 
Уравнение вида (1.3) жесткой поверхности не 
зависит от переменной u w= Re . 

ТЕОРЕМА 3. Пусть для 5-мерной мат-
ричной алгебры h  вида 

Аффинно-однородные вещественные гиперповерхности 3-мерного комплексного пространства
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 h

A A p
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Ô
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 (3.7)

выполняются следующие условия: 
1) h содержит матрицу (3.6); 
2) вещественная линейная оболочка чет-

вертых столбцов матриц h  заметает 5-мер-
ное вещественное подпространство в �3 ; 

3) выполнено одно из условий (3.1)—(3.4) 
с нетривиальной парой ( )e e1 2, , одной и той 
же для всех матриц из h . 

Тогда существует единственная невырож-
денная в смысле Леви аффинно-однородная 
вещественная гиперповерхность каноническо-
го вида M Œ�3 , для которой алгебра h  явля-
ется матричной реализацией алгебры линей-
ных векторных полей наM . При этом коэф-
фициенты канонической квадратичной формы 
Q z( ) и (в случае индефинитной поверхности) 
тип этой формы определяются по алгебре в 
соответствии с правилами (3.1)—(3.4). 

Для доказательства теоремы 3 заметим, 
что из замкнутости относительно скобки рас-
сматриваемой алгебры линейных векторных 
полей в силу классической теоремы Фробени-
уса (см.[29]) следует интегрируемость этой 
алгебры. 

В силу условия 2) соответствующее этой 
алгебре интегральное (однородное) многообра-
зие, содержащее начало координат, имеет в 
этой точке (и, следовательно, вблизи нее) 5-
мерное касательное пространство, т.е. являет-
ся вещественной гиперповерхностью в про-
странстве �3 . Аналитичность этой поверхнос-
ти является следствием аналитичности решения 
системы линейных уравнений в частных про-
изводных с линейными коэффициентами. 

Из условия 1) вытекает разрешимость оп-
ределяющей функции этой поверхности отно-
сительно переменной v z= Im 3 . 

Канонический вид соответствующего урав-
нения поверхности гарантируется видом (3.7) 
обсуждаемой алгебры. Каждое из условий 
(3.1)—(3.4) (с конкретными значениями e e1 2,  
) обеспечивает требуемую индивидуальную 
структуру слагаемых 2-го веса в этом уравне-
нии, причем с заданными параметрами e e1 2, . 
По младшим слагаемым уравнения (1.3) из 
системы весовых составляющих соотношения 
(2.5) поочередно можно однозначно определить 

все остальные компоненты однородности этого 
уравнения по схеме, описанной в [26]. 

Тем самым, алгебра (3.7) однозначно опре-
деляет некоторую аффинно-однородную повер-
хность канонического вида. 

Отметим, что построение алгебр, удовлет-
воряющих условиям теоремы 3, является весь-
ма трудоемкой задачей. В работах [30], [31] 
разработан алгоритм решения такой задачи 
для случая СПВ-гиперповерхностей за счет 
продолжения матричных алгебр. Техника на-
званных работ оказывается применимой и для 
построения индефинитных однородных повер-
хностей. В основе алгоритма лежит следующий 
простой факт. 

Предложение 5. Если h  - некоторая 
матричная алгебра, состоящая из матриц 
вида (3.7), то левые верхние 2x2-блоки этих 
матриц также образуют алгебру. 

Определение 6. Переход от алгебры матриц 
g MÃ ,( )2 �  к алгебре h MÃ ,( )4 �  мы называ-
ем продолжением алгебры g . 

После достаточно кропотливых исследова-
ний выяснилось (см. [32]), что лишь малая 
часть всех подалгебр алгебры Ли M( )2, �  до-
пускает продолжения, т.е. вкладывается в 
качестве левых верхних 2x2-блоков в алгебры 
вида (3.7), отвечающие аффинно-однородным 
гиперповерхностям. Для точной формулировки 
введем еще одно понятие. 

Определение 7. Строго псевдо-выпуклую 
гиперповерхность пространства �3 , заданную 
каноническим уравнением (1.4), назовем повер-
хностью общего положения, если параметры 
( )e e1 2,  из этого уравнения удовлетворяют не-
равенству 

 e e e e e e1 2 1 2 1 2
1
2

1
2

0( )- -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

π .  

ТЕОРЕМА 4. Алгебра Ли h , связанная с 
жесткой аффинно-однородной СПВ-гиперпо-
верхностью общего положения 3-мерного 
комплексного пространства, является продол-
жением алгебры g M CÃ ,( )2  одного из 3-х 
следующих типов: 

1) dim� g = 2 , тогда g  — диагонализиру-
емая алгебра; 

2)dim� g = 3 , тогда 

 g
i

∼
1 0
0 1 2

0 1
0 0

0
0 0/
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;

3) dim g� = 4 , тогда 
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Все три типа алгебр реализуются на од-
нородных поверхностях. 

Из теоремы 4, в частности, следует, что 
дискретные и одномерные подалгебры M( )2, �  
не допускают продолжений до алгебр Ли, 
соответствующих аффинно однородным СПВ-
гиперповерхностям общего положения. В 
двумерном случае продолжения не запреща-
ются лишь для диагональных подалгебр 
M( )2, � . 

Допускающие продолжения 3-мерную и 
4-мерную верхнетреугольные алгебры, базисы 
которых выписаны в теореме 4, обозначим 
через g( )1  и g( )2  соответственно. 

Приведем здесь некоторые фрагменты об-
суждения свойств алгебр вида (3.7), получен-
ных продолжениями каких-либо подалгебр 
M( )2, � . 

Основным условием того, чтобы линейное 
пространство h , состоящее из квадратных мат-
риц, было алгеброй Ли, является замкнутость 
этого пространства относительно операции ан-
тикоммутативного умножения (скобки) 
 [ ]A B AB BA, = - .  

Это означает, что скобка любых двух мат-
риц из рассматриваемой алгебры разлагается 
по базису этой алгебры. 

Для базисных матриц пятимерной алгебры 
h E E E E E= , , , ,1 2 3 4 5  вида (3.7) достаточно 
рассмотреть C5

2 10=  скобок. Каждая из них 
должна быть представлена в виде линейной 
комбинации 
 [ ]E E t E t E t E t E t Ek l, = + + + +1 1 2 2 3 3 4 4 5 5  (3.8)
пяти базисных матриц с некоторыми (неизвес-
тными) вещественными коэффициентами. При 
решении задачи можно считать известной лишь 
продолжаемую алгебру 2x2-матриц. Поэтому 
изучение 10 скобок — это решение системы 
10 квадратичных матричных уравнений, содер-
жащей большое число неизвестных элементов 
базисных матриц. 

В случае продолжения 3-мерных матричных 
алгебр g  можно считать ненулевыми левые 
верхние 2x2-блоки только трех первых базисных 
матриц E E E1 2 3, ,  продолженной 5-мерной ал-
гебрыh . Поэтому самыми «сложными» из 10 
упомянутых скобок будут в нашем случае скоб-
ки[ ]E E1 2, , [ ]E E1 3, , [ ]E E2 3, , тогда как для всех 
скобок [ ]E E c Ek k, =5 5  ( )k = , , ,1 2 3 4  условия (3.8) 

означают вещественность коэффициентов ck 
(k =1, 2, 3, 4) и никаких других ограничений на 
коэффициенты базисных матриц не содержат. 

Для удобства рассмотрения 6 оставшихся 
матричных скобок из 10 введем дополнитель-
ные обозначения. В каждой матрице вида (3.7) 
ее левый верхний 2x2-блок будем называть e-

частью, а еще выделим в ней с-часть, 
p
s

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-часть 

и ( )a b, -часть. 
В разложениях (3.8) скобок [ ]E Ek l,  по ба-

зису E E E E E1 2 3 4 5, , , ,  продолженной алгебры h  
мы будем рассматривать в первую очередь e -
части, а затем и остальные выделенные части 
матриц в указанном выше порядке. 

Замечание 1. Помимо выделенных частей 
в каждой матрице вида (3.7) остаются еще два 
элемента, которые могут быть ненулевыми. Это 
вещественные элементы c  и q  третьей строки 
матрицы. При этом можно считать, что у ба-
зисных матриц E E E E1 2 3 4, , ,  обсуждаемых ал-
гебр элемент q  равен нулю (за счет добавления 
к каждой из этих матриц матрицы E5 , умно-
женной на подходящий числовой множи-
тель). 

Замечание 2. При умножении двух матриц 
вида (3.7) их e-части перемножаются отдельно, 
независимо от остальных элементов этих мат-
риц. Поэтому 
 [ ] [ ]E E e ek l e k l, = , .  (3.9)

Предложение 6.
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Из этих технических фактов легко получа-
ется следующее интересное утверждение. 

Предложение 7. Если 5-мерная алгебра 
h E E E E E= , , , ,1 2 3 4 5  вида (3.7) является про-
должением 3-мерной алгебры g e e e= , ,1 2 3 , то 
p
s

4

4

Ê
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Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
 — общий собственный вектор для e e e1 2 3, ,  

с вещественными собственными значения-
ми. 

Следствие. Для продолжаемой 3-мерной 

алгебры g  существует вектор (а именно 
p
s

4

4

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
), 

который является общим собственным векто-
ром для всех матриц алгебры. Для каждой 
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матрицы из алгебры g  собственное значение, 
соответствующее этому вектору, вещественно. 

Полный список матричных маломерных 
вещественных алгебр, состоящих из квадрат-
ных комплексных матриц 2-го порядка, пост-
роен в работе [33]. В этом списке имеется 10 (с 
точностью до матричных подобий) типов трех-
мерных алгебр. 

Можно проверить, что для многих из этих 
алгебр утверждение следствия не выполняется. 
Например, оно не может быть выполнено, если 
в алгебре имеется матрица с двумя невещест-
венными собственными значениями. Поэтому 
из предложения 7 вытекает как следствие еще 
одно утверждение. 

Предложение 8. Пять типов трехмер-
ных алгебр (a b g, , - координаты в алгебре), а 
именно 
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не продолжаемы в смысле определения 6. 
Непродолжаемость (в случае общего поло-

жения) еще четырех из пяти оставшихся типов 
3-мерных вещественных подалгебр алгебры 
M( )2, �  доказывается несколько более слож-
ными рассуждениями. И только в одном се-
мействе алгебр за счет сужения его до единс-
твенной, точечной, алгебры g( )1  удается выйти 
на реальные продолжения. 

Детали продолжения этой алгебры, а также 
4-мерной алгебры g( )2  мы обсудим в следующих 
параграфах. 

§4. АФФИННАЯ ОДНОРОДНОСТЬ 
ЖЕСТКИХ 

СПВ-ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 
Для реализации описанной выше схемы 

изучения вопроса о продолжаемости конкрет-

ных матричных алгебр полезно использовать 
еще одно соображение. 

Вместо рассмотрения исходной матричной 
алгебры h MÃ ,( )2 �  и алгебры g MÃ ,( )2 �  ее 
2x2-блоков, соответствующих каноническому 
уравнению однородной поверхности, мы перей-
дем к «канонической» форме этих алгебр. При 
этом каноническим видом подалгебры 
g MÃ ,( )2 �  будем называть алгебру ğ  из клас-
сификации [33], к которой g  сводится матрич-
ным подобием. 

Например, каноническим видом любой диа-
гонализируемой 4-мерной вещественной подал-
гебры g MÃ ,( )2 �  является единственная 
диагональная 4-мерная алгебра с базисом 
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Пусть для некоторой алгебры ĝ  из списка 
[33] и алгебры g MÃ ,( )2 �  2x2-блоков исходной 
алгебры h  выполняется равенство 
 g VgV= -˘ 1  
с некоторой невырожденной матрицей 
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Вводя матрицу 
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рассмотрим вместо h  новую, «каноническую» 
алгебру ˆ ( )h C hC M= Ã ,-1 4 � . 

Заметим, что матричные подобия сохраня-
ют коммутационные соотношения в произволь-
ной алгебре, и, в частности, в рассматриваемых 
подалгебрах ğ  и h̆ . 

При этом, как легко проверить, специальный 
вид (3.7) сохранится и для всех матриц алгебры 
ĥ , а левые верхние 2x2-блоки матриц из ĥ  об-
разуют теперь каноническую алгебру ğ . 

Новые, «канонические» векторы k
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связаны с исходными векторами 
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формулами ( )k = , , ,1 2 3 4  

А. В. Лобода
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При этом вид ( )p s, - и ( )a b, -соотношений 
(3.10) и (3.11) сохранится. Изменится лишь 
соотношение (3.5), т.е. L -связка. Формально 
будем записывать ее в виде 
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аналогичном (3.5). Но в развернутой форме 
правая часть (4.2) имеет более сложный вид. 
Например, в СПВ-случае 
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Все последующие технические обсуждения 
будут связаны с алгебрами ĥ . Однако, для 
упрощения записи мы сохраним начальные 
обозначения для матриц, входящих в эту ал-
гебру и их элементов, называя их соответствен-
но E E1 2,  и т.п. 

По мере необходимости, впрочем, мы будем 
уточнять, с какой именно алгеброй (исходной или 
канонической) мы в данный момент работаем. 

Отметим, что в канонической форме самый 
сложный фрагмент схемы исследования про-
должаемости конкретных алгебр образуют 
восемь скалярных уравнений, входящих в (4.2). 
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-фрагменты устроены более просто, 

несмотря на то, что в каждом из них содер-
жится по 12 скалярных уравнений. 

Например, при продолжении 3-мерной ал-
гебры g( )1  из 24 упомянутых уравнений доста-
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при некоторых комплексных p s s p a b a b1 1 2 4 1 1 2 4, , , , , , , .  

Из 
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-соотношений при этом получаются 

дополнительно условия 
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Аналогично, при продолжении 4-мерной 
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следующее представление: 
 p iP p S p iS p P1 2 3 4= , = , = , = ,   x  (4.6)

 s iS s P s iP s S1 2 3 4= - , = , = - , = ,   x  

 a iA a B a iB a RA1 2 3 4= , = , = - , = ,    (4.7)

 b iB b A b iA b RB1 2 3 4= - , = , = , = .    

Здесь P S A B R, , , , ,x  — некоторые комплексные 
числа, при этом x x= , = -1 4R c . Для осталь-
ных элементов ck  здесь также устанавливают-
ся равенства 
 c c c1 2 3 0= = = .  

Теперь согласно описанной выше схеме 

остается рассмотреть L -связку векторов 
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и ( )a bk k, . 
Напомним, что формально в эту связку 

входит (нелинейным образом) произвольная 
невырожденная квадратная матрица второго 
порядка V . Тем самым, исследование этой 
системы 8 нелинейных уравнений представ-
ляет достаточно сложную задачу. При ее 
решении в случае каждой конкретной изуча-
емой алгебры полезно учесть еще одно упро-
щение. 

Матрицу V , осуществляющую подобие 
абстрактной канонической алгебры и 2x2-ал-
гебры, связанной с однородной поверхностью, 
можно считать принадлежащей достаточно 
узкому классу матриц вместо всего GL( )2, � . 
Основанием для этого служат утверждения о 
факторизации типа следующей леммы, исполь-
зуемой при изучении продолжаемости 4-мерной 
алгебры su ei( )1 1, + q

ЛЕММА 2. Пусть W
a b
c d

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
 невырож-

денная матрица, удовлетворяющая условию 
a b2 2 0- π . Тогда W  допускает представле-
ние в виде 
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где x z w l2 2 1 0 0- = , Ã , Œ , Œt � � �\ { } \{ } . 
Эта лемма позволяет рассматривать в ка-

честве матриц Q  лишь верхнетреугольные 
матрицы вида 
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т.к. два других сомножителя в разложении 
(4.8) сохраняют алгебру su ei( )1 1, + q  неизмен-
ной. 

Аналогичные факторизационные леммы 
справедливы и в случае двух наиболее важных 
для нас продолжаемых алгебр g( )1  и g( )2 . 

Использование такого утверждения позво-
лило упростить до обозримого состояния 
L -связку, т.е. систему восьми уравнений, от-
вечающую алгебре g( )1 . В итоге получено [34] 
следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 5. Существует 3-парамет-
рическое семейство аффинно различных аф-
финно-однородных вещественных гиперповер-
хностей пространства �3 , алгебры линейных 
векторных полей для которых являются про-
должениями алгебрыg( )1 . Базисы этих алгебр 
имеют вид 
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а параметры, входящие в эти матрицы, свя-
заны соотношениями: 
 | |= , + + + | | = .w e e z w z w1 2 1 01 2

2 2 ( ) ( )  
Упрощенный, 2-параметрический, вариант 

этого семейства, получающийся при w = 1 , 
приведен в статье [30]. Каждая поверхность 
семейства оказывается алгебраической повер-
хностью либо 4-го, либо 6-го порядка, но явные 
уравнения их чрезмерно громоздки. С идейной 
точки зрения наиболее удобными способами их 
задания являются именно использование кано-
нических уравнений и описание при помощи 
матричных алгебр Ли. 

Учитывая жесткость (rigidity) всех этих 
поверхностей, будем называть семейство из [30] 
R-семейством. 

Отметим, что рассмотренные выше необхо-

димые 
ˆ
ˆ
p
s

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- и 
ˆ
ˆ
a

b

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
-условия, а также L -связка 

составляют по сути совокупность условий, до-
статочных для того, чтобы обсуждаемая алгеб-
ра была алгеброй векторных полей на некото-
ром однородном подмногообразии комплексно-
го пространства �3 . Каждое такое многообра-
зие является интегральным для обсуждаемой 
алгебры векторных полей. 

Формально его можно получить как орбиту 
аффинной подгруппы, являющейся образом 
при экспоненциальном отображении рассмат-
риваемой матричной алгебры. Обратим при 
этом внимание, что это интегральное многооб-
разие может не быть гиперповерхностью, если 
его размерность окажется меньшей чем 5. 

При наличии в обсуждаемой алгебре мат-
рицы (3.5) требуемая размерность гарантиру-
ется условием вещественной линейной незави-

симости векторов 
p
s

kk

k

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

= , , , .( )1 2 3 4  Это условие 

необходимо проверять дополнительно для всех 
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решений (завершающей исследования продол-
жаемости) системы из восьми уравнений. В 
случаях алгебр g( )1  иg( )2 , приведших к продол-
жениям [30], [31], такие проверки, разумеется, 
были сделаны. 

В то же время довольно часто возникает 
ситуация, когда решение заключительной сис-
темы приводит к линейно зависимым векторам 
p
s

kk

k

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

= , , ,( )1 2 3 4 . Это означает, что обсуждае-

мое однородное многообразие имеет коразмер-
ность большую, чем 1. Такие однородные 
многообразия также представляют интерес. 
Например, в [6] приведено описание аффинно-
однородных кривых в пространствеR3 , в [35] 
строится семейство однородных поверхностей 
коразмерности 2 в 4-мерном пространстве. 
Однако такой класс однородных многообразий 
изучен еще меньше, чем класс однородных 
гиперповерхностей, и потому мы не будем раз-
вивать здесь эту тему. 

§ 5. ИНДЕФИНИТНЫЕ 
ОДНОРОДНЫЕ 

ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ 
Техника, связанная с продолжением мат-

ричных алгебр, первоначально разрабатывалась 
для изучения однородности СПВ-гиперповерх-
ностей. Однако Даниловым М.С. было замече-
но, что описанная в §§ 3—4 схема изучения 
вопроса о продолжаемости матричных алгебр 
(за исключением последнего ее этапа) приме-
нима без каких-либо изменений и к индефинит-
ным поверхностям. Последний этап, т.е. иссле-
дование L -связки, можно проводить по тем же 
принципам, но технические описания для слу-
чаев положительно определенных и индефинит-
ных поверхностей будут различными. 

В этом параграфе на примере индефинит-
ных поверхностей мы обсудим исследование 8 
уравнений L -связки. Для простоты мы будем 
обсуждать лишь случай 3-мерной алгебры g( )1  
и соответствующих этому случаю векторов 

k

k

p
s
ˆ

ˆ

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃
 и k

k

a
b
ˆ
ˆ

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 ( )k = , , ,1 2 3 4 , заданных описанием 

(4.4—(4.5). 
ЛЕММА 3. Произвольная матрица 

V
a b
c d

=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 с единичным определителем и не-

нулевым элементом a  разлагается в произве-
дение двух сомножителей 

 V
t

U=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

◊ ,
1 0

1
 (5.1)

где t Œ� , а матрица U  сохраняет алгебру g( )1  
при подобиях. 

Как отмечалось выше, эта лемма позволяет 
рассматривать в качестве матриц V  при об-
суждении L -связки лишь верхнетреугольные 
матрицы вида 

 
1 0

1t
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

.  (5.2)

Замечание. Можно показать, что для 
матрицы V  с нулевым элементом a  (и единич-
ным определителем) вместо разложения (5.1) 
справедливо аналогичное представление 

 V U=
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

◊ ,
0 1
1 w

 

c некоторым комплексным w  и сохраняющим 
алгебру g( )1  вторым матричным множителем
U . 

При продолжении алгебры g( )1  использова-
ние леммы 1 и замечания к ней позволяет «без 
потерь» описать полное множество решений 
системы из восьми уравнений, отвечающей 
L -связке. Здесь мы по сути обсудим лишь при-
мер такого продолжения. Вместе с тем даже 
отдельная лемма 3 дает представление о размер-
ности множества таких решений, а тем самым, о 
количестве аффинно различных однородных по-
верхностей (связанных с продолжением g( )1  ). 

Итак, рассмотрим продолжение алгебры 
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Пользуясь тем, что обратная матрица V -1  

для V
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мы запишем условие L -связки в форме 

 Q a
b

L Q
p
s

T k

k

k

k

-
Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

Ê

Ë

Á
Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜̃

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= .ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

 

Здесь через L  обозначен оператор связки 
в одной из простейших форм (3.2)—(3.4), со-
ответствующих индефинитному случаю. 

Рассмотрим для простоты параболический 
случай, в котором выполняются условия (3.3), 
т.е. 
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Полагая еще для упрощения формул 
 a iA b iB kk k k k= , = = , , , ,2 2 1 2 3 4 ( )
можно записать систему восьми уравнений в 
виде 
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Первые три и последнее уравнения системы 
(5.3) позволяют удалить из нее A B A B1 1 2 4, , , , 
выразив их через остальные параметры, вхо-
дящие в (4.5), т.е. через p s s p1 1 2 4, , , . 

Подставляя полученные выражения в ос-
тавшиеся уравнения системы, получаем еще 
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С учетом этих формул получаем заверша-
ющую систему следующего вида: 
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где 
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Напомним, что из вида базисных матриц 
продолженной алгебры следует, что p4 0π , а 
значит, можно считать, что p e Si

4
1= Œj  (более 

того, j pŒ ,[ )0 ). 
Кроме того, за счет рассмотрения вместо 

матрицы E1  ее исправленного варианта 
E E E1 1 4

* = + a  можно считать, что p1  ортогона-
лен как вектор в комплексной плоскости векто-
ру p4  ( в аналитической записи Re( )p p1 4 0= ). 

ЛЕММА 4. Необходимым условием сущест-
вования у системы (5.4) решений ( )p p1 4, , 
удовлетворяющих ограничениям 

 p S p p4
1

1 4 0=Œ =, Re( )  
является равенство N N1 2=  или
   N N e i

1 2
2= - - j  при некотором j pŒ[ , ).0  (5.5)

При выполнении (5.5) множество обсуж-
даемых решений, удовлетворяющих дополни-
тельному неравенству N2 0π  задается фор-
мулами 

 p e p i
M
N

p i
M
N

ei i
4 1

4

2
4

4

28 8
= = - = -j j, .  (5.6)

Следствие. Для любого набора парамет-
ров 
 ( )e e j1 2, , , ,t  
удовлетворяющего условию (5.5) и неравенству 
N2 0π , существует и притом единственный 
набор параметров ( ) ( )p s A Bk k k k, , , , образующий 
вместе с (5.6) решение системы восьми уравне-
ний (5.3). 

Пример 3. Учитывая сказанное выше, 
несложно теперь построить 2-параметрическое 
семейство матричных алгебр Ли, полученных 
продолжением алгебры g( )1  по схеме индефи-
нитного параболического случая. Положим для 
этого в матрице (5.2) t = -1  и введем в качес-
тве вещественных параметров числа 
 r RŒ , Œ , / » / , . j p p p( ) ( )0 2 2  

Считая, кроме того, что 
 e e e1 2 1= = = ,  
обозначим еще: 
 l e m e= - , = + ,1 2 1 2  
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С учетом этого базисные матрицы каждой 
из алгебр предлагаемого семейства имеют 
вид: 
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Несложно проверяется, что при указанных 
ограничениях на введенные параметры векторы 
p
s

k

k

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
 ( )k = , , ,1 2 3 4  линейно независимы в вещес-

твенном смысле. Это означает, что интеграль-
ное многообразие для каждой алгебры вектор-
ных полей (5.7) является вещественой гипер-
поверхностью. 

Замечание. Аналогичные рассуждения 
для эллиптической и гиперболической схем 
продолжения алгебры g( )1  в индефинитном 
случае приводят к 3-параметрическим семейс-
твам алгебр (аналогичным семейству из теоре-
мы 5) и, соответственно, к 3-параметрическим 
семействам аффинно-различных однородных 
поверхностей. 

Интегрирование таких семейств и отслежи-
вание зависимости получающихся однородных 
поверхностей от параметров семейства являет-
ся чрезвычайно сложной в техническом плане 
задачей. Для ее решения уже используются 
пакеты компьютерной математики, но пока 
эффективные алгоритмы разработаны здесь 
лишь для интегрирования «точечных» алгебр. 
В частности, просчитанные примеры, связан-
ные с эллиптическим и гиперболическим типа-
ми в индефинитном случае, приводят к урав-
нениям однородных поверхностей, напомина-

ющим алгебраические уравнения 6-го порядка 
из [30]. 

Здесь мы приведем результат интегрирова-
ния одной точечной алгебры, отвечающей па-
раболическому типу (в индефинитном случае). 
При 

 r = =0
4
5

, arccos j  

уравнение соответствующей алгебре (5.7) афин-
но-однородной вещественной гиперповерхности 
пространства �3  имеет (в вещественной форме) 
вид: 
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§ 6. ГОЛОМОРФНЫЕ 
НОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

АФФИННО-ОДНОРОДНЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Выше уже отмечалась связь аффинной и 
голоморфной однородности для подмногообра-
зий комплексных пространств �n . Строго го-
воря, исследование аффинной однородности 
вещественных гиперповерхностей в �3 , кото-
рому посвящена эта работа, было начато в 
связи с изучением именно голоморфной одно-
родности. 

В этом, завершающем, разделе обзора мы 
обсудим фрагменты голоморфной нормализа-
ции невырожденных по Леви вещественных 
гиперповерхностей пространства �3 . Все об-
суждения будут проводиться для жестких 
поверхностей и, тем самым, они применимы 
для рассмотренных выше аффинно-однород-
ных многообразий. 

Заметим, что вычисление голоморфных ин-
вариантов аффинно-однородных поверхностей 
может дать ответы и на некоторые сугубо «аф-
финные» вопросы. Если, например, удается 
сделать вывод о голоморфной несводимости друг 
к другу двух поверхностей, то, очевидно, эти 
поверхности являются различными и в аффин-
ном смысле. Таким образом, обсуждаемые ниже 
результаты имеют «двойное назначение». 

Отметим еще, что приводимые ниже пред-
ложения 9—11 получены автором этой статьи 
совместно с Атановым А. В., проделавшим 
значительную работу по переводу математи-
ческих конструкций на язык компьютерных 
вычислений. 
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Итак, пусть вещественно-аналитическая 
жесткая невырожденная по Леви гиперповер-
хность M  пространства �3  задана уравнени-
ем 

 

v F z z F F F

F F F F F
F

kl
k l

= , = + + +

+ + + + + +
+

, ≥
Â ( ) ( )

( ) (
0

00 10 01

20 11 02 30 21

122 03+ + ...,F )
 (6.1)

где k l,  — степени соответствующих слагаемых 
по переменным z  и z  соответственно. 

Приведение этого уравнения к нормальной 
форме Мозера [18], детально описано, напри-
мер, в [25] и [36]. Для аккуратной формулиров-
ки вытекающего из этих описаний результата 
обозначим (по сложившейся в многомерном 
комплексном анализе традиции) эрмитову 
форму F11  из этого уравнения через < , >z z , а 
матрицу этой формы через H . Здесь мы будем 
использовать выражения вида 
 f g f HgT, =  
для векторнозначных функций f  и g . 

Введем, например, вспомогательные вектор-
функции f f f2 3 4, , ,...  (являющиеся однородными 
многочленами относительно переменной z ), 
определяя их формулами 
  F f f F f f F f f21 2 1 31 3 1 41 4 1= , , = , , = , ,...  (6.2)

Далее для произвольных функции F z z( ),  
и двумерного вектора a a a= ,( )1 2  нам потребу-
ется еще обозначение 

 ∂ = ∂
∂

+ ∂
∂

.F a
F
z

a
F
z

a( )
1

1
2

2  (6.3)

Опираясь на вектор-функции из (6.2), мож-
но доказать следующее предложение. 

Предложение 9. Голоморфной заменой 
координат уравнение (6.1) можно привести к 
виду 
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где, как и раньше k l,  — степени соответ-
ствующих слагаемых по переменным z  и z . 
При этом в зависимости от слагаемых исход-
ного уравнения (6.1) младшие многочлены Hkl  
из уравнения (6.4) определяются следующими 
формулами: 
 H F f f22 22 2 2= - , ;  (6.5)

   H F f f f f f F f32 32 3 2 2 2 2 22 2= - , + ∂ , - ∂ ;( ) ( )  (6.6)
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где g z f z f f3 3 2 2( ) ( ) ( ).= - + ∂
Замечание 1. Слагаемое f4

*  в (6.7) вычис-
ляется по формуле 
 f f f f f g f f4 4 2 2 2 3 3 2

* ( ) ( ) ( )= + + ∂ - ∂ .  
Замечание 2. Обозначения ∂ ,2

22 2 2F f f( )  и 
∂∂ ,F f f22 2 2( )  являются естественными обобще-
ниями обозначения (6.3). 

Дальнейшее преобразование уравнения (6.4) 
по так называемой простейшей схеме (см. [28]) 
приводит к нормальному уравнению 

 v z z N z z uklm
k l m

= , + , , ,
, ≥ , ≥
Â ( )
2 0

 (6.9)

в котором, например, многочлены N220  и N320  
получаются путем проектирования в специаль-
ные пространства N22 , N32  многочленов H22  
и H32  соответственно. 

Замечание. Нормальное уравнение (6.9), 
вообще говоря, не является жестким даже для 
жесткого исходного уравнения изучаемой по-
верхности. 

Важные, но все же промежуточные форму-
лы (6.5)—(6.8) показывают чрезмерно громоз-
дкий характер вычислений, необходимых для 
построения нормального уравнения даже для 
отдельной поверхности. Напомним, что соглас-
но [37] за однородность невырожденной гипер-
поверхности в �3  «отвечают» коэффициенты 
нормального уравнения (6.9) вплоть до 7-го 
порядка включительно (в СПВ случае доста-
точно коэффициентов 6-го порядка). 

Усугубляется ситуация отсутствием единс-
твенности нормальных уравнений. Например, 
многочлен N220  из нормального уравнения (6.9) 
определяется лишь с точностью до действия на 
него линейного преобразования из группы 
SU( )2 ¥ +�  (в СПВ-случае) или аналогичной 
группы, построенной на основе SU( )1 1,  (в ин-
дефинитном случае). 

По этим причинам мы остановимся на мно-
гочленах 4-й и 5-й степеней из нормальных 
уравнений для нескольких семейств аффинно-
однородных вещественных СПВ-гиперповерх-
ностей пространства �3 . 

Речь пойдет о трубках над строго выпук-
лыми поверхностями из �3  и о поверхностях 

А. В. Лобода
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из R-семейства. Напомним, что множество всех 
строго выпуклых аффинно-однородных повер-
хностей из пространства �3 , не сводимых 
(аффинными преобразованиями) к поверхнос-
тям 2-го порядка, распадается [26] с точки 
зрения соответствующих алгебр Ли на несколь-
ко компонент. Это, во-первых, двух-парамет-
рическое семейство E1, а также одно-парамет-
рические семейства E2, E3, E4. 

При этом основу семейства E3 составляют, 
согласно [38], поверхности z y x= ±2 m . Трубки 
над ними описаны в классификации голомор-
фно однородных гиперповерхностей с «богаты-
ми» группами симметрий [37]. В семействе E1 
имеется много различных подсемейств (в том 
числе, богатых симметриями); его изучение 
превосходит размеры этого раздела. 

Остальные упомянутые нами поверхности, 
т.е. представители R-семейства и трубки, отве-
чающие семействам E2 и E4, имеют дискретные 
группы изотропии и, следовательно, не сводят-
ся голоморфными (и, в частности, аффинными) 
преобразованиями к трубкам над E3. 

Для получения утверждений, позволяющих 
различать эти оставшиеся семейства, напомним 
еще результат из [39], согласно которому при 
обсуждении 5-мерного пространства N22  основ-
ной интерес представляют многочлены 
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из этого пространства. 
Предложение 10. a) Для каждой повер-

хности из семейства трубок над E2  много-
член N220  из ее нормального мозеровского 
уравнения (6.9) сводится к виду 
 ± + , Œ ;( )E AE A0 1 �  

б) Для всех трубок над семействами E3  и 
E4  многочлен N220  из их нормальных мозеров-
ских уравнений (6.9) сводится к виду ±E0 . 

в) для всех аффинно-однородных поверхнос-
тей из R-семейства многочлен N220  из их 
нормальных мозеровских уравнений (6.9) сво-
дится к виду ±E0 . 

Можно показать, опираясь на [39], что за 
исключением значений A = ±3  многочлены 
± +( )E AE0 1  и ±E0  не сводимы друг к другу 
преобразованиями из SU( )2 ¥ +� . Это означает, 
что трубки над поверхностями из семейства 
E2  не сводятся (за несколькими возможными 

исключениями) к поверхностям из R-семейства 
и к трубкам над поверхностями из E4. Наибо-
лее сложным в этой ситуации остается вопрос 
о возможной эквивалентности поверхностей из 
двух последних семейств. Кроме того, необхо-
димо еще разбираться с аналогичным вопросом 
внутри каждого из упомянутых выше се-
мейств. 

Ответ на эти вопросы может появиться за 
счет сравнения многочленов N320  из нормаль-
ных уравнений (6.9) этих семейств. Компью-
терными вычислениями удается получать ре-
зультаты следующего типа. 

Предложение 11. Пару многочленов 
( )N N220 320,  из нормальных уравнений (6.12) для 
поверхностей из R-семейства можно привес-
ти к виду 
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Отметим здесь для сравнения, что у семей-
ства E4 аналогичная пара ( )N N220 320,  устроена 
гораздо сложнее в частиN320 . Прийти к каким-
либо выводам о возможной голоморфной экви-
валентности (или о ее отсутствии) поверхностей 
из R-семейства и трубок над E4 пока не уда-
лось. 
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