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Аннотация: При расчете центробежных машин желательным является такое пространс-
твенное положение каналов на роторе, при котором отсутствует давление на стенки за счет 
сил инерции и тем самым уменьшается сопротивление. В данной работе используется гид-
равлический подход, при котором скорость течения жидкости в поперечном сечении предпо-
лагается постоянной и тем самым элемент жидкости можно моделировать твердым телом, 
то есть элемент жидкости моделируется движением материальной точки с некоторой скоро-
стью v.
Ключевые слова: материальная точка, скорость, поперечные усилия, неинерциальная сис-
тема отсчета
Annotation: At calculation of centrifugal machines is desirable such spatial position of channels 
on a rotor at which there is no pressure at the expense of forces of inertia on walls and by that 
resistance decreases. In the given work is used the hydraulic approach at which speed of a current 
of a liquid in cross-section section is supposed a constant and by that the liquid element can be 
modeled a hard body, i.e. the liquid element is modeled by movement of a material point with 
some speed v.
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ВВЕДЕНИЕ
При расчете центробежных машин жела-

тельным является такое пространственное 
положение каналов на роторе, при котором 
отсутствует давление за счет сил инерции на 
стенки и тем самым уменьшается сопротивле-
ние. В [1] рассматривается плоская осесиммет-
ричная задача движения жидкого элемента на 
осесимметричном вращающемся диске. Ниже 
рассмотрен случай пространственного движе-
ния жидкости в канале переменного сечения, 
которое моделируется движением материаль-
ной точки со скоростью, зависящей от ее поло-
жения на траектории.*

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПОСТРОЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ (ОДУ) 

Рассмотрим движение материальной точки 
в неинерциальной вращающейся с постоянной 
угловой скоростью системе отсчета. 

Уравнение динамики точки во вращающей-
ся системе отсчета имеет вид:
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В проекции на оси естественного трехгран-
ника (
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t , ,n b ) (рис. 1) система (1) конкретизи-
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Система уравнений (2) представляет собой 
систему трех ОДУ уравнений второго порядка 

Рис. 1. Схематическое изображение движения ма-
териальной точки
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по времени для функции координат. Здесь: m 
— масса частицы жидкости, v — скорость 
движения точки вдоль траектории, w — угло-
вая скорость вращения, r — полярный радиус, 
r0 — единичный вектор,  F F Fn bt , ,  — компонен-
ты внешних заданных сил.

После проведения векторных операций, 
система (2) принимает вид: 
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Рассмотрим далее движение жидкости в 
канале переменного сечения во вращающейся 
с постоянной угловой скоростью системе отсче-
та. При этом рассматривается нестационарное 
движение жидкости вдоль стационарной тра-
ектории. Построим систему дифференциальных 
уравнений движения точки таким образом, 
чтобы отсутствовали поперечные силы, дей-
ствующие на точку Fn

���
= 0  и Fb

���
= 0 : 
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Конкретизируем общий вид системы (3), 
используя известные формулы дифференци-
альной геометрии Френе  для кривой заданной 
в виде 

� �r r s= *( ) [2],
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Для этого, вычисляя входящие в систему 
(3) компоненты векторов нормали (n n nr z, ,f ) и 
касательной (t t tfr z, , ), и исключая время t из 
(3), построим систему двух ОДУ второго по-
рядка для определения траектории точки при 
условии отсутствия поперечных сил инерции, 
действующих на точку.
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Здесь: 
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точка у функций r(j) и z(j) означает произ-
водные первого и второго порядков по j.

В системе ОДУ (4) скорость v можно рас-
сматривать как управляющий параметр, где  
скорость v задается вдоль траектории за счет 
изменения поперечного сечения канала A(s): 
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В случае движения жидкости в криволи-
нейном канале скорость v(s) будет определять-
ся задаваемой величиной поперечного сечения 
канала. Таким образом, решение системы урав-
нений (4) задает пространственную траекторию 
точки при отсутствии поперечных к траектории 
сил инерции.

Для применения численных методов реше-
ния системы ОДУ (4) представим ее в виде 
четырех ОДУ первого порядка:
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Таким образом, построение траектории 
точки в неинерциальной системе отсчета све-
дено к решению системы четырех ОДУ перво-
го порядка с управляющей функцией v(s).

Возможна постановка задачи о нахождении 
траектории точки на заданной вращающейся 
поверхности z = Z(r), но в этом случае задача 
оказывается переопределенной в том плане, что 
невозможно одновременно требовать равенства 
нулю поперечных нормальных и поперечных 
бинормальных сил инерции. В случае задания 
вращающейся поверхности z = Z(r) задача рас-
падается на две отдельные задачи — отсутствие 
бинормальных или нормальных сил инерции.

Ниже представлен случай построения тра-
ектории точки на вращающемся параболоиде 
при условии отсутствия бинормальных сил 
инерции,  который сведен к решению системы 
трех обыкновенных дифференциальных урав-
нений и одного конечного уравнения: 
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 (5)

 Z(r) = m + lr+mr2, U = v/(wr).

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ 
ТРАЕКТОРИИ МАТЕРИАЛЬНОЙ 

ТОЧКИ 
Расчет пространственной траектории был 

проведен в среде MATHCAD с помощью встро-
енной функции rkfi xed (метод Рунге—Кутта 
четвертого  порядка точности). Численные 
эксперименты показали большую чувствитель-
ность алгоритма к выбору управляющей фун-
кции и начальных параметров, что объясняет-
ся вхождением скорости v в виде v2  ≥ 0, так что 
возможны даже ситуации такого выбора вход-
ных параметров, при которых задача построе-
ния траектории не имеет решения. 

На рис. 2 приведены результаты численно-
го расчета траектории точки под действием 
центральных сил инерции для некоторых кон-
кретных значений входящих безразмерных 
параметров:

1 — w = 5; n = 40; g = 0,01; r0
 = 1; z0

 = 1; 
p0

 = 0.01; q0
 = 1;

2 — w =w = 5; n = 40; g = 0,01; r0
 = 1; z0

 = 1; 
p0

 = 0.01; q0
 = 0.01.

Решение задачи построения траектории 
точки на вращающемся параболоиде (5) про-
ведено с использованием конечно-разностной 
схемы Эйлера первого порядка точности [3] в 
среде DELPHI 7. 

На рис. 3 приведены результаты численно-
го расчета траектории для некоторых конкрет-
ных значений входящих в (5) безразмерных 
параметров. 

Рис. 3. Результаты численного расчета траектории 
в случае отсутствия бинормальных сил инерции

Из приведенных графиков следует, что 
увеличение начального p0 — тангенса угла 
наклона траектории к угловой координате j 

Рис. 2. Результаты численного расчета траектории 
точки под действием центральных сил инерции

Н. Д. Вервейко, Е. А. Тришина
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ведет к спрямлению траектории вдоль парабо-
лоида, а уменьшение p0 ведет к медленному 
росту полярного радиуса при увеличении j.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом:  
1) построена математическая модель расче-

та стационарной траектории движения жид-
кости в канале переменного сечения во враща-
ющейся с постоянной угловой скоростью сис-
теме координат при условии отсутствия попе-
речных к траектории сил, действующих на 
точку;

2) показано, что предложенная математи-
ческая модель построения траектории может 
быть модифицирована к задаче построения 

свободной траектории точки на вращающейся 
осесимметричной поверхности; 

3) проведенные численные расчеты показа-
ли работоспособность предложенных алгорит-
мов. 
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