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Аннотация. В работе установлена равносходимость на всем отрезке разложений по собс-
твенным и присоединенным функциям интегрального оператора с инволюцией и простейше-
го интегрального оператора. 
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Abstract. The equiconvergence of expansions in eigen- and adjoint functions of integral operator 
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причем, если i j+ = 2 , то j π 2 ) непрерывны 
при 0 1£ £x , и A x x( ), ∫ 1 . 

Вопросы сходимости разложений по соб-
ственным и присоединенным функциям (в 
дальнейшем с.п.ф.) оператора (1) и более 
общих операторов с инволюцией J( )x x= -1  
(J( )x  — инволюция, если J J( ( ))x x= ) начали 
изучаться в [1] и [2], и к настоящему времени 
накоплено много фактов (см. работу [3] и 
библиографию в ней). Также исследовались 
случаи произвольных инволюций ([4], [5]). 
Оператор интегрирования (т.е. оператор с 
ядром A x t( ), ∫ 1 ), когда верхний предел не 
является инволюцией рассматривался в [6]. 

В [1] даже в более общей ситуации, при 
условии A x xx( ), ∫ 0 , получен следующий ре-
зультат: 

Теорема 1. Для любой функции f LŒ ,[ ]0 1  
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для тех собственных значений lk  ( )lk
0 , для 

которых lk r<  ( )lk r0 < . 
В настоящей статье покажем, что этот резуль-

тат имеет место и в случае, когда A x xx( ), /∫ 0 . 
1. Приведем необходимые факты из [2] 

и [7]. 
О б о з н а ч и м  ч е р е з  R E A Al l= - -( ) 1  

( ( ) )R E A Al l0
0

1
0= - -  резольвенту Фредгольма 

оператора A  (A0 , который есть оператор (1) 
при A x t( ), ∫ 1 ), где l  — комплексный пара-
метр, E  — единичный оператор. Введем опе-
раторы 
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и краевую задачу в пространстве вектор-фун-
кций размерности 2: 
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e( )x t, = 1 , при t x£ , e( )x t, = 0 , при t x> , 
y x y x y x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 , F x f x f x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 , f x1( ) = 

f x( )= , f x f x2 1( ) ( )= -  (T  — знак транспони-
рования), M0 , M1  — квадратные матрицы, для 
которых ( ) ( )M M0 22 1 11 1= = , остальные элемен-
ты ( )Mk ij = 0  (k = ,0 1 ). 
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Лемма 1. Если l  таково, что Rl  сущест-
вует, то y y y T= ,( )1 2 , где y y x R f x1 1= =( ) ( )l , 
y y x y x2 2 1 1= = -( ) ( ) , удовлетворяет (3)–(4). 
Обратно, если y  удовлетворяет (3)–(4), и 
соответствующая однородная система имеет 
только нулевое решение, то Rl  существует, 
и R f x y xl ( ) ( )= 1  и y x y x2 1 1( ) ( )= - . 

Введем также следующую краевую задачу: 
 ¢ + - = + ,-z x P x z x N z D z x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1l F  (5)
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F G( ) ( )x D F x= - -1 1 , �M Mk k= G  (k = ,0 1 ). 
Лемма 2. Если y x( ), l  есть решение (3)–

(4), то z x y x( ) ( ), = ,-l lG 1  есть решение (5)–(6), 
и наоборот. 

Обозначим H x h x h x0 1 2( ) diag ( ) ( )= ,( ) , где 
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, p xii( ) — диагональные 

элементы матрицы P x1( ) . Пусть H x1( )  — ко-
диагональная матрица, являющаяся единствен-
ным решением матричного уравнения: 
H x P x H x H x D D H x0 0 1

1 1
1 0( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))+ + - =- - . 

Лемма 3. При больших l  неособое пре-
образование z H x v H x H x v= , = + -( ) ( ( ) ( ))l l0

1
1 , 

приводит систему (5)–(6) к виду 
 ¢ + - = + ,-v x P x v x N v D v x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l ll 1 F  (7)

 M v M v0 10 1 0l l( ) ( )+ = ,  (8)

где P x H x H x P x H xl l l( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]= , +- -1 1
1 1 1 , 

N H x N H xl l l= , ,-1
2( ) ( ) , F Fl l( ) ( ) ( )x H x x= ,-1 , 

M M H0 0 0l l= ,� ( ) , M M H1 1 1l l= ,� ( ). 
Рассмотрим еще такую краевую задачу 

 ¢ = + ,-w x D w x m x( ) ( ) ( )l 1  (9)
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где m x m x m x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 , m Li Œ ,[ ]0 1 . 
В [7, п. 3] рассматриваются краевые условия 

вида 

 � �M H w M H w0 10 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ), + , = ,l l
но легко показать, что нижеследующие факты 
из [7, п.3] имеют место и для краевых условий 
(10). Поэтому изложим их именно для этих 
условий. 

Далее, для определенности, будем считать, 
что 

 Re m m l≥ , = - .0 i  (11)
Лемма 4. Если m  таково, что матрица 

D = ,( ) ( ( ))m mU V x , где V x e ex x( ), = , -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃m m mdiag , 

обратима, то краевая задача (9)–(10) одно-
значно разрешима при любой m x( )  с компо-
нентами из L[ ]0 1, , и ее решение имеет вид: 
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 g x t g x t g x t( ) ( ( ) ( )), , = , , , , ,m m mdiag 1 2 , 

 g x t t x x t1( ) ( )exp{ ( )}, , = - , -m e m ,

  g x t x t x t2( ) ( )exp{ ( )}, , = , - -m e m . 
Удалим из m -плоскости все нули D( )m  

вместе с круговыми окрестностями одного и 
того же достаточно малого радиуса d0 , и по-
лучившуюся область обозначим Sd0

. 
Лемма 5. В области Sd0

 при больших | |m  
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 — норма в L• ,[ ]0 1  ( [ ])L 0 1,  в 

пространстве вектор-функций размерности 2, 
æ( ) ( ) Rem mm= - /-1 e ; c c c( ) ( ( ) ( ))x x x T= ,1 2 , и 
ci x( )  — характеристические функции произ-
вольных отрезков. 

Вышеприведенные факты позволяют полу-
чить следующий результат: 

Теорема 2. Если f x L( ) [ ]Œ ,0 1 , то 
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2. Проведем исследование второго слагае-
мого в (13). 

Лемма 6. Имеет место представление 
H x h x E0( ) ( )= , где E  — единичная матрица, 
h x C( ) [ ]Œ ,1 0 1 , h h( ) ( )0 1 1= =  и h x h x( ) ( )= -1 . 

Доказательство. Непосредственно вычис-
ляя элементы P x1( ) , имеем p x p x11 22( ) ( )= = 
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h x h x h x( ) ( ) ( )= =1 2 , получим требуемое. �  
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Таким образом, краевое условие (10) пере-
ходит в условие: 
 U w M w M w0 0 10 1 0( ) ( ) ( )= + = .� �  (14)

Лемма 7. Пусть R1
0
l  есть резольвента 
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Доказательство. В самом деле, если 
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Лемма  8 .  Для  люб ой  функции 

m x m x m x T( ) ( ( ) ( ))= ,1 2 , m x Li( ) [ ]Œ ,0 1 , имеет 
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Доказательство. При Re m ≥ 0  
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Поэтому для первой компоненты заданного 
в условии вектора имеем (используя замену 
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Здесь воспользовались тем, что h x( )  удов-
летворяет условию Липшица порядка 1, заме-
ной f p t= / -2 , оценкой sin t t≥ c1 , при 
t pŒ , /[ ]0 2 , а также заменой x = -r t x( ) . Ана-
логично оценивается вторая компонента. �  

Лемма 9. Для D =-
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1
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Лемма 10. Если Re m ≥ 0 , то в Sd0
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Лемма 11. При Re m ≥ 0  имеет место 
формула 
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откуда следует утверждение леммы. �  
Введем в рассмотрение следующие интег-

ралы: 
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Лемма 12.  Имеют место оценки 
J O mj = ( )1 , ( )j = , , ,1 2 3 4 . 

Доказательство. Продолжим h x( )  перио-
дически на ( )-•, •  с периодом 1. Тогда h x( )  
по лемме 6 непрерывна и удовлетворяет усло-
вию Липшица с показателем 1, и h x h x( ) ( )= -1 . 
Рассмотрим J1 . Имеем 
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О равносходимости на всем отрезке разложений по собственным функциям интегрального...
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где c1  та же константа, что при доказательстве 
леммы 8. Возьмем J2 . Этот интеграл оценива-
ется также как и J1 , но здесь h x( )  заменяем 
на h x( )3 - , а h t( )  — на h t( )1 - , и получаем 
J O m2 1 1

= ( ) . Аналогично оцениваем J3 , J4 . 
Лемма доказана. �  
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Доказательство. Положим ( )Dm g¢ = . Тог-
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l l

l l

l

l

( ) ( )

(( ) ) ( )
 (17)

Так как h h( ) ( )0 1 1= = , то U hDm0 0( ) = , и 
потому аналогично (17) имеем 
 hDm R hDm R hDm= ¢ - .1

0
1
0

l ll(( ) ) ( )  (18)
Из (17) и (18) получаем (16). Лемма дока-

зана. �  
Теорема 3. Для любой вектор-функции 

m x( )  с компонентами из L[ ]0 1,  имеет место 
соотношение 
 lim ( )

r r m
Æ• •

= .W 0  (19)

Доказательство. Согласно лемме 5 имеем 
R Dm1

0
l(( ) )¢ =

•
O(æ(m)), R hDm1

0
l(( ) )¢ =

•
 O(æ(m)), 

если Dm  имеет ограниченную производную. 
Если к тому же U Dm0 0( ) = , то по лемме 14 
для такой функции Dm  выполняется (19), так 
как 

 
| |=
Ú = Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

.
m

m
l

l
r

d O
r

r
¢ æ( ) ln

Множество функций Dm , имеющих огра-
ниченную производную и удовлетворяющих 
условию U Dm0 0( ) = , всюду плотно в про-
странстве интегрируемых вектор-функций 
размерности 2. Отсюда и из леммы 13 по тео-

реме Банаха—Штейнгауза следует утвержде-
ние теоремы. �  

Замечание. Эта теорема аналогична тео-
реме Штейнгауза из теории тригонометричес-
ких рядов Фурье [8, с. 111]. 

3. Доказательство теоремы 1. Имеем 
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R f d
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r

r
r
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, = - .
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| |=
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Ú
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0 0
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l
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l

l
l

l
l

 (20)

Обозначим через �Rl  резольвенту оператора 
By ¢ , M y M y0 10 1 0( ) ( )+ = . Также как и в лем-
ме 1 можно показать, что имеет место соотно-
шение R f R Fl l

0 0
1= [ ]�  (F  та же, что и в лемме 1). 

Далее, так как w R m= 1
0
l  есть решение краевой 

задачи :  Dw w m¢ = +l ,  U w M w0 0 0( ) ( )= +G  
M w1 1 0( )+ =G , и B D= -G G 1 , то Gw  есть реше-

н и е  к р а е в о й  з а д а ч и :  By y m¢ - =l G , 
M y M y0 10 1 0( ) ( )+ = . Значит G GR R1

0 0
l l= � , или 

�R Rl l
0

1
0 1= -G G . Поэтому по леммам 6, 7 и теоре-

ме 3 
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- - -
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- -

Ú
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l

l

l
l

l

l
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H x R H D F d

h x R h F d

G G

G G

0 1 0
1 1 1

1
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( ) ( )

( ) ( ) ==

= + = + ,
| |=

-

| |=
Ú Ú

l
l

l
ll l

r r

R F d o R F d oG G1
0 1 01 1( ) ( ) ( ) ( )�

где o( )1 0
•

Æ . Отсюда и из теоремы 2 

 
| |= | |=
Ú Ú, = + ,

l l
ll l l

r r

y x d R F d o( ) ( ) ( )� 0 1  (21)

а, следовательно, (21) имеет место и для первых 
компонент y x( ), l  и �R Fl

0( ) , которые есть R fl  
и R fl

0  соответственно. Поэтому в силу (20) 
теорема 1 доказана полностью. �  
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