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Аннотация. Определен новый класс весовых псевдодифференциальных операторов с пере-
менным символом. Установлены некоторые свойства таких операторов, в том числе найдена 
оценка коммутатора весового псевдодифференциального оператора  с переменным символом 
из нового класса и оператора дифференцирования.
Ключевые слова: весовой псевдодифференциальный оператор, преобразование Фурье, 
коммутатор.

Abstract. Is defi ned a new class of weight pseudo-diff erential operators with a variable symbol. 
Some properties of such operators are established, including the estimation of the switchboard of 
the weight  pseudo-diff erential operator with a variable symbol from a new class and operator of 
diff erentiation  is found.
Key words: the weight pseudo-diff erential operator, transformation of Fure, the switchboard.

ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматриваются новые классы 

псевдодифференциальных операторов с пере-
менным символом. Эти операторы определены 
по специальному интегральному оператору Fa  
и называются весовыми псевдодифференциаль-
ными операторами. Преобразование Fa  было 
впервые введено в работе [1]. Весовые псевдо-
дифференциальные операторы с постоянным 
по  t  символом были впервые рассмотрены в 
работе [2]. Затем были изучены свойства весо-
вых псевдодифференциальных операторов с 
переменным по t  символом из некоторых клас-
сов (см. [3], [4], [5]). 

В данной работе изучаются весовые псевдо-
дифференциальные операторы с переменными 
символами из нового класса. Установлены: те-
орема о композиции таких операторов; теоремы 
об ограниченности таких операторов в специ-
альных весовых пространствах типа про-
странств С.Л. Соболева; теоремы о коммутации 
весовых псевдодифференциальных операторов 
с операторами дифференцирования. Получен-
ные свойства весовых псевдодифференциаль-
ных операторов позволяют изучать новые 
классы вырождающихся уравнений и матема-
тических моделей вырождающихся процессов.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
И РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим интегральное преобразование 
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Для преобразования Fa  справедлив аналог 
равенства Парсеваля
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что дает возможность расширить преобразова-
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показать, что на функциях u t C R( ) ( )Œ •
+0

1
 выпол-

няются соотношения F D u F ut
j j

a a ah h h[ ]( ) [ ]( ), = , 

j = 1 2, ,...,  где D
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Следуя работе [2], определим пространства 
H Rs

n
, ( )a + ; H Rs q

n
, , ( )a + .

Определение 1. Пространство H Rs
n

, ( )a +  
(s — действительное число) состоит из всех 
функций v x t L Rn( , ) ( )Œ +2 , для которых конечна 
норма
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Здесь [ ]sq-1  — целая часть числа sq-1 .
Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число n Œ( , ]0 1  

такое, что ¢ < •-a a n( ) ( )t t  при всех t Œ •[ , )0 . 
Кроме того, a( ) [ , )t C sŒ +•1 0  для некоторого 
s N1 2≥ - s , где 
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s  — некоторое действительное число.
Заметим, что указанное выше число n  су-

ществует, если a a( ) ( )+ = ¢ + =0 0 0 .
Рассмотрим весовой псевдодифференциаль-

ный оператор, определенный равенством
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Определение 3. Будем говорить, что сим-
вол l x h( , , )t  весового псевдодифференциаль-
ного оператора K t D Dx t
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с константами cml > 0 , не зависящими от 
x hŒ Œ Œ-R R tn 1 1, , W . 

Рассмотрим весовые псевдодифференциаль-
ные операторы вида
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где 
P D u F p F u( , , ) ( ) [ ( ( ), , ) [ ( )]]t x t f t x h tt h t t h= Æ

- -
Æ

1 1 . (5)

Определение 4. Будем говорить, что сим-
вол l t x h( , , )  принадлежит при всех x Œ -Rn 1  
классу символов Sd

s ( )W1 , где W1
1 1Ã Œ+R R, ,s  

0 1£ <d , если функция l t x h( , , )  является 
бесконечно дифференцируемой функцией по 
переменной t Œ W1  и по переменной h ŒR1 . 
Причем, при всех l m, , , ...= 0 1 2  справедливы 
оценки 
 | ( , , ) | ( )∂ ∂ £ + + - +

t h
s dl t x h x hm l
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l mc 1  (6)

с константами cml > 0 , не зависящими от 
x h tŒ Œ Œ-R Rn 1 1

1, , W . 
Можно показать, что если p t S( , , ) ,x h a d

sŒ , 
то �p p S( , , ) ( ( ), , )t x h j t x h d

s= Œ-1 .
Кроме того, из (4) следует, что для того 

чтобы исследовать композицию операторов 
P t D t( , , ),x a  и Q t D t( , , ),x a  достаточно исследо-
вать композицию операторов P D( , , )t x t  и 
Q D( , , )t x t .

Обозначим через B•  совокупность таких 
бесконечно дифференцируемых функций f( )t  
на R1 , что f( )t  и все ее производные ограни-
чены на R1 .

Об одном классе весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом
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Назовем ядром оператора P D( , , )t x t  функ-
цию 
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Доказаны следующие утверждения.
Лемма 1. Если p S( , , )t x h d

sŒ , то оператор 
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С помощью выше этих утверждений дока-
зываются две теоремы.

Теорема 1. Пусть P t D Dx t( , , ),a  и Q t D Dx t( , , ),a  
— весовые псевдодифференциальные операто-
ры с символами p t( , , )x h , q t( , , )x h , принадле-
жащими классам Sm
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вол  T t SN

N
1
( , , ) ( ),x h a dŒ - W , что справедливо ра-

венство

 
P t D D Q t D D R t D D

T t D D

x t x t j x t
j

N

N x

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ,

, , ,a a a- =

=
=

-

Â
1

11

1 aa , ),t

где T t D DN x t1
( , , ),a  — весовой псевдодифферен-

циальный оператор с символом T tN1
( , , )x h , а 

R t D Dj x t( , , ),a  — весовой псевдодифференциаль-
ный  оператор  с  символом  r tj( , , )x h = 

j
p t

t
t

q t
j

j
j

!
( , , )

( ( ) ) ( , , )
x h

h
a x h= ∂

∂
∂
∂

1
.

Теорема 2. Пусть l x h a d
s( , , ) ( ),t SŒ W , (s  

— действительное число), d Œ[ , )0 1 . Тогда ве-
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При доказательстве теорем о коммутации 

весовых псевдодифференциальных операторов 
с операторами дифференцирования использу-

ются следующие леммы, которые доказывают-
ся аналогично соответствующим утверждениям 
работы [3].
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Воспользуемся следующим тождеством:
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Причем из условия a( ) [ , )t C sŒ +•1 0  следует, 
что qi

l s lt C( ) [ , )Œ +•-1 0 , l s= 1 2 1, ,..., , i l= 0 1, ,..., .
Обозначим 
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где cpl  — биномиальные коэффициенты.
Таким образом, отсюда и из (10) получим 

равенство 

∂ = ∂ =
=
Ât

l
x t

i
l

l
i

l

t
i

x tK t D D v
t
t

K t D D v( )
, ,

( )
,( , , )

( )
( )

( , , )s
a a

s
a

q
a0

== ∂ ∂
=

-
Æ
-

ÆÂq
a

a l x ha x x a a
i
l

l pl
p

i

x t
p

x

t
t

c F F t t F F
( )
( )

[( ( ) ) ( , , ) [
0

1 1
,,

’

( , )]]

( )
( )

[ ( , , ) [

t
i p

i

l

l

x x

v x t

t
t

F F t F F

-

=

-
Æ
-

Æ

Â =

=

0

0 1 1q
a

l x ha x x a vv x t

t
t
F F t F Fi

l

l
i

l

x x t
i

( , )]]

( )
( )

[ ( , , ) [ ,

+

+ ∂
=

-
Æ
-

ÆÂ q
a

l x ha x x a a
1

1 1 vv

t
t
c F F t t F Fi

l

l
p

i

pl x t
p

x

]]

( )
( )

[( ( ) ) ( , , )

+

+ ∂
=

-
Æ
-

ÆÂ q
a

a l x ha x x
1

1 1
aa a

a x
q
a

l x

[ ( , )]]

( )
( )

[ ( , ,

,∂ =

=

-

=

=

-
Æ
-

Â

Â

t
i p

i

l

i
l

l
i

l

x

v x t

t
t
F F t

1

0

1 1 hh

q
a

a

x a a

a x

) [ ]]

( )
( )

[( ( ) )

,F F v

t
t
c F F t

x t
i

i
l

l
p

i

pl x t

Æ

=

-
Æ
-

∂ +

+ ∂Â
1

1 1 pp
x t

i p

i

l

t F F v x tl x h x a a( , , ) [ ( , )]].,Æ
-

=

∂Â
1

  (12)
С другой стороны, в силу (10) получим, что 

 
K t D D v

K t D D
t
t

x t t
l

x t
i
l

l
i

l

t
i

( )
,

( )
, ,

( , , )

( , , )[
( )
( )

s
a

s
a a

q
a

∂ =

= ∂
=
Â

0

vv ].
 (13)

Почленно вычитая, из (12) равенство (13), по-
лучим
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Из (14) вытекает, что для того чтобы про-

коммутировать весовой псевдодифференциаль-
ный оператор K t D Dx t
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a  и оператор ∂t
l , 

достаточно изучить коммутатор оператора 
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Таким образом, с помощью сформулиро-
ванных выше утверждений получаем справед-
ливость следующих теорем.

Теорема 3. Пусть символ l x h( , , )t  весово-
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где функции Qi,s , RN l, ,s  определены выше, cpl  
— биномиальные коэффициенты, b ti j

i
1 ,

( ) Œ 
Cs l i1 0[ , )Œ +•- -  — ограниченные функции, фун-

кции qi
l t( )  определены в (11).

Теорема 4. Пусть выполнены условия 
теоремы 2. Тогда для любой функции 
v x t C Rn( , ) ( )Œ •

+0  справедлива оценка
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с константой c > 0 , не зависящей от v .
Теорема 5. Пусть q s> ≥1 0,   — действи-

тельные числа, v x t H Rs l q q
n( , ) ( )( ) , ,Œ + + +1 a . Пусть 

символ l x h( , , )t  весового псевдодифференци-
ального оператора K t D Dq

x t
( )

,( , , )a  принадлежит 
классу  Sq

a d, ( )W , где W Ã £ <+R1 0 1,  d . Тогда  
для коммутатора Ml q,  операторов K t D Dq

x t
( )

,( , , )a  
и ∂t

l , справедлива оценка 

 M v c vl q s q s l q q, , , ( ) , ,a a£ + + -1 1

с константой c > 0 , не зависящей от v .

Об одном классе весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом
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