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Аннотация. Задача Коши для квазилинейного параболического уравнения в гильбертовом 
пространстве решается приближённо проекционно-разностным методом. В условиях обобщён-
ной разрешимости задачи Коши установлена сходимость в энергетической норме приближён-
ных решений к точному с порядком скорости по времени. Для проекционных подпространств 
типа конечных элементов получена скорость сходимости и по пространству, точная по поряд-
ку аппроксимации.

Ключевые слова: гильбертово пространство, параболическое уравнение, проекционно-
разностный метод.

Abstract. The Cauchy problem for quasilinear parabolic problem in Hilbert space is resolved 
approximately by the projection difference method. The convergence of the approximate solution 
to the exact solution in conditions of generalized solvability is established in energy norm with the 
rate of convergence with respect to time. The rate of convergence with respect to space with exact 
to order of approximation is obtained for subspaces of the finite element type.

Keywords: Hilbert space, parabolic problem, projection difference method.

Пусть дана тройка сепарабельных гильбер-
товых пространств V H VÃ Ã ¢ , где пространс-
тво ¢V  — двойственное к V , а пространство H  
отождествляется со своим двойственным ¢H . 
Оба вложения являются плотными и непрерыв-
ными. Для t TŒ[0, ]  на u v V, Œ  определено се-
мейство полуторалинейных форм a t u v( , , ) . 
Предполагается, что для всех u v V, Œ  функции 
t a t u vÆ ( , , )  измеримы на [0, ]T  и выполнены 
оценки:
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где d > 0 . Форма a t u v( , , )  порождает линейный 
ограниченный оператор A t V V( ) : Æ ¢  такой, 
что a t u v A t u v( , , ) = ( ( ) , )  и � �A t MV V( ) 1Æ ¢ £ . Здесь 
под выражением типа ( , )z v  понимается значе-
ние функционала z VŒ ¢  на элементе v VŒ . Для 
z HŒ  выражение ( , )z v , в силу отождествления 
H H∫ ¢ , совпадает со скалярным произведени-
ем в H .

Предположим также, что на [0, ]T H¥  зада-
на функция f t u( , ) , со значениями в ¢V  такая, 
что f t u L T V( , ) (0, ; )2Œ ¢  при каждом фиксиро-
ванном u HŒ  и для u u H1 2, Œ
  � � � �( ( , ) ( , ) .1 2 2 1 2f t u f t u M u uV H- £ -¢  (2)

Заметим, что для функции t u t HÆ Œ( ) , 
измеримой на [0, ]T , функция t f t u t VÆ Œ ¢( , ( ))  
будет измеримой на [0, ]T .

Обратим внимание, что в приложениях ус-
ловие (2) означает возможность нелинейности 
f t u( , )  содержать производные функции u HŒ  
по пространственным переменным.

В пространстве ¢V  рассмотрим задачу 
Коши:

 ¢ + Œu t A t u t f t u t u u H( ) ( ) ( ) = ( , ( )), (0) = .0  (3)

Производные функций здесь и далее пони-
маются в обобщенном смысле.

При дополнительном предположении ком-
пактности вложения V HÃ  в [1] показано, что 
задача (3) имеет единственное решение u(t) 
т а к о е ,  ч т о  u t L T V C T H( ) (0, ; ) ([0, ]; )2Œ «  и 

¢ Œ ¢u t L T V( ) (0, ; )2 . Такое решение задачи (3) 
будем называть слабым.

Опишем некоторые факты, связанные с про-
екционными подпространствами. Через Vh , где 
h  — положительный параметр, обозначим ко-
нечномерное подпространство пространства V . 
Определим пространство ¢Vh , задав на u Vh hŒ  
двойственную норму � �u u vh Vh h h¢ = | ( , ) |sup , 
точная верхняя граница берется по v Vh hŒ  и 
� �vh V = 1 . Нетрудно видеть, что � � � �u uh Vh h V¢ ¢£ . 
Обозначим через Ph  ортопроектор в простран-© Сотников Д. С., 2009
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стве H  на Vh . В [2] замечено, что оператор Ph  
допускает расширение по непрерывности до 
оператора P V Vh h: ¢ Æ ¢  и для u VŒ ¢  справед-
лива оценка � � � �P u uh Vh V¢ ¢£ . Отметим также 
для u Vh hŒ  оценку � � � � � �u P uh V h V V h Vh¢ Æ ¢£  и 
для u VŒ ¢  оценку � � � � � �P u P uh V h V V V¢ Æ ¢£  [3]. 
Кроме того, для u VŒ ¢  и v HŒ  справедливо 
важное соотношение ( , ) = ( , )P u v u P vh h  [4].

В условии существования слабого решения 
задачи (3) проекционно-разностный метод 
изучался в [5]. При этом на пространства Vh  
накладывалось некоторое дополнительное 
условие, которому в приложениях в методе 
конечных элементов соответствует равно-
мерное разбиение области пространственных 
переменных. В работе [6] проекционно-раз-
ностный метод изучался без этого дополни-
тельного предположения на подпространства 
Vh . Однако при этом налагались достаточно 
сильные условия на гладкость точного реше-
ния задачи (3) и функции f t u( , ) . В настоящей 
работе проекционно-разностный метод (7) 
будет исследоваться в условия обобщенной 
разрешимости задачи (3).

Для этого сделаем некоторые дополнитель-
ные предположения.

Пусть при каждом u VŒ  функция f t u( , )  
действует в H  и справедлива оценка

  � � � �f t u M u MH V( , ) .3 4£ +  (4)

Кроме того, если функция t u t VÆ Œ( )  измери-
ма, то и f t u t H( , ( )) Œ  также измерима.

Из (4) следует, что для u L T VŒ 2(0, ; )  полу-
чим f t u t L T H( , ( )) (0, ; )2Œ .

Предположим дополнительно, что форма 
a t u v( , , )  симметрична, т. е. a t u v a t v u( , , ) = ( , , ) , 
где черта над выражением означает комплекс-
ное сопряжение. Пусть также форма a t u v( , , )  
абсолютно непрерывна по t TŒ[0, ]  и справед-
лива оценка

  
∂
∂

£
t
a t u v M u vV V( , , ) .5 � � � �  (5)

О п р е д е л и м  м н о ж е с т в о  D A t[ ( )] =  
v V A t v H{ | ( ) }= Œ Œ . Пусть существует сепара-

бельное гильбертово пространство E  такое, что 
D A t E V[ ( )] Ã Ã  и V E H= [ , ]1/2  [7]. Например, 
если оператор A t( )  порожден в области W Ã Rn  
с гладкой границей равномерно эллиптическим 
дифференциальным выражением второго по-
рядка и краевым условием Дирихле, то полагаем 
H L= ( ),2 W  V W

o

= ( ),2
1 W  E W W

o

= ( ) ( ),2
2

2
1W W«  

¢ -V W= ( )2
1 W . Если же на границе области за-

дано условие Неймана, то полагаем H L= ( ),2 W  
V W= ( ),2

1 W  E W= ( ).2
2 W

Потребуем от оператора A t( )  выполнения 
условия типичного для эллиптических опера-
торов: существует a > 0 , что для всех t TŒ[0, ]
  � � � �u A t u u D A tE H£ Œa ( ) ( [ ( )]).  (6)

Пусть также u V0 Œ . В таком случае, 
из равенства (3) и работы [8] получим, 
что слабое решение u t( )  задачи будет бо-
лее гладкое: u t C T V L T E( )  ([0, ], ) (0, ; )2Œ «  и 

¢ Œu t A t u t L T H( ), ( ) ( ) (0, ; ).2  Такое решение на-
зовем обобщенным.

Полученные далее результаты о энергети-
ческой сходимости проекционно-разностного 
метода дополняют результаты работы [9], где 
подобные утверждения установлены для линей-
ной задачи.

Рассмотрим проекционно-разностную зада-
чу в Vh

  

u u
P A t u

t
P f t u dt

k N

k
h
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h k k
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tk
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где N  — натуральное число, N T t kkt t= , =  и 
u Vh

h0 Œ  считаем заданным.
Установим разрешимость (7), т. е. обрати-

мость в Vh  операторов I P A th k+ t ( ) . Пусть 
v Vh hŒ  и ( ( )) = 0I P A t vh k h+ t . Получим соотно-
шение

  � �v a t v vh H k h h
2 ( , , ) = 0.+t

Из (1) следует оценка 

  � � � �v vh H h V
2 2 0.+ £dt

Таким образом, vh = 0 , то есть операторы 
I P A th k+ t ( )  непрерывно обратимы в Vh .

Лемма 1.  Пусть для формы a t u v( , , )  и фун-
кции f t u( , )  выполнены перечисленные выше 
условия и пусть u t( )  — обобщенное решение 
задачи (3), а uk

h  — решение задачи (7). Тогда 
справедлива следующая оценка 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ум н о ж и м  ( 7 )  н а 
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h
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Возьмем удвоенную вещественную часть от 
(9). Прежде всего рассмотрим
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Таким образом приходим к равенству
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Оценим слагаемые Ii  в правой части (10)
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Была использована оценка (5). Для I 2 , исполь-
зуя (4), получим
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Оценим также снизу выражение
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Из (10) получили оценку
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Теперь умножим неравенство на t  и просум-
мируем по k  от 1 до m N£
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Из (11) выделим суммарное неравенство для 
� �um

h
V
2 :
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которое приведет к оценке (8) для max
0

2

£ £k N k
h

Vu� � . 

Эту оценку подставим в правую часть (11) и 
получим оценку (8) в полном объеме.

Теорема 1. Пусть выполнены условия лем-
мы 1, и u t( )  — обобщенное решение задачи (3), 

а uk
h  — решение задачи (7). Тогда для 

z u t uk k k
h= ( ) -  справедлива следующая оценка 
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где Qh  — ортопроектор пространства V  на Vh .
Доказательство. Интегрируем тождество 

(3) по t  от tk  до t k Nk-1, = 1,  и результат делим 
на t .
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Из (13) вычтем (7), и учитывая замену 
z u t uk k k

h= ( ) - , получим
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Умножим тождество (14) скалярно в H  на 
v Vh hŒ . 
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В полученном равенстве возьмём v Q z Vh h k h= Œ .
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Учитывая, что ( ) = 0I Q uh k
h- , получим
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Возьмем удвоенную вещественную часть от 
(15). Заметим, что
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Тогда с учетом оценки (1)
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Оценим слагаемые Ii  в правой части неравенс-
тва (16).

      I z z I Q u tk k H h k H1 1
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Третье слагаемое предварительно преобразу-
ем.
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При оценке I 3
1  используем условие (5).

I
t

s
a s u t Q z ds dt

M u t
tk

k

t

tk
k h k

k

3
1

1

5

=
2

( , ( ), )

2 (
t

t

Re
-

Ú Ú
∂
∂

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

£

£ � ))
( ) .2

2
2
1

5
2 2 2

� � �
� � � �

V h k V

k V k V

Q z
z M u t

£
£ + -e e t

 (19)

Переходим к следующему слагаемому
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Оценим последнее слагаемое, применив 
(2),
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Возьмем e e e e d1 2 3 4= = = = / 4  , тогда из не-
равенства (16) с учетом замен (17), (18), (19), 
(20), (21) следует
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Умножим (22) на t  и просуммируем по k  от 1 
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Заметим, что
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В (23), учитывая (24), выделим суммарное 
неравенство для � �zm H

2 . Из него получим оцен-



174 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2009, № 1

ку (12) для max
0

2

£ £k N k Hz� � . Подставив ее в (23), 
получим оценку (12) в полном объёме.

Следствие 1.  Пусть выполнены условия 
теоремы 1. Для z u t uk k k

h= ( ) -  справедливо сле-
дующее неравенство:
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 Доказательство. 
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Оценим первое слагаемое в правой части (26) 
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Оценим второе слагаемое в правой части (26). 
Из (8) следует, что
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В результате получим оценку (25)
Замечание 1. В оценке (12) рассмотрим 

выражение:

  

k

N

h k V

k

N

tk

tk
h k V

k

N

I Q u t

I Q u t dt

=

= -

=

Â

ÂÚ

- =

= - £

£

1

2

1 1

2

1

� �

� �

( ) ( )

( ) ( )

t

ÂÂÚ

Â

-

= -

- +

+ - =

=

tk

tk
k V

h V

k

N

tk

t

u t u t

I Q u t dt
1

2

2

1 1

2

2

2

{ ( ) ( )

( ) ( ) }

� �

� �
kk

k V

T

h V

u t u t dt

I Q u t dt

Ú
Ú

- +

+ -

� �

� �

( ) ( )

( ) ( ) .

2

0

22

 (27)

Лемма 2.  Пусть задача (3) удовлетворяет 
условиям теоремы 1, а u t( )  — обобщенное ре-
шение этой задачи. Тогда справедлива оценка
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Доказательство. Из работы [10] следует 
существование эволюционных операторов 
U t s s t T( , )(0 )£ £ £  класса C1 , ограниченно 
действующих в пространствах ¢V  и H . Решение 
задачи (3) запишем в виде
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Учитывая (29), нетрудно получить тождество
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Из работы [8] и условия (6) следует оценка
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которая справедлива на любом отрезке 
[ , ] [0, ]1 2t t TÃ . Следовательно, из (30) на отрезке 
[ , ]t tk  получим оценку
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Так как u t D A t( ) [ ( )]Œ  почти при всех 
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Теперь воспользуемся оценкой из [10] для 
v HŒ .
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В таком случае, почти при всех t t tk kŒ -[ , ]1  по-
лучим
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Д. С. Сотников 



175ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2009, № 1

Из (4) теперь окончательно следует (28). 
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Следствие 2.  Пусть выполнены условия 
теоремы 1, u t( )  — обобщенное решение задачи 
(3), а uk

h  — решение задачи (7). Тогда справед-
лива следующая оценка: 
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 (31)

Доказательство следует из оценок (8), (12), 
(25), (27), (28).

Покажем эффективность оценки (31). Для 
этого предположим, что задана последователь-
ность подпространств { }Vh , предельно плотная 
в V , т.е. � �( ) 0Q I vh V- Æ  при h Æ 0  для любо-
го v VŒ .

Следствие 3. Пусть u t( )  — обобщенное ре-
шение задачи (3), а uk

h  — решение задачи (7). 
Пусть { }Vh  — предельно плотная в V  последо-
вательность конечномерных подпространств 
при h Æ 0 . Пусть � �u uh

H
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0 0- Æ  при h Æ 0 , а 
последовательность � �uh V
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0= . В таком случае при 
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Доказательство. Эта сходимость следует из 
оценки (31) и из того, что
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при h Æ 0 , т.к. u C T VŒ ([0, ], ) .
Для получения скорости сходимости по 

пространству предполагается, что для подпро-
странств Vh  справедлива оценка

  � � � �( ) ,1I Q v r h v v Eh V E- £ Œ  (33)

где константа r1 > 0  не зависит от v  и h . Усло-
вие (33) является типичным для подпространств 
Vh  типа конечных элементов.

В [11] показано, что из (33) следует для всех 
v VŒ  оценка

  � � � �( ) ( ) ,2Q I v r h Q I vh H h V- £ -  (34)

из которой очевидно образом получается
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Используя оценку (33), получим
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 Замечание 2. Оценим выражение, исполь-
зуя (27), (28), (33) и (34).
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Сходимость проекционно-разностного метода  для квазиленейных параболических задач в условиях ...
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Следствие 4.  Пусть u t( )  — обобщенное ре-
шение задачи (3), а uk

h  — решение задачи (7). 
Пусть для подпространства Vh  выполнено ус-
ловие (33). Тогда справедлива оценка
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 Доказательство. Из оценок (31), (36) и (37) 
мы получаем
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  (39)

Теперь непосредственно из (39), используя 
(4), (30), следует оценка (38).
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