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Аннотация. Приводятся условия слабой разрешимости задачи Коши для линейного парабо-
лического уравнения в гильбертовом пространстве. В условиях установленной слабой разреши-
мости задачи исследуется среднеквадратичная сходимость приближенных решений, найденных 
полудискретным методом Галеркина. Для случая проекционных подпространств типа конечных 
элементов найдены оценки скорости сходимости, точные по порядку аппроксимации.

Ключевые слова: гильбертово пространство, параболическое уравнение, метод Галеркина. 
Abstract. Sufficient conditions for the weak solvability of the Cauchy problem for a parabolic 

equation in a Hilbert space. By these conditions, the mean square convergence of approximate solutions 
which was found using the semi-discrete Galerkin method is established. For the projection subspaces 
of finite elements type speeds estimates which ave exact in the approximation order ave found.
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1. УРАВНЕНИЯ С НЕСИММЕТРИЧНЫМИ 
ОПЕРАТОРАМИ 

Пусть дана тройка сепарабельных гильбер-
товых пространств V H VÃ Ã ¢ , где пространс-
тво ¢V  — двойственное к V , а пространство H  
отождествляется со своим двойственным. Оба 
вложения считаем плотными и непрерывными. 
Для t TŒ[0, ]  на u v V, Œ  определено семейство 
полуторалинейных форм l t u v( , , ) . Предполо-
жим, что для всех u v V, Œ  функция t l t u vÆ ( , , )  
измерима на [0, ]T  и выполнены оценки: 

 | ( , , ) | ,1l t u v M u vV V£ � � � �  (1)

  
Re l t u u u uH V( , , )

( 0, > 0).

2 2+ ≥
≥

l d
l d

� � � �
 (2)

Форма l t u v( , , )  порождает линейный огра-
ниченный оператор L( ) :t V VÆ ¢  такой, что 
l t u v t u v( , , ) = ( ( ) , )L .  Под выражением ( , )z v  
понимается значение функционала z VŒ ¢  на 
элементе v VŒ . Если z HŒ , то, в силу отож-
дествления H H∫ ¢ , выражение ( , )z v  совпа-
дает со скалярным произведением элементов в 
пространстве H  [1]. Из (1) для u VŒ  следует 
оценка � � � �L( ) 1t u M uV V¢ £ . Из измеримости 

функции t l t u vÆ ( , , )  следует, что функция 
t t u VÆ Œ ¢L( )  слабо измерима по Лебегу. Так 
как пространство ¢V  сепарабельно, то (см., 
например, [2, гл. 4]) эта функция измерима по 
Бохнеру.

В пространстве ¢V  рассмотрим задачу 

  ¢ +u t t u t f t u u( ) ( ) ( ) = ( ), (0) = .0L  (3)

Производные функций в работе понимаются в 
обобщенном смысле (см., например, [3]). Если 
в задаче (3) u H0 Œ  и функция f L T VŒ ¢2(0, ; ) , 
то (см., например, [3] и [4]) задача (1) имеет 
единственное решение u t( )  такое,  что 
u L T V C T HŒ «2(0, ; ) ([0, ], ) ,  ¢ Œ ¢u L T V2(0, ; ) , 
удовлетворяются начальное условие и почти 
всюду на [0, ]T  уравнение (1).

В [5, с.212] замечено, что подобная раз-
решимость задачи типа (3) для нестацио-
нарных уравнений Навье—Стокса имеет 
место и в более общем случае, когда фун-
к ц и я  f L T H L T V XŒ + ¢1 2(0, ; ) (0, ; ) = ,  т о 
есть f t f t f t( ) = ( ) ( )1 2+ ,  где f L T H1 1(0, ; )Œ  и 
f L T V2 2(0, , )Œ ¢ .

Покажем, что аналогичное обобщение име-
ет место для параболических уравнений 
типа (3).

Теорема 1.  Пусть форма l t u v( , , )  удовлет-
воряет перечисленным выше условиям, элемент 
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u H0 Œ  и функция f XŒ . Тогда задача (3) име-
ет единственное решение u t( )  такое, что 
u L T V C T HŒ «2(0, ; ) ([0, ], )  и ¢ Œu X . Удовлет-
воряются начальное условие и почти всюду на 
[0, ]T  уравнение (3).

Доказательство. Единственность решения 
u t( )  у с т а н а в л и в а е т с я  к а к  и  в  с л у ч а е 
f L T VŒ ¢2(0, , )  [4, с. 111].

Перейдем к доказательству существования 
решения задачи (3). Пусть { } =1ji i

•  — полная 
линейно независимая система элементов в про-
странстве V . Заметим, что система элементов 
{ } =1ji i

•  полна также и в пространствах H  и ¢V . 
Определим подпространство V Vm Ã  как линей-
ную оболочку элементов { } =1ji i

m . Определим на 
[0, ]T  функцию t u t Vm mÆ Œ( )  как решение 
задачи 

  ( ( ), ) ( , ( ), ) = ( ( ), ),¢ +u t l t u t f tm i m i ij j j  (4)

где i m= 1, , а элемент u P u Vm m m(0) = 0 Œ , где 
Pm  — ортогональный проектор в пространс-
тве H  на V Hm Ã . Задача (6) очевидным 
образом сводится к задаче Коши для системы 
m  линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка и имеет единственное реше-
ние u tm( ) .

Установим для u tm( )  некоторые априорные 
оценки. Из (4) следует тождество 

  
( ( ), ( )) ( , ( ), ( ))

( ( ), ( )).
¢ + =

=
u t u t l t u t u t

f t u t
m m m m

m

 (5)

Возьмем от (5) удвоенную вещественную 
часть и оценим, воспользовавшись (1), (2) и 
условием f t f t f t( ) = ( ) ( )1 2+ , где f L T H1 1(0, ; )Œ  
и f L T V2 2(0, , )Œ ¢ . 

  
d
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Отсюда следует оценка 
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Из (6) выделим оценку 
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которой воспользуемся для оценки производ-
ной 
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Последнюю оценку интегрируем от 0 до t T£ . 
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Отсюда следует оценка 
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Очевидно,  что � � � �P u um H H

0 0£  и,  кроме 
того, так как система { } =1ji i

•  полна в H , то 
� �P u um H

0 0 0- Æ  при m Æ • . Таким обра-
зом, 
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0( ) ( , , , , ).
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Вернемся к оценке (6) и проинтегрируем ее 
от 0 до t . 
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Из последней оценки и (7) получим 
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Следовательно, 

  
0

2
2

0( ) ( , , , , ).
T

m Vu t dt K T u fÚ £� � l d  (8)

Из оценки (8) следует, что последователь-
ность функций { ( )}u tm  ограничена в пространс-

Слабая разрешимость задачи Kоши для параболического уравнения и среднеквадратичная сходимость ...
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тве L T V2(0, ; ) . Тогда существует подпоследова-
тельность { ( )}u tm , слабо сходящаяся к элементу 
z L T VŒ 2(0, ; ) . Остается обосновать, что функ-
ция z t( )  является решением задачи (3) и обла-
дает необходимой гладкостью. Соответствующие 
подобные рассуждения проводятся в [4, гл. 3, 
§ 1], а также в [5, гл. 3, § 1]. �

Решения задач типа (3), существование 
которых обусловлено теоремой 1, далее называ-
ются слабыми решениями.   

2. УРАВНЕНИЯ С СИММЕТРИЧНОЙ 
ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ 

Пусть на u v V, Œ  для t TŒ[0, ]  задано семейс-
тво полуторалинейных форм a t u v( , , )  таких, что 
функция t a t u vÆ ( , , )  измерима на [0, ]T , 

 a t u v a t v u u v V( , , ) = ( , , ) ( , ),Œ  (9)

где черта над выражением означает комплекс-
ное сопряжение, и выполняются оценки 

  | ( , , ) | ( , ),1a t u v M u v u v VV V£ Œ� � � �  (10)

  a t u u u u VV( , , ) ( > 0, ).2≥ Œd d� �  (11)

Форма a t u v( , , )  определяет оператор A t V V( ) : Æ ¢  
такой, что 

  ( ( ) , ) = ( , , ) ( , ).A t u v a t u v u v VŒ
Предположим, что почти при всех t TŒ[0, ]  

определен линейный оператор B t H V( ) : Æ ¢  
такой, что 

  � � � �B t u M u u HV H( ) ( ).2¢ £ Œ  (12)

Считаем, что функция t B t u VÆ Œ ¢( ) , где 
u HŒ , измерима на [0, ]T .

В пространстве ¢V  на [0, ]T  рассмотрим за-
дачу 

¢ + +u t A t u t B t u t f t u u( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), (0) = ,0  (13)

Покажем, что задача (13) сводится к задаче 
(3) с оператором L( ) = ( ) ( )t A t B t+ . Определим 
для этого форму 

    l t u v a t u v B t u v u v V( , , ) ( , , ) ( ( ) , ) ( , ),= + Œ  (14)

В силу (10), (12) и непрерывного вложения 
V HÃ  получим 

  
| ( , , ) |

,
1

2

l t u v M u v
M u v M u v

V V

H V V V

£ +
+ £

� � � �

� � � � � � � �
 (15)

то есть выполняется (1). Кроме того, 
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a t u u B t u u

u
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≥ -- -

� � � �
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 (16)

то есть выполняется и (2).
Замечание 1. Вместо предположения (12) от 

оператора B t( )  можно потребовать выполнения 
условия, часто равносильного в приложениях, 
что  почти при всех  t TŒ[0, ]  оператор 
B t V H( ) : Æ  такой, что 

  � � � �B t u M u u VH V( ) ( ).2£ Œ
Очевидно, что и в этом случае выполняется, как 
(15), так и (16).

Следствие 1. Пусть выполнены условия 
(10)—(12), элемент u H0 Œ  и функция f XŒ . 
Тогда задача (13) имеет единственное решение 
u t( )  такое, что u L T V C T HŒ «2(0, ; ) ([0, ], )  и 

¢ Œu X . Удовлетворяются начальное условие и 
почти всюду на [0, ]T  уравнение (13).   

3. СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ 
СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ГАЛЕРКИНА 

Далее рассматриваем задачу (13) в условиях 
следствия 1. Сформулируем приближенную 
задачу.

Через Vh  , где параметр h > 0  , обозначим 
конечномерное подпространство пространства 
V . Рассмотрим задачу определения функции 
u th( )  со значениями в Vh  такую, что для всех 
v Vh hŒ  и почти при всех t TŒ[0, ]  выполняется 

    
( ( ), ) ( , ( ), ) ( ( ) ( ), )

( ( ), ), ( )

¢ + + =

= =

u t v a t u t v B t u t v

f t v u
h h h h h h

h h 0 uuh
0,

 (17)

где элемент u Vh h
0 Œ  считаем заданным. Очевид-

но, задача (17) имеет единственное решение.
Обратим внимание,  что для случая 

f L T VŒ ¢2(0, ; )  среднеквадратичная сходи-
мость полудискретного метода Галеркина (17) 
исследовалась в [7]. В данной же работе пред-
полагается f XŒ .

Приведем некоторые вспомогательные фак-
ты, необходимые далее. Определим простран ство 
Vh ¢ , задав на элементах u Vh hŒ  двойственную 
норму � �u u vh Vh

h h'= | ( , ) |sup , где точная верх-
няя граница берется по всем элементам v Vh hŒ  с 
� �vh V = 1 . Очевидно, что � � � �u uh Vh h V¢ ¢£ . Пусть 
Ph  — ортогональный проектор в пространстве 
H  на V Hh Ã . В [6] показано, что оператор Ph  
допускает расширение по непрерывности до 
оператора P V Vh h: ¢ Æ ¢  и для u VŒ ¢  справед-
лива оценка � � � �P u uh Vh V¢ ¢£ .Отметим также для 
u VŒ ¢  и v HŒ  соотношение ( , ) = ( , )P u v u P vh h , 
которое получается соответствующим предель-
ным переходом.

В таком случае, задача (17) равносильна в 
пространстве Vh  задаче 

В. В. Смагин
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¢ + + =

=

u t P A t u t P B t u t P f t

u u
h h h h h h

h h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) .0 0
 (18)

Обозначим через A th( )  сужение на Vh  опе-
ратора P A th ( ) . Тогда из соотношения 

  ( ( ) , ) = ( , , ) ( , )A t u v a t u v u v Vh h h h h h h hŒ
и свойств формы a t u v( , , )  следует относительно 
скалярного произведения в пространстве H  
самосопряженность и положительная опреде-
ленность оператора A t V Vh h h( ) : Æ .

Приведем две леммы из [7].
Лемма 1.  Пусть выполнены условия (9)—

(11). Тогда для любых u Vh hŒ  и t TŒ[0, ]  выпол-
няются оценки: 

  d � � � � � �u A t u M uh V h h H h V
2 1/2 2

1
2( ) ,£ £  (19)

d � � � � � �A t u u M A t uh h H h Vh h h H
-

¢
-£ £1/2 2

1
1/2 2( ) 2 ( ) .  (20)

Лемма 2.  Предположим, что в уравнении 
(18) функция P f t L T Vh h( ) (0, ; )2Œ ¢  и выполняют-
ся (9)—(11). Дополнительно предположим, что 
функция t a t u vÆ ( , , )  абсолютно непрерывна 
на [0, ]T  и почти всюду на [0, ]T  выполняется 
оценка 

      
∂
∂

£ Œ
t
a t u v M u v u v VV V( , , ) ( , ).2 � � � �  (21)

Тогда для решения u th( )  задачи (18) спра-
ведлива оценка 
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Определим для t TŒ[0, ]  гильбертовы про-
странства 

  V t u v V u v a t u vV t( ) { , | ( , ) ( , , )}.( )= Œ =

Из (19) и (20) следует эквивалентность 
норм пространств V  и V t( ) , равномерная по 
t TŒ[0, ] . 

  d - £ £ Œ1/2
( ) 1

1/2 ( ).� � � � � �u u M u u VV V t V

Обозначим через Q th( )  ортогональный про-
ектор в пространстве V t( )  на Vh . Заметим, что 

    a t u v a t Q t u v u V v Vh h h h h( , , ) ( , ( ) , ) ( , ).= Œ Œ  (23)

Из (23) следует полезное соотношение 

  P A t u P A t Q t u u Vh h h( ) = ( ) ( ) ( ).Œ  (24)

Теорема 2. Пусть для задачи (13) выполне-
ны требования следствия 1, а также (21). 
Пусть u t( )  — слабое решение задачи (13), а 

u th( )  — решение задачи (18). Тогда справедлива 
оценка 

0

2

0

2

1

( ) ( ) ( ( ) ( )

( )[
£ £

¢

-

- + - +

+

Út T
h h Vh

T

h H

h h

P u t u t u t u t

A t P

max � � � �

� ¢¢ - ¢ £

- + -¢ Ú
u t u t dt

M P u u I Q t u t d

h H

h h Vh

T

h H

( ) ( )] )

[ ( )] ( )

2

0 0 2

0

2

�

� � � � tt{ } .

 (25)

Доказательство. К уравнению (13) приме-
ним оператор Ph . При этом заметим, что 
P u t P u th h¢ ¢( ) = [ ( )] . 

   [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P u t P A t u t P B t u t P f th h h h¢ + + =  (26)

Вычтем из (26) тождество (18). Полученное 
равенство преобразуем к виду 

     

[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

( )[ ( ) ( )]

P u t u t P A t P u t u t

P B t P u t u t
h h h h h

h h h

- ¢ + - +

+ - ==

= - + -P A t P I u t P B t P I u th h h h( )( ) ( ) ( )( ) ( ).

 (27)

В тождестве (27) правая часть принадлежит 
пространству L T Vh2(0, ; )¢ . Тогда из (27) и (22) 
следует оценка 

  

0

2

0

2

0

1
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( ) ( )

£ £
¢
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+ - +Ú
Ú

t T
h h Vh
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T
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0

1

t P u t u t dt
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A t P

h h H

h h Vh

T

h h
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+

¢
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�

� �

� AA t P I u t dt
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h H

T

h h h H

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) .

2

0

1 2

- +

+ - }Ú -

�

� �

 (28)

Свойство (24) позволяет установить оцен-
ку 

0

1 2

0

2

T

h h h H

T

h h H

A t P A t P I u t dt

P Q t u t dt

Ú
Ú

- - =

= - £

� �

� �

( ) ( )( ) ( )

[ ( )] ( )
00

2T

h HI Q t u t dtÚ -� �[ ( )] ( ) .

Воспользовавшись непрерывным вложением 
V HÃ  и оценками (19), (20) и (12), получим 

  

� �

� �
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Таким образом, установлена оценка 

  0

1 2

1
1 3

2

0

( ) ( )( ) ( )

[ ( )] (

T

h h h H

T

h

A t P B t P I u t dt

c M M I Q t u

Ú
Ú

-

-

- £

£ -

� �

�d tt dtH) .2�

Из (28), полученных оценок слагаемых в 
правой части (28), неравенства треугольника 
для норм и аппроксимационного свойства ор-
топроектора Ph  следует оценка (25). �

Покажем эффективность установленной 
оценки (25).

Определим для оператора A t( ) , порожден-
ного формой a t u v( , , ) , множество 

  D A t v V A t v H[ ( )] = { | ( ) }.Œ Œ  (29)

Операторы A t( )  в пространстве H  являются 
самосопряженными и положительно опреде-
ленными операторами с областями опреде-
ления (29), где D A t V[ ( )] Ã . Кроме того, для 
самосопряженных положительно определенных 
операторов A t1/2( )  области их определения 
D A t V[ ( )] =1/2  (см., например, [8] и [9]). Оче-
видно, что � � � �u A t uV t H( )

1/2= ( )  для всех u VŒ .
Лемма 3.  Пусть выполнены условия (9)—

(11). Тогда для u VŒ  и t TŒ[0, ]  справедливы 
оценки: 

      
� � � �

� �

[ ( )] [ ( )]

( ) ,

1/2
( )

1/2
1
1/2

I Q t u I Q t u

M I Q u
h V h V t

h V

- £ - £

£ -

-

-

d

d
 (30)

      
� �

� � � �

[ ( )]

( ) ( ) ( ) .1
1

I Q t u

M I Q A t I Q u
h H

h H V h V

- £

£ - --
Æ

 (31)

Оценка (30) следует из (19) и свойства ор-
тогональной проекции, как элемента наилуч-
шей аппроксимации. Оценка (31) установлена 
в [10].

Предположим теперь, что задана последова-
тельность { }Vh  конечномерных подпространств, 
предельно плотная в V , т.е. � �( ) 0I Q vh V- Æ  
при h Æ 0  для любого v VŒ , где Qh  — орто-
проектор в пространстве V  на Vh .

Следствие 2.  Пусть выполнены условия те-
оремы 2 и последовательность подпространств 
{ }Vh  предельно плотна в V . Пусть u t( )  — сла-
бое решение задачи (13), а u th( )  — решение за-
дачи (18). Предположим, что � �P u uh h V

0 0 0- Æ¢  
при h Æ 0  (например, u P uh h

0 0= ). Тогда при 
h Æ 0  

0

2

0 0 2

0

2

( ) ( )

( ) ( ) 0

T

h H

h h V

T

V

u t u t dt

M P u u I Q u t dt

Ú
Ú

- £

£ - + -{ } Æ¢

� �

� � � � ..
 (32)

 Доказательство. Прежде всего заметим, 
что 

  � � � �P u u P u uh h Vh h h V
0 0 0 0 .- £ -¢ ¢  (33)

Теперь (32) следует из (25), (30) и непрерыв-
ного вложения V HÃ . �

Оценка (25) позволяет получать и числовые 
характеристики скорости сходимости.

Пусть существует гильбертово пространства 
E VÃ  такое, что D A t E V[ ( )] Ã Ã  и для всех 
u D A tŒ [ ( )]  и t TŒ[0, ]  выполняется типичная 
для эллиптических операторов оценка 

  � � � �u A t u u D A tE H£ Œa ( ) ( [ ( )]),  (34)

где a > 0 . Например, если параболическое 
уравнение в области W  определено равномерно 
эллиптическим дифференциальным оператором 
второго порядка и краевым условием Дирихле, 
то рассматриваем пространства: H L= ( )2 W , 
V W= ( )2

1
0

W , ¢ -V W= ( )2
1 W , E W W= ( ) ( ).2

2
2
1

0

W W«  
Если же на границе области W  задается ус-
ловие Неймана, то пространства следующие: 
H L= ( )2 W , V W= ( )2

1 W , E W= ( )2
2 W .

Пусть подпространства Vh  обладают следу-
ющим аппроксимационным свойством 

  � � � �( ) ( ),I Q u ch u u Eh V E- £ Œ  (35)

типичным для подпространств типа конечных 
элементов (см. например, [11]). Из (34) и (35) 
получим 

  � �( ) ( ) .1I Q A t c hh H V- £-
Æ a  (36)

Следствие 3.  Пусть выполнены условия 
теоремы 2. Пусть подпространства Vh  облада-
ют свойством (35), а для операторов A t( )  вы-
полняется требование (34). Тогда в случае 
слабого решения u t( )  задачи (13) справедлива 
оценка 

  0

2

0 0 2 2

0

2

( ) ( )

{ ( ) }.

T

h H

h h V

T

V

u t u t dt

M P u u h u t dt

Ú
Ú

- £

£ - +¢

� �

� � � �
 (37)

Если же решение u t( )  задачи (13) такое, что 
u L T EŒ 2(0, ; ), то оценка следующая 

  0

2

0 0 2 4

0

2

( ) ( )

{ ( ) }.

T

h H

h h V

T

E

u t u t dt

M P u u h u t dt

Ú
Ú

- £

£ - +¢

� �

� � � �
 (38)

Доказательство оценок (37) и (38) следует 
из оценок (25), (33), (31), (35) и (36). �

В. В. Смагин
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