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Аннотация. Рассматривается распределение пластической зоны вблизи круглого отверстия 
в бесконечной пластине из трансверсально-изотропного материала. Отверстие нагружено 
крутящими усилиями, рассматриваются два случая нагружения нормальными усилиями: по 
внутренней границе плоскости или на бесконечности. Условие текучести для трансверсально-
изотропного материала линеаризовано методом малого параметра, который характеризует 
анизотропию материала.

Ключевые слова: пластичность, трансверсально-изотропный материал, плоско напряжен-
ное состояние, малый параметр.

Abstract. The article studies the spreading of plastic zone near the round hole in an endless 
plate of transversal-isotropic material. The hole is loaded with spinning boosters. We deal with two 
cases of loading of normal boosters: along the internal border of plane or on endlessness. The fluid-
ity condition for transversal-isotropic material is linearised by the small parameter method, which 
characterizes the material anisotropy.

Keywords: plasticity, transversal-isotropic material, flat-strained state, small parameter.

1. Рассматривается напряженное состояние 
вблизи отверстия радиуса R в плоскости из не-
сжимаемого трансверсально-изотропного мате-
риала. К отверстию приложено нормальное рав-
номерное давление q  и касательные усилия t .

При упругом деформировании упругий по-
тенциал трансверсально-изотропного материа-
ла принимает вид [1]
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здесь r  — коэффициент анизотропии, равный 
отношению деформации по ширине к деформа-
ции по толщине при растяжении образцов.

С учетом формул Грина закон Гука для по-
тенциала (1) имеет вид
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При осесимметричном напряженном состо-
янии решение упругой задачи с учетом гранич-
ных условий будет
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здесь r  — радиальная координата, отнесенная 
к радиусу отверстия R.

При некоторых значениях нагрузок на внут-
ренней поверхности возникает пластическое 
течение.

При растяжении тонкой пластины напря-
женное состояние в пластической зоне, по ана-
логии с изотропным материалом [2], [3], удов-
летворяет условию
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k  — предел текучести при сдвиге.
Согласно экспериментальным данным, при-

мем за малый параметр d  коэффициент 

1
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1
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+ r
, тогда условие пластичности (4) за-

пишется в виде 

 s ds1 2 2- = k.  (5)

В полярной системе координат главные на-
пряжения определяются по формулам:
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С учетом соотношения (6) условие пластич-
ности (5) запишется в компонентах тензора 
напряжений
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Учитывая допустимые значения s sr q,  и 
d , условие (7) после элементарных преобразо-
ваний может быть записано следующим обра-
зом
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Для определения напряжений используется 
метод возмущений [4], при котором напряже-
ния представляются в виде рядов по степеням 
малого параметра
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Уравнение равновесия при осесимметрич-
ном состоянии имеет вид
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Из второго уравнения системы (10) получа-
ем, что t rq  с учетом граничных условий равно

 t t rrq = ◊ -2.  (11)

Для определения нормальных напряжений 
необходимо решать систему, состоящую из пер-
вого уравнения системы (10) и условия теку-
чести (5).

1.1 Подставив (9) в (8) и приравнивая члены 
при одинаковых степенях d , для нулевого при-
ближения получаем

 ( )( ) .s s tr q rq
0 0 0 22 2 0- - - =k k  (12)

В качестве нулевого приближения прини-
мается напряженное состояние изотропной 
пластины ( ).d = 0  

Определим напряжения в пластической зоне 
R s£ £r r , где rs  — радиус упруго-пластичес-
кой границы. В этом случае соотношение (12) 
с учетом (11) устанавливает зависимость sq
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здесь и далее индексом «P» отмечаются значе-
ния напряжений в пластической области.

Система уравнений (10) и (13) определяет 
напряжения в пластической зоне
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Константу C находим из граничных условий 
s r

0P q= -  при r = 1
 C k q= + +t 2 22( ) .  (15)

В упругой области классическое решение 
задачи Коши с учетом отсутствия нагрузок на 
внешней границе пластины выпишется в виде
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здесь и далее индексом «e» отмечаются значения 
напряжений в упругой области.

При r Æ •  все напряжения стремятся к 
нулю. Константы B1  и B2  необходимо опреде-
лить из условий сопряжения напряжений на 
упруго-пластической границе:

 s tr rq
0 0 0ÈÎ ˘̊ = ÈÎ ˘̊ =  при r r= S 0.

Отсюда B2 = t .
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Радиус упруго-пластической границы нахо-
дим с помощью условия (12), которое выпол-
няется для упругих напряжений.
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Из (18) определяется радиус упруго-плас-
тической границы  rS 0
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Соотношение (19) позволяет получить пре-
дельные нагрузки, при которых в изотропной 
плоскости возникает пластическое течение 
вблизи отверстия ( ).rS 0 1=
 q k2 2 24= - t

Очевидно, если t = 0,  то соответствующее 
значение давления q k0 2= ,  т.е. q q0 > .

Наличие касательных напряжений на гра-
нице отверстия приводит к понижению предель-
ного давления.
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1.2 Рассмотрим определение первого при-
ближения напряжений с учетом (11) и третьего 
соотношения (14)

 t rq
( ) .n P = 0  (20)

Уравнение равновесия имеет вид
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Запишем условие текучести, используя (8) 
и (12) для первого приближения 
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Подставляя в (22) соотношение (14), полу-
чим
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Первое приближение напряжений в плас-
тической области определяется из системы (21), 
(23)
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На границе отверстия r = 1  должно выпол-
няться граничное условие s r

1 0= ,  откуда опре-
деляется константа C1.
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Решение в упругой области запишется ана-
логично (3):
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Константы C2 и C 3   находим из условия 
сопряжения на упруго-пластической границе, 
которую зададим в виде r r drS S S= +0 1,  при 
этом должны выполняться условия сопряжения 
[4]:
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Из последнего условия сопряжения получа-
ем C 3 0= ,  то есть  t rq

1 0e = .
Используя первые два условия сопряжения, 

получим
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и условие для определения rS1
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Из последнего соотношения очевидно, что 
rS1 0< ,  т.е. при наличии анизотропии, харак-
теризующейся параметром d > 0,  радиус упру-
го-пластической зоны уменьшается по сравне-
нию с изотропной пластиной.

2. Рассмотрим бесконечную пластину, рас-
тянутую усилиями P  с отверстием, нагружен-
ным сдвиговыми усилиями t . Пластина изго-
товлена из трансверсально-изотропного мате-
риала, описываемого соотношением (1), (2) в 
упругой области и условием текучести (4) в 
пластической области.

2.1. Упругое состояние изотропной пласти-
ны можно принять в качестве нулевого реше-
ния

s
r

s
r

t t
rr q rq

0
2

0
2

0
21

1
1

1e p e p e= -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=, , .  (30)

Если вблизи отверстия возникает пласти-
ческое состояние, то учитывая уравнение (12), 
решение в этой зоне имеет вид
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В упругой области при r rS 0 £ £ •  упругое 
решение с учетом граничных условий на беско-
нечности запишется в виде
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Используя условие сопряжения контактных 
напряжений на упруго-пластической границе, 
определяется:

Учет анизотропии при плоском упруго-пластическом  деформировании листовых материалов
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Упругое решение на упруго-пластической 
границе должно удовлетворять условию теку-
чести (12), из чего следует:
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Соотношения (33), (34) определяют радиус 
упруго-пластической зоны rS 0 :
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Если положить rS 0 1=  (начало пластичес-
кого течения на контуре), получим соотношение 
для предельных нагрузок изотропной пласти-
ны
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Из соотношения (36) следует, что с увели-
чением t  уменьшается предельное значение 
растягивающей нагрузки.

2.2 Первое приближение определяется из 
уравнений (21) и (22). Подставляя в условие 
(22) соотношения (31), получим условие теку-
чести в виде
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Система уравнений (21) и (37) дает решение 
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Константа C1  определяется из граничных 
условий s r

1 0P =  при r = 1 : 
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Решение в упругой области для первого 
приближения запишется аналогично (26):
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Константа B  определяется из условия со-
пряжения напряжений (27), подставляя най-
денные решения, получим:
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Н а  у п р у г о - п л а с т и ч е с к о й  г р а н и ц е 
r r dr= +S S0 1  упругое решение должно удов-
летворять условию текучести

 ( )( ) .s s tr q rq- - - =2 2 02k k  (42)

Раскладывая напряжения в ряд по малому 
параметру, снося их значения на окружность 
r r= S 0 , получим условие текучести, которому 
должны удовлетворять упругие напряжения на 
упруго-пластической границе:
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при r r= S 0 .
Из (32), (40), (43) определяется rS1 :
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Это уравнение позволяет определить радиус 
упруго-пластической границы в трансверсаль-
но-изотропной плоскости используя (28), (35) 
и (41).

Рассмотренные задачи показывают, что на-
личие касательных нагрузок на границе отвер-
стия в тонкой пластине приводит к уменьшению 
предельного значения растягивающей нагруз-
ки, приложенной к границе отверстия или на 
бесконечности. Учет анизотропии изменяет 
радиус упруго-пластической области по срав-
нению с изотропной плоскостью. Оценка этого 
эффекта зависит от параметра анизотропии и 
величины приложенных усилий.
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