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О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ 
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Аннотация. Работа посвящена изучению ряда компонент решения системы уравнений, 
описывающей малые колебания экспоненциально стратифицированной и равномерно враща-
ющейся жидкости в декартовой системе координат ( , , )x x x1 2 3 , жестко связанной с вращающей-
ся жидкостью. Жидкость стратифицирована вдоль оси Ox3 , совпадающей с осью вращения: 
r b0 3 32( ) exp( ),x A x= -  где b > 0  — параметр стратификации. Построена асимптотика при t Æ +•  
одной из компонент решения.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, системы, переменные коэффициенты, 
существование решения, асимптотическое поведение.

Abstract. This article is devoted to studying a number of components of solution of the system 
of partial differential equations. The system of equations describes the small fluctuations of the 
exponentially stratified and uniformly rotating fluid in the Cartesian system of coordinates ( , , )x x x1 2 3  
rigidly connected with the rotating fluid.  The fluid is stratified along the axis Ox3  coinciding with 
the axis of rotation: r b0 3 32( ) exp( ),x A x= -   where b > 0  is a parameter of stratification. The 
asymptotics of one of the components of the solution is constructed.

Keywords: differential equations, systems of differential equations, variable coefficients, 
existence of solution, asymptotic behavior.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе изучается двумерное движение 
стратифицированной жидкости, то есть такое, 
которое описывается функциями, не зависящи-
ми от одной из пространственных переменных, 
x1  или x2  (для определенности — от x2 ). Рас-
смотрение двумерного движения в рамках ука-
занной модели жидкости приводит к системе 
линеаризованных уравнений Эйлера (см. [1])
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где x x t1 3 0 0 0 0Œ > > =R, , ; ( , , )a a  — вектор 
Кориолиса; w b0

2 2= g  — квадрат частоты Вей-
сяля—Брента, p  — динамическое давление, 

r0 3( )x  — плотность жидкости в невозмущенном 
состоянии.

С помощью замены s r b= =- -p x A p x
0
1

3
1 2 3( ) e  

приходим к системе уравнений
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Будем решать (2) со следующими началь-
ными и граничными условиями:
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Замечание. В силу условия соленоидаль-
ности задаваемого четвертым уравнением сис-
темы, с компонентами вектора скорости частиц © Е.Н. Свиридова, 2009
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V V V V= { }1 2 3, ,  можно связать функцию тока 
y y= ( )x x t1 3, ,  следующим соотношением: 

V V
x x1 3

3 1

, ,{ } = ∂
∂

- ∂
∂

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

y y
. Этим соотношением 

обусловлено граничное условие.
Предполагается, что функция y x t,( )  удов-

летворяет следующим условиям
Условие 1. При некотором d > 0  равномер-

н о  п о  x1 ŒR  с п р а в е д л и в а  о ц е н к а 
y dx t c t, exp( ) £ -( ) , t Æ +• .

Условие 2. В L1 0R ¥ •( )( );  существуют сле-
дующие производные функции y( , )x t1 : 
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Условие 4. Функция y x t,( ) финитна: 
y x t,( ) = 0  при t N> .
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  r  
б у д е м  о б о з н а ч а т ь  с т а н д а р т н ы е  н о р -
мы в соответствующих пространствах 
L L L W2

3
2

2
2 2 0( ), ( ), ( ( ) ( , ))R R R  + ¥ •r , где W2

r( )R  
— пространство Соболева—Слободецкого с ин-
дексом r  на R .

В работе [2] доказано существование 
решения задачи (2), (3), получены оценки 
для норм компонент решения и их производ-
ных, входящих в систему, в пространствах 
L L W2

2
2 2 0( ), ( ( ) ( , ))R R+ ¥ • r , выполнена провер-

ка начальных и граничных условий. В частнос-
ти, доказано, что компонента V x t3 ,( )  решения

имеет при x3 0>  представление

V x x t x F L h s ss x t3 1 3 3
1 1

1 3( , , ) exp ( , , )= ( ) È
Î

˘
˚Æ

-
Æ

-b gg
� , (5) 

где
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причем y g yg
�( , ) ( , )s L F x tt x s1 11 1

= [ ]ÈÎ ˘̊
Æ Æ , LtÆg  — 

преобразование Лапласа (с учётом начальных 
условий) и Fx s1 1Æ  — частичное преобразование 
Фурье. Доказано также выполнение следующей 
оценки
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аналогичным образом, с использованием 
свойств преобразования Фурье по переменной 

x : 
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� �( , ) ( , ) , k = 1 3, , 

и свертки по переменной t :  D f gk *( ) =  
D f g f D gk k= *( ) = *( ) , и равенства Парсеваля, 

на основе утверждений из [3], получены оцен-
ки нормы (4) остальных компонент решения и 
их производных, входящих в систему.

В настоящей работе исследовано асимпто-
тическое поведение t Æ •  компоненты реше-
ния V x t3 ,( ) . Доказана следующая теорема

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1, 2, 
3, 4. Тогда при t Æ +•  для компоненты V x t3 ,( )  
решения задачи (2), (3) справедливо следующее 
асимптотическое представление
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Асимптотика компоненты решения V x, t3 ( )  
при t Æ •

Перепишем представление (5) компоненты 
V x t3 ,( )  решения задачи (2), (3) при x3 0>  в 
виде
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где
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В силу условия 2 справедливо представле-
ние
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С помощью замены s1 = l qcos , s3
2 2+ =b l qsin  

в представлении (10), приходим к равенству 
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При выполнении условия 1 из представления 
(8) следует, что для оценки поведения при 
t Æ +•  функции V x t3 ,( )  достаточно получить 
соответствующие оценки для интегралов (11).

Доказательство теоремы 1 основано на изу-
чении асимптотического поведения при t Æ •
интегралов (11), которое будет проведено 
ниже.
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Устроим на 0 5; .0[ ]p  разбиение единицы:

 
h q h q h q p1 2 1 0 0 5

1 2

( ) + ( ) = ( ) Œ [ ]( )
=

•, ; . ,

, ,
k C

k

 

h q
q p
q p

h q
q p
q p

1

2

1 6
0 3

1 3
0 6

( ) =
£
≥

Ï
Ì
Ó

( ) =
≥
£

Ï
Ì
Ó

, /
, /

;

, /
, /

.

Таким образом, требуется изучить асимпто-
тики следующих интегралов
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Нами будет использовано следующее ут-

верждение (см.[4], стр.103):
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Пусть функция 
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S xm( ) ( ) π0 0 , m ≥ 2 . Тогда при l Æ •
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Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 2. 
Тогда для интеграла B x tn , , 0( )  (при n = 4 ) 
справедливо при t Æ +•  следующее асимпто-
тическое представление

 B x t O tn , , 0 3( ) = ( )- , (13)
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п р и ч е м  о ц е н к а  O t -( )3  р а в н о м е р н а  п о 
x x N3 30: < < < < •e .

Докажем сначала несколько вспомогатель-
ных лемм.

Лемма 1. Пусть n = 4 . Справедливо равенс-
тво Hn q

q
( ) =

=0
0.

Доказательство. Подынтегральная функция 
в представлении (12) непрерывна, интеграл 
Hn q( )  абсолютно сходится и является непре-
рывной функцией (по теореме о предельном 
переходе под знаком интеграла Лебега). При 
q Æ 0  промежутки интегрирования в (12) стре-
мятся к нулю. Следовательно, Hn 0 0( ) = . 

Лемма 2. Пусть n = 4 . Справедливы равен-
ства
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Доказательство .  С помощью замены 
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H

ix x

4

1
2 6

3
2 22 1

m

x m m m x bb

b

( ) =

= +
Ê

Ë
Á
Á

ˆ

¯
˜
˜

- -È
Î

˘
˚ -( )

-•

- +•

Ú Ú
exp / cos

mm x x
x x

2 2 2
4

1 -( ) +( )
d .

Интеграл 
d
d

H
m 4  абсолютно сходится за счет 
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Дальнейшее доказательство проводится 
аналогично, путем непосредственного диффе-
ренцирования. В частности, можно установить, 
что четвертая производная допускает представ-
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Теорема 3. Пусть выполнены условия 1, 2. 
Тогда для интеграла B x tn , , /p 2( )  (при 
n = 2 3 4, , ) справедливо при t Æ +•  следующее 
асимптотическое представление:
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равномерна по 
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Доказательство. Рассмотрим представления 
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Проинтегрируем Rn q( )  по частям один раз. 
Внеинтегральные подстановки обратятся в 
ноль. В итоге имеем
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Для нахождения асимптотик интегралов 
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B x R t t b x tn n
� 7

3
2 2

0
2 2 3

724 0 5= - -( ) ( ) ( ) + ( )- - -a w p a. cos , ;

B x Q t t b x tn n
� 8

3
2 1 2

0
2 2 4

8144 0 5= -( ) ( ) ( ) + ( )- - - -a a w p a. sin , ;

 

B
Q

x
t t

x

x

n
n� 9

3
2 2

0
2 2

2

2 1 5
1

3
2 2

48 0 5

72 2

=
- ( )

-( )
( ) +

+

-a p

a w
a

b pa

a

.
sin

.

--( )
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

+ ( )-

w

p a
0
2 2 5 1

2 5
94.

.sin , ;I t t b x t

 

B
R

x
t t

x

x

n
n�10

3
2 2

0
2 2

2

2 1 5
1

3
2 2

24 0 5

36 2

=
( )
-( )

( ) -

-

-a p

a w
a

b pa

a

.
sin

.

--( )
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

+ ( )-

w

p a
0
2 2 5 2

2 5
104.

.sin , ,I t t b x t

где 

I x x

x

1 3
2 2 2

3
2 2

1

3
2

= +
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ -( ) -( ) +Ê

ËÁ

+ -

-•

- +•
-

-

Ú Ú
b

b

l b l l b

l

sin

cos bb l l2 2( ) )- d ,

I x x d2 3
2 2 2

3
2 2

1

= +
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ -( ) -( )

-•

- +•
-

-

Ú Ú
b

b

l b l l b lsin ,

 b x t x x O t8 1 3
3 4 5, .( ) = ( )- -  ,

 b x t x x O t jj , , ,.( ) = ( ) =- -
1 3

3 3 5 5 7 ;

  b x t x x O t jj , , , , ,( ) = ( ) =- -
1 3

3 3 1 4 9 10 ,

причем оценки O t -( )a  равномерны по 
x x N3 30: < < < < •e .

Суммируя полученные результаты и учиты-
вая представление (14), получаем (16).

Доказательство теоремы 1. Восполь-
зуемся результатами, доказанными в [5], 
стр. 58 и перенесем оценку (16) на свертку 
y( , ) ,

,
x t B x t

x t n1
1

* ( )
( )

. 

П р и  n = 4  д л я  B x tn ,( )  и м е е м 
B x t cx t x x O tn , .( ) = + ( )- - -

1
2 5

1 3
3 3 ,
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c
t

x
=

-( )
-( )

¥

¥ +
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

-•

- +•

Ú Ú

3 4

2

2

2 1 5

1 5
3
2 2

0
2 1 5

b a p a

p a w

b

b

.

. .

sin /

ssin cos
.

x

x

x
d

3
2 2

2
3

2 2

3
2 2

2

l b

l l b

l b

l
l

-( )
-( ) -

-( )Ê

Ë

Á
Á

ˆ

¯

˜
˜

   (19)

Рассмотрим свертку

 

B x x t x t

c x y t y

n x t

t

1 3 1

1 1
0

2 5

1

1

, , ,

,

,

.

( ) * ( ) =

= -( ) -( ) ( )
( )

-•

•
-ÚÚ

y

t y t dd dy

x x y O t y d dy
t

t

t y t t

1

3
3

1 1
0

3

1 1

+

+ - -( ) ( )-

-•

•
-ÚÚ , .

Проведем оценки получившихся интегра-
лов, учитывая условия 3 и 4.

 

J c x y t y d dy

c x y t

t

N

1 1 1
0

5
2

1 1

1 1
0

5

= -( ) -( ) ( ) =

= -( )

ÚÚ

ÚÚ

-•

•
-

-•

•
-

t y t t,

22
1 11 + ( )( ) ( )O t y d dyt y t t/ , ;

 J ct x y y d dy1 1

5
2

1 1
0

1 1, ,= -( ) ( )-
•

-•

•

ÚÚ y t t ,

 

J ct x y y c d dy

ct c N x y

N

1 2

7
2

1 1
0

1 1 1

7
2

1 1 1
0

, ,£ - ( ) £

£ -

-

-•

•

-
•

-•

•

ÚÚ

Ú

y t t t

ÚÚ ( ) < •y t ty d dy1 1, ,

(интегралы сходятся в силу условия 3).

 

J x y O t y d dy

x y O t

t

t

2 1 1
0

3

1 1

1 1
0

3

= - -( ) ( ) =

= - -( )

ÚÚ

ÚÚ

-•

•
-

-•

•
-

t y t t

t y

,

yy dy d1 1, .t t( )
Оценим внутренний интеграл с помощью 

неравенства Питре (см. [6], c.31).

 

x y y dy y x y dy

y x y d

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 11

- ( ) = -( ) £

£ +( ) -( )
-•

•

-•

•

Ú Úy t y t

y t

, ,

, yy

x x y x y dy

x z z

1

1 1 1 1 1 1

1

1 1

1 1

-•

•

-•

•

Ú

Ú

£

£ +( ) + -( ) -( ) £

£ +( ) +( )

y t

y t

,

,(( ) < •
-•

•

Ú dz .

Тогда 

J c t x z z dz d

c
t t

N

2 2

3

1
0

2
3

1 1

1

£ - +( ) +( ) ( )Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

£

£ -

-

-•

•

ÚÚ t y t t

t

,

--

-•

•

+( ) +( ) ( )Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

£

£
+( )

+(

ÚÚ
3

1
0

2 1
3

1 1

8 1
1

x z z dz d

c x

t
z

N

y t t,

)) ( )
-•

••

ÚÚ y t tz dzd, .
0

Складывая оценки для интегралов J1  и J 2 , по-
лучаем

 

B x x t x t

ct x y y d dy

n x t1 3 1

2 5
1 1

0
1

1

, , ,

,

,

.

( ) * ( ) =

= -( ) ( )
( )

-
•

-•

•

ÚÚ

y

y t t 11

1 3
3 3

0

1 1

+

+ +( ) +( ) ( )Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
- -

-•

••

ÚÚx x t O z z dzdy t t, ,

константа c , определенная в (19), равномерна 
по x x N3 30: < < < < •e .

Отсюда, с учетом (5) и (8), получаем пред-
ставление (7) теоремы 1.

В дальнейшем будут получены асимптоти-
ческие представления для остальных компонент 
решения задачи (2), (3).
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