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Аннотация. В статье приводится обобщение классической теоремы М.А. Красносель-
ского о бифуркации для уравнений с уплотняющими операторами в бесконечномерном 
пространстве.

Ключевые слова: бифуркация, решение операторного уравнения, уплотняющий оператор.
Abstract. The article provides a generalization of classical bifurcation M.A. Krasnosel’skii 

theorem for the equations with condensing operators in infinite-dimensional space.
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ВВЕДЕНИЕ 

Работа посвящена исследованию оператор-
ного уравнения 

 x x x= ( , ) ( , )Y Fe e e+     (1)

на наличие двух и более решений при малых e . 
Здесь операторы 

 Y : [0,1]E E¥ Æ  и F : [0,1] ,E E¥ Æ
где E  — бесконечномерное банахово простран-
ство, k -раз непрерывно дифференцируемы. 
Также предполагается, что 

(А) Оператор Y  уплотняет с константой 
q < 1  по совокупности переменных x  и e  отно-
сительно меры некомпактности Хаусдорфа, а 
оператор F  уплотняет по совокупности пере-
менных x  и e  относительно меры некомпакт-
ности Хаусдорфа с некоторой константой q1 ; 
параметр e  изменяется на таком промежут-
ке, что q q   < 11+ e .

Напомним, что оператор F  называется уп-
лотняющим по совокупности переменных от-
ностительно меры некомпактности Хаусдорфа 
с константой q < 1 , если 

 c c( ([0,1] )) ( ),F q¥ £W W
где q < 1 , а c  — мера некомпактности Хаусдор-
фа (см. [1]).

В статье приведены условия, при которых 
e = 0  является точкой бифуркации уравнения 
(1). То есть при e = 0  уравнение (1) имеет изо-
лированное решение x0 , а при близких к нулю, 
но не равных нулю значениях e  уравнение (1) 
имеет по крайней мере два непрерывно завися-
щих от e  решения, близких к x0 .

Результаты такого исследования для конеч-
номерного случая были опубликованы в работе 
[2]. Главное отличие бесконечномерного случая 
заключается в том, что проекторы Рисса, соот-
ветствующие ветви собственных значений линей-
ной части оператора Y F+ e , сходящейся к 1 при 
e Æ 0 , не будут непрерывны по норме. Поэтому 
в статье используются условия, указанные в [3]. 
Ниже приводятся дополнительные предположе-
ния на линейную часть, обеспечивающие и в 
бесконечномерном просранстве непрерывность 
проекторов Рисса по норме. Таким образом, ре-
зультат из [2] остается верным и в этом случае. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим уравнение 

 x x x= ( , ) ( , ).Y Fe e e+     (2)

Б у д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  ч т о  о п е р а т о р ы 
Y : [0,1]  E E¥ Æ  и F :  [0,1]  E E¥ Æ , где E  — 
бесконечномерное банахово пространство, 
трижды непрерывно дифференцируемы по пе-
ременной x . Операторы Y  и F  удовлетворяют 
условию (A). Пусть уравнение (2) имеет реше-
ние xe , которое представимо в виде: 

  x x xe e w e= ( ),0 1+ +     (3)

 где � �w e e( ) = ( )o . То есть 
  x x xe e ee e e= ( , ) ( , ).Y F+     (4)

 Ниже предполагается, что Y Y Y, ,1 11¢ ¢¢  имеют 
частные производные по e  в точке ( , 0)0x . За-
метим, что при e = 0  точка x0  является реше-
нием уравнения (2): 
  x x0 0= ( , 0).Y

Сделаем замену переменных 

  x x z= .e +     (5)© Лысакова Ю. В., 2009
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Тогда уравнение (2) примет вид 

  
z x z x z

x x
= ( , ) ( , )

( , ) ( , ).
Y F

Y F
e e

e e

e e e
e e e

+ + + -
- -

    (6)

 Значение z = 0  является решением уравнения 
(6) при всех e .

Разложим правую часть уравнения (6) в ряд 
Тейлора в точке z = 0 : 

    

z x z x zz

x zzz x

= ( , )
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 где � � � �W( ) = ( ).3z o z  Разложим ¢¢Y11( , )xe e  по 
первой переменной в ряд Тейлора в окрестнос-
ти точки ( , )0x e . Имеем 

  ¢¢ ¢¢ + ¢¢¢ +Y Y Y11 11 0 111 0 1( , ) = ( , ) ( , ) ( ),x x x xe e e e e a e
где a e( )  — члены более высокого порядка ма-
лости по e . Далее, раскладывая ¢¢Y11 0( , )x e  и 

¢¢¢Y111 0( , )x e  в ряд Тейлора в окрестности точки 
( , 0)0x , получим: 

 
¢¢ ¢¢ + ¢¢¢ +

+ ¢¢¢ +
Y Y Y

Y
11 11 0 112 0

111 0 1

( , ) = ( , 0) ( , 0)
( , 0)

x x x
x x

e e e
e b(( ),e

 (8)

где b e e( ) = ( )o .
Подставляя (8) в (7) получим 
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e

e e 1111( , )) ( , ),x zzz W ze e e+

где � � � �W z o z( , ) = ( ).3e  
Введем новые обозначения: 

 

V x x

C z z x zz

C z
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Имеем 

  
z V z C z z C z

C z C z W z
= + + +

+ + +
( ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ),
e e e
e e e e

Y

Y F

2 2

3 3  (9)

где V( )e  — сильно непрерывный по e  линейный 
оператор, C z zY

2 ( , )и C z2( , )e  — однородные по z  
операторы второго порядка, C zY

3 ( , )e  и C zF
3 ( , )e  

— однородные по z  операторы третьего поряд-
ка, � � � �W z o z( , ) = ( )3e .

Заметим, что из Теоремы 1.5.9 (см. [1]) сле-
дует, что операторы V z C z C z( ) , ( , ), ( , ),2 3e e eY  
C z( , )3 eF  — уплотняющие по совокупности пе-
ременных e  и z  относительно меры некомпак-
тности Хаусдорфа с константой q < 1 , оператор 
C z zY

2 ( , )  уплотняет относительно меры неком-
пактности Хаусдорфа с константой q < 1 .

Предположим, что 1 является простым собс-
твенным значением оператора V(0) . Положим, 
что оператор V( )e  при близких к 0, но не равных 
0 значениях e  не имеет собственных значений, 
равных 1.

Обозначим через m e( )  простое собственное 
значение оператора V( )e , непрерывно завися-
щее от e  и обращающееся в 1 при e = 0.  В силу 
п.п. 2.7.3 и 2.7.14 из [1] такое m e( )  существует 
и единственно при достаточно малых e .

Будем предполагать, что m e( )  представимо 
в виде 

  m e m e e( ) = 1
1
2

(0) ( ).2 2+ ¢¢ + o     (10)

 Такое представление m e( )  связано с работой 
[4] В.С. Луда для дифференциальных уравне-
ний.

Пусть e0  — нормированный собственный 
вектор оператора V(0) , соответствующий собс-
твенному значению, равному 1, а g0  — собствен-
ный вектор оператора V *(0) , сопряженного 
оператору V(0) , соответствующий собственно-
му значению 1 и нормированный условием 

 ( , ) = 1.0 0e g     (11)

Будем также предполагать, что ee  и ge  пред-
ставимы в виде 

  
e e e o
g g g o

e

e

e e
e e

= ( ),
= ( ).

0 1

0 1

+ +
+ +     (12)

Возможность такого представления для ee  и ge  вы-
текает из результатов Г.М. Вайникко (см. [5]).

В дальнейших построениях основную роль 
будут играть числа: 

  
x
x
x

= ( (0, ), ),
= ( (0, ), ),
= ( ( , ), ).

2
0 0

3
0 0

0
1 2

0 0 1

C e g
C e g
C e e g

Y Y

Y

Обобщение теоремы М. А. Красносельского о бифуркации в бесконечномерном случае 
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ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Теорема (Обобщение теоремы М. А. Красно-
сельского). Пусть нелинейный уплотняющий по 
совокупности переменных e  и z  относительно 
меры некомпактности Хаусдорфа с константой 
q<1 оператор U z( )e  допускает представление 

 
U z V z C z z C z

C z C z W z

( ) = ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ),

2 2

3 3

e e e e

e e e e

+ + +

+ + +
Y

Y F

 (13)

где V( )e  — сильно непрерывный по e  линейный 
оператор, C z zY

2 ( , )и C z2( , )e  — однородные по z  
операторы второго порядка, C zY

3 ( , )e  и C zF
3 ( , )e  

— однородные по z  операторы третьего поряд-
ка, W z o z( , ) = ( )3e � � .

Пусть 1 — простое собственное значение 
оператора V(0) , которому соответствует 
нормированный вектор e0 . Пусть 1 не является 
собственным значением операторов V( )e  при 
близких к 0 и отличных от 0 значениях e . Пусть 
g0  — собственный вектор сопряженного опера-
тора V *(0) , удовлетворяющий условию (11).

Пусть выполнено условие 

  C e PEY
2

0( , )n Œ  для любых n ŒE,
где P  — проектор Рисса оператора V(0) , отве-
чающий единичному собственному значению. 
Пусть числа x x x, , 0

1
Y  отличны от нуля. Пусть 

оператор V z*( )e  уплотняет по совокупности 
переменных e  и z  относительно меры неком-
пактности Хаусдорфа с константой q < 1 .

Тогда можно указать такие положительные 
числа r0  и d0 , что справедливы следующие ут-
верждения: 

10 . При e = 0  уравнение 

 z U z= (0)     (14)

не имеет в шаре � �z r< 0  ненулевых решений. 
20 . Если xY > 0 , то 
(a) уравнение (14) имеет в шаре z r< 0  ровно 

два непрерывно зависящих от e  ненулевых ре-

шения z1( )e  и z2( )e , если ¢¢ Œ -•
+Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

m
x x

x
(0)  ,

( )
2

0
1 2

Y

; 

решения удовлетворяют условиям: 

  
sign z g sign z g

sign

( ( ), ) ( ( ), )

( )
1 0 2 0

0
1

e e

x x

= =

= - +
    (15)

если ¢¢ Œ
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ˆ
¯̃

m
x x

x
(0) 0,

( )
2

0
1 2

Y

; 

  sign z g sign z g( ( ), ) = ( ( ), )1 0 2 0e e-     (16)

если ¢¢ Œ -•m (0) ( , 0) ; 
(b) уравнение (14) не имеет ненулевых реше-

ний в шаре z r  0< , если ¢¢ Œ
+

•
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

m
x x

x
(0)

( )
2

, .0
1 2

Y

 

30 . Если xY < 0 , то 
(a) уравнение (14) имеет в шаре z r< 0  ровно 

два непрерывно зависящих от e  ненулевых ре-

шения z1( )e  и z2( )e , если ¢¢ Œ
+

•
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

m
x x

x
(0)  

( )
2

,0
1 2

Y

;  

решения удовлетворяют условиям: 

sign z g sign z g sign( ( ), ) ( ( ), ) ( ),1 0 2 0 0
1e e x x= = +  (17)

 если ¢¢ Œ
+Ê
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ˆ
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m
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x
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2

, 00
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Y

;  

  sign z g sign z g( ( ), ) = ( ( ), ),1 0 2 0e e-     (18)

 если ¢¢ Œ •m (0) (0, ) ; 
(b) уравнение (14) не имеет ненулевых реше-

ний в шаре z r< 0 , если ¢¢ Œ -•
+Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

m
x x

x
(0) ,

( )
2

.0
1 2

Y

Пример, иллюстрирующий данный резуль-
тат, приведен в [2]. 
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