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Аннотация. В настоящей работе устанавливается существование траекторных и глобальных 
аттракторов аппроксимаций автономной трехмерной системы Навье—Стокса и доказывается 
сходимость траекторных и глобальных аттракторов аппроксимации соответственно к траек-
торному и глобальному аттракторам системы Навье—Стокса в смысле полуотклонений в не-
которых метрических пространствах.
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Abstract. In the present paper the existence of trajectory and global attractors of approximations 
of the autonomous three-dimensional Navier—Stokes equations is stated as well as their convergence 
to the trajectory and the global attractors of the Navier—Stokes equations, respectively, in the sence 
of Hausdorff distance in certain metric spaces.
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ВВЕДЕНИЕ

Двумерная система Навье—Стокса — это 
одна из первых задач математической физики, 
для которых понятия конечномерных динами-
ческих систем были перенесены на бесконечно-
мерный случай.

Поскольку в тех функциональных про-
странствах, где имеется решение трехмерной 
системы Навье—Стокса, не установлена его 
единственность, то нельзя построить соответс-
твующую динамическую систему. Однако в 
статьях [1], [2] был предложен другой подход 
к определению глобального аттрактора как 
множества в фазовом пространстве, притягива-
ющего сечения ограниченных множеств функ-
ций, принадлежащих фиксированному про-
странству траекторий. В этом случае для до-
казательства существования глобального ат-
трактора используется понятие траекторного 
аттрактора, состоящего из функций и облада-
ющего определенными притягивающими свойс-
твами.

В работе [1] в качестве пространства траек-
торий для трехмерной системы Навье—Стокса 
берется множество ее слабых решений, удовлет-
воряющих определенному энергетическому 
неравенству, инвариантному относительно 

сдвигов по времени. Методом Галеркина дока-
зывается существование таких решений. Изу-
чаются некоторые свойства пространства тра-
екторий, и в частности доказывается существо-
вание траекторного аттрактора, следствием чего 
является существование глобального аттракто-
ра. В настоящей работе тот же метод применен 
для исследования траекторных и глобальных 
аттракторов системы, аппроксимирующей сис-
тему Навье—Стокса. Кроме того, установлена 
сходимость траекторных и глобальных аттрак-
торов аппроксимаций к соответствующим ат-
тракторам системы Навье—Стокса.

В п. 1 приводятся формулировки основных 
определений и результатов теории траекторных 
аттракторов.

В п. 2 без доказательства приводятся резуль-
таты, касающиеся аттракторов системы На-
вье—Стокса. Они не только будут использованы 
в дальнейшем, но и являются моделью, по ко-
торой изучается аппроксимирующая система.

В п. 3 рассматривается аппроксимирующая 
система, формулируется теорема о существова-
нии ее решений.

В п. 4 устанавливается ряд необходимых 
неравенств.

В п. 5 вводится пространство траекторий для 
аппроксимирующей системы, устанавливаются 
некоторые его свойства. Также устанавливается © Кондратьев С. К., 2009
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возможность применения аппроксимационно-
топологического метода для доказательства 
непустоты пространства траекторий системы 
Навье—Стокса. Доказывается существование 
траекторного и глобального аттракторов ап-
проксимации.

В п. 6 исследуется сходимость аттракторов 
аппроксимации к аттракторам системы На-
вье—Стокса.

1. ТРАЕКТОРНЫЕ И ГЛОБАЛЬНЫЕ 
АТТРАКТОРЫ

Приведем важнейшие определения и ре-
зультаты теории траекторных аттракторов (см. 
[2], [1]), а прежде опишем используемые про-
странства и обозначения.

Пусть E , E0  — банаховы пространства, 
E EÃ 0  (вложение непрерывно); также счита-
ем, что пространство E  рефлексивно.

Банахово пространство L E• +( ; )R  состоит из 
функций, существенно ограниченных на полу-
оси R+  со значениями в пространстве E , и 
норма в этом пространстве определяется обыч-
ным образом: 

 u u t
L EE

t• + ≥
=

( ; ) ess sup ( ) .
�

0

Линейное пространство C E( ; )0R+  состоит 
из непрерывных на полуоси R+  функций, при-
нимающих значения в в пространстве E0 . Схо-
димость в этом пространстве определяется как 
равномерная сходимость на каждом отрезке 
[0, ]M , M > 0 . Топология, описанная с помо-
щью такой сходимости, может быть задана 
метрикой 
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Эта метрика инвариантна относительно сдвигов, 
но функционал ◊

C k E([0, ]; 0 )
 не является нормой, так 

как он не однородный.
Особенно нас будут интересовать функции 

класса C E L E( ; ) ( ; )0R R+ • +« . Можно показать 
(см. [2]), что такие функции принадлежат про-
странству C Ew( ; )R+  функций, слабо непрерыв-
ных на R+  со значениями в E . В частности, 
отсюда следует, что для любой функции 
u C E L EŒ «+ • +( ; ) ( ; )0R R  значения u t( )  прина-
длежат пространству E  при всех t Œ +R .

Аналогичным образом определяются про-
странства L E•( ; )R , C E( ; )0R , отличающиеся от 
рассмотренных тем, что образующие их функ-
ции определены на всей числовой оси; в опре-

делении метрики пространства C E( ; )0R  исполь-
зуются величины u v

C k k E
-

-([ , ]; 0 )
.

Рассмотрим операторы сдвигов T h( ) , каж-
дый из которых функции f  ставит в соответсвие 
функцию T h f( ) , такую что 

 T h f t f t h( ) ( ) = ( ).+  

При h � 0  операторы T h( )  являются линейны-
ми ограниченными на L E• +( ; )R  и линейными 
непрерывными на C E( ; )0R+ , а при произволь-
ных h Œ R  — линейными ограниченными или 
непрерывными соответственно на L E•( ; )R  и 
C E( ; )0R . Легко видеть, что имеет место тождес-
тво T h T h T h h( ) ( ) = ( )1 2 1 2+ , а также что T(0)  — 
тождественный оператор; это позволяет гово-
рить, что семейство { ( ) 0}T h h: �  является по-
лугруппой, которая называется полугруппой 
трансляций.

Ограничение на R+  функции f , определен-
ной на R , будем обозначать P+ f , а ограничение 
на отрезок [0, ]M  функции f , определенной на 
R+ , будем обозначать PM f .

Пусть имеется некоторое автономное эволю-
ционное уравнение вида 

 ∂tu A u= ( ).  (1)

Рассмотрим некоторое семейство решений 
H+  этого уравнения, определенных на R+ . Пока 
нет необходимости уточнять, в каком смысле 
функции из H+  являются решениями. Потре-
буем только, чтобы выполнялось включение 
H+

+ • +Ã «C E L E( ; ) ( ; )0R R , где E , E0  - надле-
жащим образом выбранные пространства, и 
чтобы множество H+  являлось трансляционно 
инвариантным, то есть 

 T t( )H H+ +Ã при t ≥ 0.  

Множество H+  будем называть пространством 
траекторий уравнения (1), а его элементы — 
траекториями.  

О п р е д е л е н и е  1 .  М н о ж е с т в о 
P C E L EÃ «+ • +( ; ) ( ; )0R R  называется притя-
гивающим для пространства траекторий H+  
уравнения (1) в топологии C E( ; )0R+ , если для 
любого ограниченного (в L E• +( ; )R ) множества 
B Ã +H  и для любого числа M � 0  выполнено 
соотношение 

  dist  C M E M MT t B P t([0, ]; 0 )( ( ) , ) 0 ( ).P P Æ Æ +•  (2)

Замечание 1. Очевидно, условие притяги-
вания (2) можно заменить эквивалентным 

 lim sup inf
t u B v P C E

T u v
Æ+• Œ Œ +

-( ) = 0.
( ; 0 )R

(׳2) 

О сходимости траекторных и глобальных аттракторов аппроксимаций автономной трехмерной ...
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Определение 2. Множество U HÃ +  назы-
вается траекторным аттрактором в пространстве 
траекторий H+  относительно топологии 
C E( ; )0R+ , если    

i) U  компактно в C E( ; )0R+  и ограничено в 
L E• +( ; )R ; 

ii) U  строго инвариантно относительно 
{ ( )}T t , то есть 

 T t t( ) = 0;U U  " ≥  

iii) U  является притягивающим множест-
вом в пространстве H+  в топологии C E( ; )0R+ . 

Замечание 2. Если траекторный аттрактор 
U  в H+  существует, то он, очевидно, единствен-
ный.  

Теорема 1. Пусть пространство траекто-
рий H+  трансляционно инвариантно. Предпо-
ложим, что существует притягивающее мно-
жество P  для пространства траекторий H+  
такое, что P Ã +H , причем P  компактно в 
C E( ; )0R+  и ограничено в L E• +( ; )R . Тогда в про-
странстве H+  имеется траекторный аттрак-
тор U Ã P .  

О п р е д е л е н и е  3 .  Ф у н к ц и я 
u C E L EŒ « •( ; ) ( ; )0R R  называется полной тра-
екторией для пространства H+ , если для любо-
го h Œ R  имеем

  P+
+ŒT h u( ) .H

Множество полных траекторий называется 
ядром K H( )+  пространства H+ .  

Теорема 2.  Пусть выполнены условия тео-
ремы 1. Тогда имеет место равенство 

 U K H= ( ).P+
+  

При этом ядро K H( )+  компактно в C E( ; )0R  и 
ограничено в L E•( ; )R .  

Д л я  к а ж д о г о  м н о ж е с т в а  ф у н к ц и й 
B C E L EŒ «+ • +( ; ) ( ; )0R R  определим его сече-
ние B t E( ) Ã  в момент времени t � 0 : 

 B t u t u B( ) = { ( ) }.: Œ  

Определение 4. Множество A Ã E  называ-
ется глобальным аттрактором (в E0 ) для 
пространства траекторий H+ , если    

i) A  компактно в E0  и ограничено в E ; 
ii) для любого ограниченного в L E• +( ; )R  

множества траекторий B Ã +H  выполнено 
свойство притяжения сечений B t( )  к A  при 
t Æ +•  по норме в E0 : 

 dist ( ( ), ) ( );E B t t
0

0A Æ Æ +•   

iii) A  — минимальное множество, удовлет-
воряющее i) и ii), то есть A  содержится в любом 

компактном в E0  и ораниченном в E  притяги-
вающем множестве. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия тео-
ремы 1. Тогда существует глобальный аттрак-
тор (в E0 ) A  для пространства траекторий 
H+ , причем 

 A U K H= (0) ( )(0),∫ +  

где U  — траекторный аттрактор, а K H( )+  
— ядро траекторного пространства H+ .  

Замечание 3. Легко видеть, что A U= ( )t  
для любого t Œ +R . Следовательно, глобальный 
аттрактор A  есть объединение всех значений 
всех траекторий, принадлежащих траекторному 
аттрактору.  

2. ТРАЕКТОРНЫЙ И ГЛОБАЛЬНЫЙ 
АТТРАКТОРЫ СИСТЕМЫ 

НАВЬЕ—СТОКСА

Система уравнений Навье—Стокса имеет 
вид 

 
∂
∂

- +
∂
∂

+ ŒÂv
t

v v
v
x

p f x
i

i
j

i

nD W
=1

3

= ,grad  ;  (3)

 div  v x= 0, .Œ W  (4)

Здесь W  — ограниченная гладкая область в R3 , 
которую будем считать локально-липшицевой, 
f f x t f f f= ( , ) = ( , , )1 2 3  — плотность внешних сил, 
v v x t v v v= ( , ) = ( , , )1 2 3 ,  p p x t p p p= ( , ) = ( , , )1 2 3  
— неизвестные функции (скорость и давление). 
В дальнейшем будем рассматривать только 
автономную систему Навье—Стокса, то есть 
будем считать, что плотность внешних сил f  
не зависит от времени.

В качестве краевого будем рассматривать 
условие прилипания: 

 v | = 0,∂W  (5)

а также снабдим задачу начальным условием 

 v vt| = .=0 0  (6)

Опишем используемые функциональные 
пространства. Пространство H  является замы-
канием в ( ( ))2

3L W  множества V  бесконечно 
дифференцируемых соленоидальных вектор-
ных полей, носители которых лежат в W ; про-
странство V  — замыкание множества V  в 
пространстве ( ( ))1 3H W . Пространство H  гиль-
бертово, скалярное произведение в нем инду-
цируется из ( ( ))2

3L W  и в обоих пространствах 
задается формулой

 ( , ) = ( ( ) ( ) ) ,
=1

3
1/2u v u x v x dx

i
i iÂÚ

W
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норма же в H  равна 

 u u x dx
H

i
i= ( | ( ) | ) .

=1

3
2 1/2ÂÚ

W

 

Норма в пространстве V  определяется следую-
щим образом:

 u u x dx
V

i
i= ( | ( ) | )

=1

3
2 1/2ÂÚ —

W

.  

Норма ◊
V

 и норма, индуцированная из ( ( )1 3H W ) , 
эквивалентны.

Пространство, сопряженное к V , будем 
обозначать V * . Гильбертово пространство H  
отождествляется со своим сопряженным. С 
учетом этого имеют место плотные вложения 
V H VÃ Ã * .

Шкалу пространств, отвечающих гильбер-
товому пространству H , обозначим H s , s Œ R . 
Отметим, что при 0 < 1d �  имеет место компак-
тное вложение H H� -d .

Исключив давление, задачу (3), (4), (5) 
можно записать в операторном виде 

 ¢ + -v Av K v fn ( ) = ,  (7)

где операторы A V V: Æ * , K V V: Æ *  опреде-
ляются формулами 

 

· Ò Œ

· Ò
∂
∂Â Ú

Av u v u u v V

K v u v v
u
x

dx u v
i j

i j
i

j

, = (( , )) ( , ),
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W
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Функция v L M VŒ 2(0, ; )  называется слабым 
решением системы Навье—Стокса, если произ-
водная ¢v  в смысле распределений на [0, ]M  со 
значениями в V *  принадлежит пространству 
L M V1

*(0, ; ) , и равенство (7) выполняется для 
почти всех значений t MŒ(0, ) .

Можно показать, что всякое слабое решение 
является слабо непрерывной функцией со зна-
чениями в H , поэтому для v H0 Œ  имеет смысл 
начальное условие (6).

Следуя [2], приведем основные результаты, 
касающиеся аттрактора системы Навье—Сток-
са. Методом Галеркина доказывается следую-
щая теорема:

Теорема 4. Для произвольных M > 0 , f VŒ * , 
v H0 Œ  задача (7), (6) имеет по крайней мере 
одно слабое решение v  на отрезке [0, ]M , причем 
v L M HŒ •(0, ; ) , и v  удовлетворяет энергети-
ческому неравенству: 

 
1
2

( ) 2 ( ) 2 ( ), .
d
dt

v t v t v t f
H V

+ · Òn �  (8)

Это неравенство следует понимать так: для 
любой функции y Œ •C M[0, ], носитель которой 

содержится в интервале (0, )M , и которая при-
нимает только неотрицательные значения, 
выполнено неравенство 
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£ · Ò

•

•

•

•

•

•

Ú Ú

Ú

1
2

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ), ( ) .

v s s ds v s s ds

v s f s ds

H V
y n y
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Для определения пространства траекторий 
рассматриваются пространства E H=  и 
E H0 = -d . Инвариантная оценка (8) позволяет 
построить инвариантное пространство траекто-
рий.  

Определение 5. Пространство траекто-
рий H+  уравнения (7) состоит из функций 
u L V L HŒ «+ • +2 ( ; ) ( ; )loc R R , таких что при любом 
M > 0  функция PMu  является слабым решени-
ем уравнения (7) на отрезке [0, ]M , которое удов-
летворяет энергетическому неравенству (8).  

М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  в к л ю ч е н и е 
H+

+ • +Ã «C E L E( ; ) ( ; )0R R  действительно име-
ет место, а также что для любой функции v H0 Œ  
существует траектория v Œ +H , такая что 
v v(0) = 0 .

Основной результат о существовании траек-
торного и глобального аттракторов для системы 
Навье—Стокса содержится в следующей теоре-
ме и ее следствии.

Теорема 5. Система уравнений Навье—
Стокса имеет траекторный аттрактор 
U HÃ + . При этом 

 U K H= ( ).P+
+  

Множество U  ограничено в L H• +( ; )R  и ком-
пактно в C H( ; )R+

-d , а множество K H( )+  огра-
ничено в L H•( ; )R  и компактно в C H( ; )R -d .  

Следствие 1. Множество 

 A U K H= (0) = ( )(0)+  

является глобальным аттрактором системы 
(7) в пространстве H -d .  

В доказательстве теоремы 5 важную роль 
играют два утверждения.  

Лемма 15.  Для любой функции u Œ +H  вы-
полнено следующее неравенство: 

 

T t u T t u

T t u C u

L H L V

L V L H

( ) ( )

( )

( ; ) ( , ; )

/ ( , ; * ) ( , ;

• +

•

+ +

+ £

� 2 0 1

4 3 0 1 0 1 ))

,

2

0 0

e

R t

t- +

+ " ≥

a

 

 (9)

где C > 0 , R0 > 0 , a > 0 ; C , a  и R0  не зависят 
от u .  
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Лемма 1. Пусть дана последовательность 
{ }un , ограниченная в L H• +( ; )R . Предположим, 
что для некоторой функции u C H* ( ; )Œ +

-R d  
имеет место предельное соотношение

 в*  ( )  ( ; ).nu u n C H d-
+Æ Æ • �  

Тогда u* Œ +H .  
В дальнейшем мы докажем аналогичные 

утверждения для аппроксимации системы На-
вье—Стокса.

3. АППРОКСИМАЦИЯ СИСТЕМЫ 
НАВЬЕ—СТОКСА

Конвективный член 
i i

j

i

u
v
x=1

3Â
∂
∂

 в системе 

уравнений Навье-Стокса можно заменить вы-

ражением 
i

i
j

i

v
v
x
v=1

3

21 | |Â
∂
∂

+ e
, где e  — некоторый 

положительный параметр ( | |v  — евклидова 
норма). Тогда аппроксимация системы На-
вье—Стокса вместе с краевым условием запи-
шется в виде 

 

∂
∂

- +

∂
∂

+
+ = Œ

= Œ
=

∂

Âv
t

v
u

v
x
v

p f x

v x
v

i

i
j

in
e

D W

W

W

1

3

21
0

| |
grad ,

div , ,
|

 

 
== 0.

 

Для этой системы операторное уравнение в 
L M V2

*(0, ; )  имеет вид: 

 ¢ + -v Av K v fn e( ) = ,  (10)

где оператор K V Ve : Æ *  определяется форму-
лой

 · Ò
+

∂
∂

ŒÂÚK v u
v v

v
u
x

dx u v V
i j

i j i

j
e e
( ), =

1 | |
( , ).

, =1

3

2W
  

Пусть M  — некоторое положительное чис-
ло. Рассмотрим пространство W , состоящее из 
ф у н к ц и й  v L M VŒ 2(0, ; ) ,  т а к и х  ч т о 

¢ Œv L M V2
*(0, ; )  (производная понимается в 

смысле распределений со значениями в V * ). 
О т м е т и м ,  ч т о  и м е е т  м е с т о  в л о ж е н и е 
W C M HÃ ([0, ]; ).

С помощью теории степени Лере—Шаудера 
доказана следующая теорема (см. [3]).  

Теорема 6. Пусть e > 0 , M > 0 . Тогда для 
произвольных f VŒ * , v H0 Œ  существует реше-
ние v WŒ  уравнения (10), удовлетворяющее 
начальному условию v v(0) = 0 .  

Замечание 4. Теорема сформулирована для 
интересующего нас автономного случая, но ос-
тается справедливой, если правая часть уравне-
ния принадлежит пространству L M V2

*(0, ; ) .

4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Настоящий пункт содержит ряд утвержде-
ний технического характера, которые позволят 
доказать существование аттрактора уравнения 
(10).

Пусть M > 0 , и v WŒ  — решение уравне-
ния (10) на отрезке [0, ]M . Получим некоторые 
оценки функции v . Так как рассматриваемое 
решение принадлежит пространству W , то 
d
dt

v L TH|| || (0, )2
1Œ , и почти всюду имеет место 

равенство 

 · ¢ Òv t v t
d
dt

v t
H

( ), ( ) =
1
2

( )
2

 

(см. [3]). Применив обе части уравнения (10) 
к функции v  и учитывая, что 

 · ÒAv t v t v
V

( ), ( ) = ,  · ÒK v t v te( ( )), ( ) = 0  

(по поводу последнего тождества см. [3]), по-
лучаем тождество 

 
при п.в.

2 21
( ) ( ) = , ( ) ,

2
 [0, ].

H V

d
v t v t f v t

dt
t M

n+ · Ò

Œ
 (11)

Оценим правую часть с помощью неравенства 
Юнга:

 · Ò +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

f v t f v t f v t
V V V V, ( ) ( )

1
2

1
( )* *

2 2� �
n

n � � .  

Отсюда получаем оценку 

 
при п.в.

2 2

*

1 2( ) ( ) ,

 [0, ].

H V V

d
v t v t f

dt
t M

n
n

+

Œ

� ��
 (12)

Заменив здесь t  на s  и проинтегрировав 
полученное неравенство по s  от t  до t , где 
0 � � �t t M , получаем неравенство 

v t v v s ds f t
H H

t

V V
( ) ( ) ( )

1
( ).

2 2 2 2
*- + -Út n

n
t

t

�  (13)

Пусть l1  — наименьшее собственное значе-
ние оператора A , тогда имеет место неравенс-
тво 

 v v
V H

2 2 .1� l  (14)

Обозначим a nl= 1 , и перепишем неравенство 
(13) в виде 

С. К. Кондратьев 
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d
dt

v t v t

f v t v t

H V

V V H

( ) ( )

1
( ) ( ) .

2 2

*
2 2

1

2

+

- -( )
a

n
n l

�

�
 

Применив к получившемуся неравенству лемму 
Гронуолла, получаем неравенство 

 

v t e v e

v s v s e ds

f e

H
t

H
t

V H
s

V

( ) ( )

( ) ( )

1

2 2

2

1

2

*
2

a at

t

a

a

t

n l

an

- +

+ -( )Ú �

� tt e-( )at .

 (15)

Сформулируем аналог леммы 1 для аппрок-
симирующей системы.

Теорема 7. Пусть M � 2 , v WŒ  — решение 
уравнения (10) на отрезке [0, ]M . Тогда для 
любого t MŒ -[1, 1]  имеет место неравенство 

 
v v

v C v e

L L

L

t t H t t V

t t V L H

• + +

+ •

-

+ +

+ ¢ £

( , ; ) ( , , )

/ ( , ; * ) ( , ; )

1 2 1

4 3 1 0 1

2 aat R+ 0,
 (16)

где константы C > 0 , R0 > 0 , a > 0  не зависят 
от t , v , M , e .  

Замечание 5. Так как постоянные C , R0 , a  
не зависят от e , то можно считать, что они име-
ют те же значения, что и в неравенстве (9), что 
и будем впредь считать выполненным.  

Для доказательства этой теоремы оценим 
каждое из трех слагаемых в левой части нера-
венства (16)

Лемма 3. Пусть M � 1  и v WŒ  — решение 
уравнения (10) на отрезке [0, ]M . Тогда при всех 
t MŒ[1, ]  имеет место неравенство 

 v v e R
L t T H L H

t

• •

- +
( , ; )

2

(0,1; )

2

1,� a  (17)

где константа R1  не зависит от t , v , M , e .  
Доказательство. Пусть t MŒ[1, ] . Выберем 

произвольные числа t Œ[0,1], s t MŒ[ , ] , тогда 
t � s , и, следовательно, выполняется неравенс-
тво (15) с t , замененным на s . Отбросив третье 
слагаемое в левой части (неотрицательное в 
силу неравенства (14))и умножив обе части на 
e s-a , получаем 

 v s v e f
H H

s
V

( ) ( )
1

.
2 2 ( )

*
2� t

an
a t- - +  

Так как функция s v s
H

� ( )
2

 непрерывна, то 
отсюда 

 v s v e f
H L H

t
V

( )
1

.
2

(0,1; )

2 ( )
*

2�
•

- - +a t

an

Устремив в полученном неравенстве t Æ 0 , а 
затем перейдя к максимуму по s t MŒ[ , ] , полу-

чаем требуемое неравенство c R f
V1 *
2

=
1

an
.■  

Лемма 4.  Пусть M � 2 , v WŒ  — решение 
уравнения (10) на отрезке [0, ]M . Тогда для 
любого t MŒ -[1, 1]  имеет место неравенство 

 
t

t

V L H
tv s ds v e R

+

•

-Ú
+ +

1
2

(0,1; )

2

2( )
1� a

n
a  (18)

с константой R2 > 0 , не зависящей от t , v , 
M , e .  

Доказательство. Выполнены условия леммы 
3. Из оценки (17) следует, что при s t tŒ +[ , 1]  
имеет место неравенство 

 v s v e R
H L H

t( ) .
2

(0,1; )

2

1�
•

- +a  

Умножив обе его части на a ae s  и проинтегри-
ровав по s  от t  до t + 1 , получаем 

 

a

a

a

a a a

t

t

H
s

L H
t

t
t s t

v s e ds

v e ds R e e

+

•

+
- -

Ú

Ú + -

1
2

(0,1; )

2
1

( )
1

( )

( 1)

�

� ;;

 

   a aa a a

t

t

H
s

L H
tv s e ds v R e e

+

•Ú + -
1

2

(0,1; )

2

1( ) ( 1) .�  (19)

Из неравенства (15) получаем 

 

n

a

a

a a a

t

t

V
s

t

t

H
s

H
t t

v s e ds

v s e ds v t e R e e

+

+
+

Ú

Ú + + -

1
2

1
2 2

1
( 1)

( )

( ) ( )

�

� aat( ) .
 

Оценив первый интеграл в правой части с по-
мощью неравенства (19), приходим к неравен-
ству 

 
n

a

a

a a

t

t

V
s

L H
t

v s e ds

v Re e

+

•

Ú
+ + -

1
2

(0,1; )

2

1

( )

( 1) (2 1).

�

�
 

Отсюда 

 t

t

V
e

t

t

V
s

L H
t

v s ds e v s e ds

v e R

+
-

+

•

-

Ú Ú
+ +

1
2

1
2

(0,1; )

2

1

( ) ( )

1

� �

�

a a

aa
n

◊◊ -2 1
.

ea

n

Обозначив R R
e

2 1=
2 1◊ -a

n
, получаем требуе-

мое неравенство. ■
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Лемма 5. Пусть M � 1 , v WŒ  — решение 
уравнения (10) на отрезке [0, ]M . Тогда для 
любого t MŒ -[0, 1]  имеет место неравенство 

 ¢ +
+ •

-v C v e R
L t t V L H

t

4/3( , 1; * ) 1 (0,1; )

2

3� a  (20)

с константами C1 > 0 , R3 > 0 , не зависящими 
от t , v , T .  

Доказательство. Воспользуемся известным 
неравенством 

 K u c u u u V
V H V

( ) .*
1/2 3/2� " Œ

(см. [2]). Очевидно, что K u K u
V Ve( ) ( )* *� , 

поэтому с помощью неравенств (17), (18) полу-
чаем 
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С помощью этой оценки получаем: 
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 Отсюда следует требуемая оценка. ■
Замечание 6. Аналогичное неравенство 

можно было бы получить и для нормы произ-
водной в пространстве L T V2

*(0, ; ) , но такая 
оценка нам не понадобится.  

Теорема 7 следует из лемм 3, 4, 5.
Сформулируем еще одну лемму.
Лемма 6. Пусть M � 1 , и P WÃ  — семей-

ство решений уравнения (10) для разных, вооб-
ще говоря, значений параметра e . Тогда мно-
жества { (0) }v v P

H
: ŒŒ  и { (0,1; ) }v H v P

L•
Œ:  

ограничены одновременно.  

Доказательство. Так как решения уравнения 
(10) принадлежат пространству C M H([0, ]; ) , то 
очевидно, что из ограниченности множества 
{ }

(0,1; )
v v P

L H•
Œ:  следует ограниченность мно-

жества { (0) }v v P
H

: Œ . Из неравенства (13) при 
t = 0  следует, что 

 v t v f t
H H V

( ) (0)
1

.
2 2

*
2� +

n
 

Это неравенство показывает, что ограничен-
ность множества { (0) }v v P

H
: Œ  влечет огра-

ниченность множества { }
(0,1; )

v v P
L H•

Œ: . 

5. ТРАЕКТОРНЫЙ И ГЛОБАЛЬНЫЙ 
АТТРАКТОРЫ АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ 

СИСТЕМЫ

Определение 6. Пространство траекторий 
He

+  уравнения (10) состоит из функций 
u C H L HŒ «+

-
• +( ; ) ( ; )R Rd , таких что при лю-

бом M > 0  функция PMu  является решением 
уравнения (10) на отрезке [0, ]M .  

Для траекторий из теоремы 7 получаем 
следствие:  

Следствие 2. Для любой функции v Œ +He  при 
любом t � 1  выполнено неравенство 

T t v T t v T t v

C v

L H L V L V

L

( ) ( ) ( )

(0,1

(0,1; ) 2(0,1), 4/3(0,1; * )•

•

+ + ¢ �

� ;; )
2 ,0H e Rt- +a

 (21)

З а м е ч а н и е  7 .  В к л ю ч е н и е 
He

d+
+

-
• +Ã «C H L H( ; ) ( ; )R R  и м е е т  м е с т о . 

Действительно, функции из W  непрерыв-
ны со значениями в H , поэтому включе-
ние He

d+
+

-Ã C H( ; )R  очевидно; включение 
He

+
• +Ã L H( ; )R  следует из леммы 25 и оценки 

(21).
Замечание 8. Так как рассматривается ав-

тономное уравнение, то ясно, что пространство 
траекторий He

+  трансляционно инвариантно.  
Далее нам будет нужна одна лемма о ком-

пактности.
Пусть E , Y  — банаховы пространства, 

E YÃ . Для M > 0  и p > 1  рассмотрим про-
странство W M E Yp•, (0, , , ) , состоящее из функ-
ций y Œ •L M E(0, ; ) , таких что ¢ Œy L M Yp(0, ; )  
(производная понимается в смысле распреде-
лений из пространства ¢D M Y(0, ; ) ); норма в 
этом пространстве определяется следующим 
образом: 

y y y
W Ep

M

Y

p
p

s M s ds
•

Œ + ¢
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃Ú,
0

1/

= { [0, ]} ( ) .ess sup :  
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Лемма 7. Предположим, что E E Y� 0 Ã . 
Тогда следующее вложение компактно: 

 W M E Y C M Ep•, 0(0, , , ) ([0, ]; ).�   

Замечание 9. Легко видеть, что множество 
P  компактно в C E( ; )0R+  тогда и только тогда, 
когда множество PMP  компактно в C M E([0, ]; )0  
при каждом M > 0 . Это позволяет пользовать-
ся леммой 7 для доказательста компактности 
множество в пространстве C E( ; )0R+ .  

Для дальнейшего исследования пространс-
тва траекторий He

+  нам потребуется следующая 
лемма технического характера.  

Л е м м а  8 .  П у с т ь  { } (0, ; )1
*v L M Vn Ã , 

v L M VŒ 1
*(0, ; ) , и пусть 

v t x v t xn( , ) ( , )Æ  при почти всех ( , ) [0, ].x t MŒ ¥W  

Тогда 

 K v K vnke e( ) ( )Æ  в L M V1
*(0, ; ).
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где c  — постоянная, не зависящая только от 
области; отсюда 
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Очевидно, что подынтегральная функция огра-
ничена и сходится к 0 при почти всех 
( , ) [0, ]x t MŒ ¥W , поэтому по теореме Лебега 

 K v K v nn M VLe e( ) ( ) ) 0 ( ),
1(0, ; *- Æ Æ •  

что и требовалось. ■
Замечание 10. Для любой функции v H0 Œ  

существует траектория v Œ +H , такая что 
v v(0) = 0 . Действительно, пусть un  — решение 

уравнения (10) на отрезке [0, ]n  с начальным 
условием u vn(0) = 0  (n = 1,2,…), и пусть 
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Очевидно, члены последовательности { }�un  при-
надлежат C H L H( ; ) ( ; )R R+

-
• +«d , а из из лем-

мы 6 следует, что эта последовательность 
�un

VL• (0,1; * )
 ограничена.

Заметим, что последовательность { }�un  отно-
сительно компактна в C H( ; )R+

-d . Действитель-
но, из способа построения ее членов и оценки 
(16) следует, что для любого M � 2  последова-
тельности { }

(0, ; )
�un M HL•

 и { }
4/3(0, ; * )

�¢un M VL
 огра-

ничены, а тогда с помощью леммы 7 получаем, 
что последовательность { }PM nu�  относительно 
компактна в C M H([0, ]; )-d . В силу произволь-
ности M  отсюда следует относительная ком-
пактность последовательности { }�un , которую 
поэтому без ограничения общности считаем 
сходящейся (в C H( ; )R+

-d ) к некоторой функ-
ции v .

 Пусть M � 2 . Из оценки (16) следует, что 
без ограничения общности можно считать, что
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Из леммы 8 следует, что при сделанных пред-
положениях 

 в *
1( ) ( ) (0, ; ).nK u K v L M Ve eÆ�  

и, следовательно, в смысле распределений. Ли-
нейный оператор A  слабо непрерывен, поэтому 
также без ограничения общности считаем, что 
A u A vM n MP P� Æ  слабо в L M V2(0, ; )  а, следова-
тельно, и в смысле распределений. Переходя к 
пределу в смысле распределений в равенстве 

 P P PM n M n M nu A u K u f� � �¢ + -n e( ) = ,  

убеждаемся, что PMv  — решение уравнения 
(10) на отрезке [0, ]M . В силу произвольности 
M  отсюда следует, что v Œ +He .

 При t = 0  получаем сходимость �u vn(0) (0)Æ  
в H -d . Но при всех n  имеем �u u vn(0) = (0) = 0 , 
поэтому v v(0) = 0 . Таким образом, v  — искомая 
траектория.  

Докажем важное утверждение о замкнуто-
сти пространства траекторий He

+ .  
Лемма 9. Пусть дана последовательность 

{ }un Ã +He , ограниченная в L H• +( ; )R . Пред-
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положим, что для некоторой функции 
u C H* ( ; )Œ +

-R d  имеет место предельное соот-
ношение 

 u u nn Æ Æ •* ( )  в C H( ; ).� +
-d  

Тогда u* Œ +He .  
Доказательство. Зафиксируем число M � 2 . 

Из оценки (16) следует, что без ограничения 
общности можно считать, что 
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сильно в
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Из леммы 8 следует 

 * *
1( ) ( ) (0, ; ).nK u K u L M Ve eÆ в  

и, следовательно, в смысле распределений. В 
силу слабой непрерывности линейного опера-
тора A  без ограничения общности считаем, что 
Au Aun Æ *  слабо в L M V2(0, ; )  а, следовательно, 
и в смысле распределений. Переходя к пределу 
в смысле распределений в равенстве 

 ¢ + -u Au K u fn n nn e( ) = ,  

убеждаемся, что u*  — решение уравнения (10) 
на отрезке [0, ]M . В силу произвольности M  
отсюда следует, что u* Œ +He . ■

Теперь можно перейти к доказательству 
существования аттрактора уравнения (10). 
Рассмотрим множество 
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Очевидно, что множество P0  ограничено в 
L H• +( ; )R . Также оно относительно компакнто в 
C H( ; )R+

-d . Это вытекает из того, что при любом 
M > 0  множество PMP0  относительно компактно 
в C M H([0, ]; )-d  (что следует из леммы 7).

Обозначим P 0  замыкание множества P  в 
пространстве C H( ; )R+

-d , тогда множество P 0  
компактно в C H( ; )R+

-d  и ограничено в L H• +( ; )R
. Действительно, если u PŒ 0 , то для некоторой 
последовательности { } 0u Pn Ã  имеем u un Æ  в 
C H( ; )R+

-d . Последовательность { }un  ограни-
чена в L H• +( ; )R , поэтому без ограничения об-
щности u un Æ  * -слабо в L H• +( ; )R . Отсюда 

 u u R
L H

n
n L H• + Æ• • +( ; ) ( ; ) 02 .

R R
� �lim

Теорема 8. При любом e > 0  уравнение (10) 
имеет траекторный аттрактор U He eÃ + . При 
этом 

 U K He e= ( ).P+
+  

Множество Ue  ограничено в L H• +( ; )R  и ком-
пактно в C H( ; )R+

-d , а множество K H( )e
+  огра-

ничено в L H•( ; )R  и компактно в C H( ; )R -d .  
Доказательство. Покажем, что множество 

P0 « +He  компактно в C H( ; )R+
-d , ограничено в 

L H• +( ; )R  и является притягивающим для про-
странства He

+ , тогда доказываемое утверждение 
непосредственно следует из теорем 1, 2.

Будучи подмножеством P0 , множество 
P0 « +He  относительно компактно в C H( ; )R+

-d  
и ограничено в L H• +( ; )R . Чтобы доказать его 
компактность, нужно убедиться в его замкну-
тости.  Пусть { } 0u Pn Ã « +He  и  u un Æ *  в 
C H( ; )R+

-d . Из леммы 34 следует, что u* Œ +He . 
Покажем, что u P*

0Œ .
Зафиксируем h > 0 . Последовательность 

{ }un  ограничена в в L H• +( ; )R , поэтому благо-
даря оценке (21) без ограничения общности 
можно считать, что 
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Отсюда следует неравенство 
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 для почти всех h > 0 . Таким образом, при поч-
ти всех h > 0  имеем 

 u u R
L h h H L h h V

*

( , 1; )

*

4/3( , 1; * ) 0( ) 2
• + +

+ ¢ �  

откуда вытекает вытекает принадлежность фун-
кции u*  множеству P0 . Компактность множес-
тва P0 « +He  доказана.

Легко видеть, что множество P0 « +He  яв-
ляется поглощающим для He

+ . Действитель-
но, пусть множество B Ã +He  ограничено в 
L H• +( ; )R , то есть u R

L H• +( ; )R
�  для некоторого 

R > 0  и всех u BŒ . Выберем число t1  так, что 
RCe R Rt- +g 1

0 02� , тогда при любом t t� 1  в 
силу оценки (21) получаем неравенство 

 T t u T t u R
L H L V

( ) ( ) 2 .
(0,1; ) 4/3(0,1; * ) 0

•
+ ¢ �  

Следовательно, T t u P( ) 0Œ , то есть T t B P( ) 0Ã  
при t t� 1 . В силу же инвариантности траектор-
ного пространства имеем T t B( ) Ã +He  при всех 
t � 0 . Таким образом, множество P0 « +He  дейс-
твительно является поглощающим.

С. К. Кондратьев 
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Мы установили, что P0 « +He  — поглощаю-
щее (притягивающее) множество, компактное 
в C H( ; )R+

-d  и ограниченное в L H• +( ; )R , а 
этого достаточно для доказательства теоремы. 
■

Следствие 3. Множество 

 A U K He e e= (0) = ( )(0)+  

является глобальным аттрактором уравнения 
(10) в пространстве H -d .  

Замечание 11. Из доказательства теоремы 
и теоремы 5 следует включение U He eÃ « +P0

. В частности, отсюда вытекает, что при любом 
e > 0  траекторный аттрактор Ue  содержится в 
множестве P0  и тем более в множестве P 0 , кото-
рое будет играть роль в дальнейшем. Дословное 
повторение доказательства теоремы для системы 
Навье—Стокса приводит к тому, что ее траектор-
ный аттрактор U  также содержится в множестве 
P0  и, следовательно, в множестве P 0 .  

6. СХОДИМОСТЬ АТТРАКТОРОВ

В настоящем пункте устанавливается, что 
траекторные и глобальные аттракторы аппрок-
симирующей системы в определенном смысле 
сходятся к аттрактору системы Навье—Стокса 
при e Æ 0 .

Сначала докажем лемму о сходимости реше-
ний аппроксимирующей системы к решению 
системы Навье—Стокса.  

Лемма 10. Пусть M � 2 , en > 0 , 
n

n
Æ•

lime = 0 , 

функция vn  — решение уравнения (10) на от-
резке [0, ]M  при e e= n ; пусть последователь-
ность { }vn  ограничена в L M H•(0, ; )  и 

 ([0, ]; ).nv v C M H d-Æ в

Тогда v  — слабое решение системы Навье—
Стокса на отрезке [0, ]M , и v  удовлетворяет 
неравенству (8).  

Доказательство. Покажем, что v  — слабое 
решение системы Навье—Стокса. В силу оцен-
ки (16) последовательность { }vn  ограничена в 
L M V2(0, ; ) , поэтому без ограничения общности 
можно считать, что 
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В [3] показано, что при сделанных предполо-
жениях 

 в смысле распределений( ) ( ) .nn
K v K ve Æ

Так как линейный оператор слабо непрерывен, 
то также без ограничения общности считаем, 
что Av Avn Æ  слабо в L M V2(0, ; )  а, следова-
тельно, и в смысле распределений. Переходя к 
пределу в смысле распределений в равенстве 

 ¢ + -v Av K v fn n n nn e ( ) = ,  

убеждаемся, что v  — решение уравнения (7).
Докажем выполнение оценки (8). Рассмот-

рим произвольную функцию y Œ •C M[0, ] , 
носитель которой содержится в интервале 
(0, )M , и которая принимает только неотрица-
тельные значения.

Каждая из функций vn  удовлетворяет тож-
деству (11), то есть 

  
1
2

( ) ( ) = , ( )
2 2d

ds
v s v s f v sn H n V n+ · Òn  (22)

 при почти всех s MŒ[0, ] . Умножив обе части 
равенства (22) скалярно в L M2(0, )  на y  и про-
интегрировав по частям первое слагаемое в 
левой части, получаем 
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Из неравенства 
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следует, что v vn H H
Æ  сильно в L M2(0, ) , и, 

без ограничения общности, v s v sn H H
( ) ( )Æ  

при почти всех s MŒ[0, ] . Проинтегрировав 
(22), получаем 

  

1
2

( ) ( )

1
2

(0) , ( )

1
2

2

0

2

2

0

(

v t v s ds

v f v s ds

v

n H

t

n V

n H

t

n

n L

+

+ · Ò

Ú

Ú

•

n �

� �

�
00, ; )

2

0

*
2 21

2
1

( ) ,
M H

t

V Vf v s ds+ +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Ú n

n � �

откуда 

 v t v f Mn H n L M H V
( )

1
,

2

(0, ; )

2
*

2�
•

+
n

 

Из этого неравенства и ограниченности последо-
вательности { }

(0, ; )
vn L M H•

 следует, что последова-

тельность { ( ) ( )}
2v s sn H

¢y  равномерно ограничена 
на отрезке [0, ]M , поэтому по теореме Лебега 
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Далее, заметим, что v vn y yÆ  (n Æ • ) 
слабо в L M V2(0, ; ) , поэтому 

 
0

2

0

2
( ) ( ) ( ) ( )

M

n V
n

M

n V
v s s ds v s s dsÚ Ú

Æ•
y y� lim  (25)

В силу слабой сходимости последователь-
ности vn  в L M V2(0, ; )  следует, что 

 
n

M

n

M

nf v s s ds f v s s ds
Æ• Ú Ú· Ò · Òlim
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Перейдя в (23) к пределу при n Æ •  с уче-
том (24), (25), (26) получаем 
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то есть требуемую оценку. 
Следствие 4. Пусть en > 0 , lim

n nÆ•
e = 0 , 

vn n
Œ +He ; пусть последовательность { }vn  огра-

ничена в L H• +( ; )R  и

  ( ; ).nv v C H d-
+Æ Rв

Тогда v Œ +H .  
Замечание 12. Доказанная лемма уста-

навливает существование слабых решений 
системы Навье—Стокса, удовлетворяющих 
оценке (8), аппроксимационно-топологичес-
ким методом (так как этим методом в [3] дока-
зывается разрешимость аппроксимационных 
уравнений), то есть фактически дублируется 
соответствующий результат работы [1], полу-
ченный методом Галеркина. Условие M � 2  
не является существенным: модифицировав 
оценку (16) лемму можно доказать для любо-
го M > 0 . С помощью доказанной леммы и ее 
следствия нетрудно установить (без использо-
вания метода Галеркина) и существование в 
пространстве H+  траектории, выходящей из 
любой точки v H0 Œ .  

Рассмотрим вопрос о приближении к аттрак-
тору системы Навье—Стокса аттракторов ап-
проксимирующих уравнений. Напомним, что 
если A , B  — некоторые множества в метричес-
ком пространстве ( , )X r , то полуотклонением 
A  от B  называется число 

 h A B a b
a A b B

( , ) = ( , ).
Œ Œ

sup infr  

Справедливо следующее утверждение.  

Теорема 9. Имеет место предельное соот-
ношение 

 h
C H( ; )

( , ) 0 ( 0),
R+

- Æ Æd e eU U

где h
C H( ; )R+

-d  — полуотклонение в пространстве 

C H( ; )R+
-d .  

Доказательство. Предположим, что доказы-
ваемое соотношение неверно. Тогда найдутся 
число � > 0  и последовательность en Æ 0 , 
такие что 

 h
C H n( ; )

( , ) > .
R+

-d eU U �  

Из последнего неравенства в свою очередь сле-
дует, что найдутся un n

Œ Ue , такие что 

  dist
C H nu

( ; )
( , )

R
�

+
-d U �  (27)

(здесь dist
C H( ; )R+

-d  обозначает расстояние от точ-
ки до множества в пространстве C H( ; )R+

-d ).
Так как U K He en n

= ( )P+
+ , то найдутся фун-

кции �un n
Œ +K H( )e , такие что u un n= P+ � .

Все функции вида { ( ) }P+T t u�  ( t Œ R , 
�u Œ +K H( )e ) принадлежат соответствующим 
траекторным аттракторам и, следовательно, 
содержатся в компактном (в C H( ; )R+

-d ) мно-
жестве P 0 , рассмотренном в п. 5 (см. замеча-
ние 11). Поэтому можно построить последова-
тельности { }( )�un

k  (k = 1,0,1, 2,- …) следующим 
образом: положим � �u un n

( 1) =-  и по индукции в 
качестве { }( )�un

k  выберем такую подпоследова-
тельность последовательности { }( 1)�un

k- , что 

 ( )( ) ( ; ) ( = 0,1, 2, )k
n kT k u v C H kd-

+ +P - Æ� …Rв  

Все рассматриваемые последовательности 
содержатся в множестве P 0 , ограниченном в 
L H• +( ; )R  и компактном в C H( ; )R+

-d , поэтому 
по следствию 4 имеем vk Œ U .

Положим û un n
n= ( )�  ( n = 0,1, 2,…), тогда, 

очевидно, 

P+ +
-- ÆT k u v C H kn k( ) ( ; ) ( = 0,1, 2, )ˆ 2 R d …  (28)

Заметим, что 

 T v v kk k(1) = ( = 1,2, )1- …  (29)

 Действительно, при фиксированном k = 1,2,…  
для произвольного t � 0  имеем 

 
( ( ( 1)) )( ) = ( ( ( 1)) )( ) =

= ( 1),
P+ - - - -

- +
T k u t T k u t

u t k
n n

n

ˆ ˆ
ˆ

 
( (1) ( ) )( ) = ( ( ) )( 1) =

= ( ( ) )( 1) =
T T k u t T k u t

T k u t u
n n

n n

P P+ +- - +
- +

ˆ ˆ
ˆ ˆ (( 1);t k- +

таким образом, 

 T T k u T k un n(1) ( ) = ( ( 1)) ,P P+ +- - -ˆ ˆ  
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однако согласно (28) при n Æ •  правая часть 
этого равенства имеет пределом vk-1 , а левая в 
силу непрерывности оператора T(1)  стремится 
к T vk(1) , что и доказывает равенство (29).

Определим функцию v  следующим обра-
зом: 

 v
v t t
v t k k t k kk

=
( ), 0,
( ), < 1, .

0 �
� Z+ - - + Œ

Ï
Ì
Ó

Покажем, что для любого k = 0,1, 2,…  при всех 
t k� -  имеет место равенство 

  при всех( ) = ( ) ( ) .kv t T k v t t k-�  (30)

 Действительно, для k = 0  это очевидно. Пред-
положим теперь, что при некотором k � 1  име-
ем 

 при всех1( ) = ( 1) ( ) 1.kv t T k v t t k-- - +�  

Для любого t k� - + 1  с помощью (29) имеем 

 
v t T k v t

T k T v t T k v t
k

k k

( ) = ( 1) ( ) =
= ( 1) (1) ( ) = ( ) ( ),

1-
-

-

то есть для таких t  равенство (30) доказано. 
Если же - - +k t k� < 1 , то равенство (30) сле-
дует непосредственно из определения функции 
v .

Из (29) следует, что функция v  принадле-
жит C k H([ , ); )- +• -d  для любого k = 0,1, 2,… , 
и, следовательно, v C HŒ -( ; )R d . Так как все 
функции { }vn  принадлежат множеству P 0 , 
ограниченному в L H• +( ; )R , то из (29) следует 
также, что v L HŒ •( ; )R . Наконец, функция v  
принадлежит ядру K H( )+ . Для того, чтобы убе-
диться в этом, достаточно показать, что при 
любом h Œ R  функция P+T h v( )  принадлежит 

пространству траекторий H+ . Для h k= -  (
k = 0,1, 2,… ) при всех t � 0  из (29) получаем

 
T k v t v t k T k v t k

T k T k v t v t
k

k k

( ) ( ) = ( ) = ( ) ( ) =
= ( ) ( ) ( ) = ( ),

- - -
-

 

то есть T k v vk( ) =- Œ +H ; для остальных значе-
ний h  включение P+

+ŒT h v( ) H  следует из 
трансляционной инвариантности пространства 
H+ .

Так как v Œ +K H( ) , то v v0 = ( ) =P P+
+Œ K H U.  

Тогда из (28) следует, что P+ Æ Œû vn 0 U . Но 
это противоречит тому, что все функции P+ûn  
являются членами последовательности { }un , 
для которых выполнено неравенство (27). По-
лученное противоречие доказывает теорему. 

Переходя к сечениям траекторных аттрак-
торов, получаем следствие для глобальных ат-
тракторов:  

Следствие 5. Имеет место предельное соот-
ношение 

 hE0
( , ) 0 ( 0),A Ae eÆ Æ

где hE0
 — полуотклонение в пространстве E0 .  
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