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Аннотация. Дано описание методики отыскания раскладов экстремалей фредгольмовых 
функционалов, бифурцирующих из точек минимумов с трехмерными вырождениями и осо-
бенностями 6-го порядка. Основной иллюстрирующий пример — задача о ветвлении модули-
рованных (несоизмеримых) сегнетоэлектрических фаз неоднородных кристаллов по одному 
направлению. Использован модифицированный метод Ляпунова—Шмидта (редукция к клю-
чевой функции на конечномерном пространстве), оснащенный элементами теории особеннос-
тей гладких функций. Акцент сделан на случай ключевой функции с симметрией куба. 

Ключевые слова: фредгольмов фунционал, функционал энергии кристалла, термодина-
мический потенциал, экстремаль, бифуркация, метод Ляпунова—Шмидта, тип особенности, 
симметрия. 

Abstract. A description of the distribution of extremals of Fredholm functionals bifurcation 
points of the minima of 3-dimensional features of degeneration and the sixth order. The main 
illustrating example — the task of branching ferroelectric phase heterogeneous crystals. We use a 
modified method of Lyapunov—Schmidt, equipped with the elements of the theory of singularities 
of smooth functions. Emphasis is placed on a key function of the cub symmetry. 

Key words: Fredgolm functional, functional of energy of cristall, extremal, bifurcation, 
singularity, simmetry, method of Lyapunov—Schmidt. 

ВВЕДЕНИЕ

Широко известно, что в теории Л. Д. Ландау 
[1], [2] модулированные сегнетоэлектрические 
фазы неоднородных кристаллов определяются 
нелинейными дифференциальными уравнени-
ями (уравнениями Эйлера—Лагранжа экстре-
малей функционалов энергии). Нелинейность 
уравнений задается термодинамическими по-
тенциалами, алгебраическое строение которых 
определяется как на основе опытных данных, 
так и на основе общих теоретических сообра-
жений. 

Общематематический аспект задачи о фазо-
вых переходах в кристаллах заключен в бифур-
кационном анализе экстремалей гладкого 
фредгольмова функционала (с параметрами) 
вблизи точки минимума с многомерным вырож-
дением [3]. Решение этой задачи можно полу-
чить посредством редукции Ляпунова—Шмид-
та: сведением к анализу ключевых функций, 
представленных в виде многопараметрических 
семейств полиномов от нескольких переменных 

[3], [4]. Вычисление главной части ключевой 
функции осуществляется через ритцевскую 
аппроксимацию (вообще говоря, нелинейную) 
функционала по конечной совокупности мод 
бифуркации. 

Основной научный результат статьи — из-
ложение подхода к изучению 3-мерных раскла-
дов экстремалей вблизи G-инвариантной min-
особенности 6-го порядка, где G — группа 
симметрий 3-мерного куба. 

1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КЛЮЧЕВОЙ 
ФУНКЦИИ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ 

ФАЗОВЫХ СОСТОЯНИЙ КРИСТАЛЛА

В случае трехкомпонентного параметра по-
рядка при описании модулированных (несоиз-
меримых) по одному направлению сегнетоэлек-
трических структур кристаллов используется 
[1] потенциал 
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Сегнетоэлектрические фазы, соответствую-
щие экстремалям этого функционала при усло-
вии периодичности 
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(пространства четырежды дифференцируемых 
2p -периодических функций со значениями в 
�3 ) в банахово пространство F := P2

0
p  (про-

странство непрерывных периодических функ-
ций со значениями в �3 ), является фредголь-
мовым (аналитического) индекса нуль [5]. 
Исследование уравнения (2) можно провести, 
перейдя к ключевой функции. 

2. ГРУППА СИММЕТРИЙ ОСНОВНОГО 
УРАВНЕНИЯ И НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА 

ГЛАВНОЙ ЧАСТИ КЛЮЧЕВОЙ 
ФУНКЦИИ

Легко заметить, что группа G  симметрий 
исходного уравнения (2) порождена преобра-
зованиями 
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S3  — группа перестановок третьего порядка. 
При некоторой локализации параметров 

получим в нуле 6-мерное вырождение со следу-
ющими модами бифуркации: 
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где 

 c z z s z z( ) cos( ) ( ) sin( )= , = .2 2  

В  л и н е й н о й  о б о л о ч к е 
N = , , , , ,Span( )e e e e e e1 2 3 4 5 6 , естественно отож-
дествляемой с �6  (пространством ключевых 
параметров), индуцируется действие группы 
G . Полученный сужением образ этой группы 
в SO( )6  (в специальной группе ортогональных 
матриц шестого порядка) также обозначим G . 
Нетрудно убедиться в том, что действие группы 
G  в �6  порождено матрицами 
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Теорема 1. Ключевая функция 
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функционала V : функция W  инвариантна 
относительно действия G  на �6 .

Доказательство этой теоремы несложно про-
вести, если воспользоваться общими теоремами 
о наследовании симметрий ключевыми функ-
циями [3]. 

Если воспользоваться алгоритмом вычисле-
ния тейлоровских разложений ключевых фун-
кций [3] и указанной выше симметрией, то 
можно получить следующее утверждение. 

Теорема 2. Ключевая функция W( )x  имеет 
(с точностью до масштабирующих преобразо-
ваний аргумента и общего множителя, завися-
щего от констант термодинамического потенци-
ала) следующий вид: 
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где I …I1 9,  — образующие инварианты действия 
окружности z zÆ exp( )ij  (вектор x Œ �6  отождест-
влен с комплексным вектором z = , , Œ ,( )z z z1 2 3

3� �  
z i z i z i1 1 2 2 3 4 3 5 6= + , = + , = +x x x x x x ): 
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Коэффициенты e d g, , ,k kq  допускают явные 
выражения через коэффициенты термодинами-
ческого потенциала b a, , ,q � .  При этом 
e d g b a, , = , ,k O( )� . 

Образующей системой инвариантов действия 
группы G  (используемой в формулировке тео-
ремы) является следующий набор многочленов: 
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После введения полярных координат 
z r i1 1 1= exp( )y , z r i2 2 2= exp( )y , z r i3 3 3= exp( )y  
получим функцию в форме 
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Здесь и ниже 
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Ветвление сегнетоэлектрических фаз неоднородного кристалла вблизи критической фазы ...
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Точки, стационарные по y j , находятся из 
уравнения ∂

∂ = .U
j

�

y 0  Ясно, что эти точки определя-
ются нулями функций cos( ) sin( )y y y yj k j k- , - . 
Нетрудно заметить, что, например, следующие 
подмножества являются квазиинвариантными 
подмногообразиями [6] для этой функции: 
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Сузив U�  на M0  или M1 , получим (редуци-
рованную) функцию вида 

 W p q= + + + + + ,s es ds s s gs s1
3

1
2

1 1 2 2 3  (4)

анализ которой можно осуществить посредс-
твом вторичных редукций [7]. 

3. НЕКОТОРЫЕ ЗАПРЕТЫ 
ДЛЯ bif -РАСКЛАДОВ 

Пусть W  — функция вида (4) с условием 
конечной кратности (автоматически кратности 
125) в нуле старшей однородной части (поряд-
ка 6). Это предположение означает, чтоq π 0 . 
Через L = , , ,( )l l l l0 1 2 3  обозначим bif -расклад 
(количества минимумов, седел индекса (Морса) 
1, седел индекса 2 и количество максимумов). 
Из формулы Эйлера следует, что для максималь-
ного расклада (из 125 критических точек) 

 l l l l1 3 0 262 63+ = , + = .  

Теорема 3. Бифурцирующие (из нуля) кри-
тические точки функции (4) могут располагать-
ся лишь на координатных осях r rj k= = 0 , на 
диагональных осях r r r1 2 3= ± = ±  и на диаго-
нальных плоскостях r rj k= ± . 

Доказательство. Так как 
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то критические точки могут появляться лишь 
при условии 
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эквивалентном утверждению теоремы. 
Теорема 4. Если старшая часть функции 

(4)принимает в нуле строго минимальное зна-
чение, то p > -4  и 27 9 0+ + > .p q

Доказательство. Для старшей части W0  
имеем 

 W p q p q0 1
3

1 2 3 1 1
2

2 3= + + = + + .s s s s s s s s( )  

Так как s1 0≥ , то проверка первого утверж-
дения теоремы сводится к проверки положи-
телььногсти сужения W0  на координатную 
плоскость r3 0= , то есть положительной опре-
деленности квартичной формы 

 s s1
2

2 1
4

2
4

1
2

2
2 2+ = + + + , = + ,p r r ar r a p  

которая положительна, как известно [3], тогда 
и только тогда, когда a > -2 . 

Второе утверждение получается посредством 
проверки положительной определенности су-
жения W0  на диагональ r r r1 2 3= = . 

Теорема 5. Если L  — максимальный bif -
расклад для min -особенности шестого порядка, 
то для соответствующей возмущенной функции 
W  начало координат является точкой локаль-
ного минимума. 

Доказательство проводится через рассмот-
рение суженийW rk

| =0 . В случае макимального 
расклада соответствущие расклады критичес-
ких точек для W rk

| =0  также будут максималь-
ными. Следовательно, ∂

∂
> "2

2 0 0W
rk

k( ) (для функ-
ции с симметрией квадрата ∂

∂ ∂ =2

1 2
0 0W

r r ( ) ). 
Теорема 6. Если L  — bif -расклад для 

min -особенности шестого порядка на �3 , то на 
каждой из полуосей координат и на диагональ-
ных полуосях существует не более двух нену-
левых критических точек. 

Если на одной из таких полуосей имеется 
пара ненулевых критических точек, то эти точ-
ки разнотипны (с различными значениями 
индекса Морса). 

Доказательство. Первое утверждение непос-
редственно проверяется через рассмотрение 
сужений W rk

| =0 . Невозможность существования 
на каждой оси пары минимумов или максиму-
мов также проверяется через рассмотрение су-
женийW rk

| =0 . Менее тривиален случай пары 
седел. Предположим противное: пусть на поло-
жительной полуоси r r r2 3 10 0= = , ≥  имеется 
пара ненулевых седел (или, что эквивалентно, 
имеется четыре седла на всей оси r r2 3 0= = ). В 
случаях остальных осей рассуждения аналогич-
ны. Для критической точки на данной оси ко-
ординат выполняется соотношение 

 
∂
∂

, , = + + = .W
r

r r r r
1

1 1 1
4

1
20 0 2 3 2 0( ) ( )e d  (5)

Следовательно, 

 r1
2 2

2

3
1
3

3 0
3

= - ± - , < , < .e e d e d e
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В случае левого корня ( )r1
2

3
1
3

2 3= - - -e e d  
имеем (в силу предположения противного) 
∂
∂

∂
∂

> ,2

2
2

2

3
2 0W

r
W
r

а  в  с л у ч а е  п р а в о г о 

( )x1
2

3
1
3

2 3= - + -e e d  выполнено неравенство 
∂
∂

∂
∂

< .2

2
2

2

3
2 0W

r
W
r

Так как 

 

∂
∂

, = + +

+ + + , > ,

2

2 1 1
4

1
2

0 2 3

1

W
r

r p r

r k
k

( ) (( )

( ) )e g d
 

то, в силу (5), для одной из осей получим 
pr1

2 0+ - >g e  для левого корня и pr1
2 0+ - <g e  

— для правого. Или, соответственно, 

 
p
3

3 02- - - + - >
Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃e e d g e  

и 

 
p
3

3 02- + - + - < .
Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃e e d g e  

После вычитания неравенств получим при p > 0  
(случай p < 0  сводится к p > 0  поворотом осей) 

противоречивое неравенство p e d2 3 0- < .
Теорема 7. Если через L = , ,( )l l l0 1 2  обозна-

чить bif -расклад (количества минимумов, седел 
индекса (Морса) 1 и седел индекса 2) ограни-
чения W | ,=x3 0  то получим следующий список 
допустимых bif -раскладов критических точек 
(в плоскости x3 0= ): 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
9 12 4 5 12 8 5 8 4 8 8 1
4 4 1 1 4 4 5 4 0
, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,(( )1 0 0, , .
 

Им соответствуют (с точностью до поворота 
на угол p / 4 ) следующие графы (клеточные 
комплексы Морса [8], [3]) (рис.). 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ bif -РАСКЛАДОВ 
КРИТИЧЕСКИХ ТОЧЕК ГЛАВНОЙ 

ЧАСТИ КЛЮЧЕВОЙ ФУНКЦИИ

Ниже будет приведена процедура вычисле-
ния возможных раскладов. Как было установ-
лено выше, главная часть U�  ключевой функции 
после вторичной редукции принимает следую-
щий вид: 

 

s es ds s s gs s

s s
1
3

1
2

1 1 2 2 3

1 1
2

2
2

3
2

2 1
2

2
2

1
2

3
2

+ + + + + ,

= + + , = +

p q

r r r r r r r ++ ,

= .

r r

r r r
2
2

3
2

3 1
2

2
2

3
2s

 

В полярных координатах r r1 1= ,cos( )j  
r r r r2 2 2 3= , =cos( ) cos( )j j  получим s1

2= ,r

 

s j j j

j j j
2

4 2
1

2
2

4
1

4
2

2
1

2
2

= + - -

- -

r (cos ( ) cos ( ) cos ( )

cos ( ) cos ( )cos ( )))

(cos ( )cos ( )

cos ( )cos ( )(cos ( ) cos

,

= -

- +

s j j

j j j
3

6 2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2

r

(( )))j2 .

 

Множество критических точек функции W  
является (при фиксированных значениях па-
раметров) пересечением поверхностей M0 , M1  
иM2 , определяемых уравнениями ∂

∂ =V
r 0  (по-

верхность радиально стацинарных точек) и 
∂
∂

∂
∂= , =V V

j j1 2
0 0  (поверхности стацинарных точек 

по тангенциальным переменным j j1 2, ). 
Из (4) следует, что M0  задается уравнением 

 

6 4 2 2 35 3 3 2 2
1

2
2

4
1

4

r r r r pr+ + + + +

+ - -

e d g j

j j

(( )(cos ( )

cos ( ) cos ( ) cos (( )

cos ( )cos ( )) (cos ( )cos ( )

cos ( )co

j

j j j j

j

2

2
1

2
2

5 2
1

2
2

2
1

6

-

- + -

-

qr

ss ( )(cos ( ) cos ( ))) .2
2

2
1

2
2 0j j j+ =

 

Поверхность  задается уравнением 

Рис. Клеточные комплексы Морса
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 ( )p r q
k k

2 2 3 0+
∂
∂

+
∂
∂

= .g
s
j

s
j

 

Множество всех критических точек совпа-
дает с пересечениемM M M0 1 2« « . Пересече-
ние M M1 2«  определяется уравнением 

 ( )grad grad .pr q2
2 3 0+ + =g s sj j  

Часть этого множества определяется соот-
ношениями 

 ( ) gradpr 2
30 0+ = , = .g sj  (6)

Остальные точки данного множества опре-
деляются (при различных значениях парамет-
ров) уравнением 

 [ ]s s2 3 0, = ,  (7)

где [ ]s s2 3,  — якобиан (скобка Пуассона) фун-
кций s s2 3,  (по j j1 2, ). 

Замечание 1. Множество O  точек, опре-
деляемых уравнением (6), представляет собой 
объединение трех экваториальных окружностей 
(“тройной обруч”), полученных пересечением 
сферы p r 2 0+ =g  с координатными плоскос-
тями rk = 0 . 

При отыскании решений уравнения (7) 
полезны следующие утверждения. 

Лемма 1. Для любых дифференцируемых 
функций u v w, ,  имеют место следующие соот-
ношения: 

 
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [

u uv u u v uv uw u v w

uv u w uw v u u v u u

, = , , , = , +
+ , + , , , =

2

2 2 ,, .v ]
 

Доказательство леммы проводится непос-
редственной проверкой. 

Лемма 2. Пусть u v= + , =cos ( ) cos ( )2
1

2
2j j  

= cos ( )cos ( )2
1

2
2j j . Тогда 

 [ ] ( )[ ].s s2 3
21 3 2, = - + + ,u u v u v  

Доказательство проводится непосредствен-
ной проверкой с использованием первой леммы. 
При этом следует учесть, что s 2

2= - + ,u u v  
s 3 = -v uv . 

Л е м м а  3 .  Е с л и  u = + ,cos ( ) cos ( )2
1

2
2j j  

v = cos ( )cos ( )2
1

2
2j j , то 

 [ ] ( cos ( ))sin( )sin( )u v, = - .1 2 22
3 1 2j j j  

Доказательство проводится на основе пре-
дыдущих лемм. 

Из последних двух лемм непосредственно 
вытекает следующее утверждение. 

Теорема 8.. Имеет место представление 

 
[ ]

cos ( ) sin( )sin( )

s s

j j j

2 3
2

2
3 1 2

1 3 2

1 2 2

, = - + +( ) ¥

¥ -( ) ,

u u v
 

в котором 

 u v= - , = .1 2
3

2
1

2
2cos ( ) cos ( )cos ( )j j j  

На основе этого утверждения можно нахо-
дить расклады бифурцирующих критических 
точек и определять их взаимные примыкания. 

Количество клеточных комплексов, изобра-
жающих bif -расклады критических точек (в 
случае трех мод), весьма обширно и в полном 
объеме пока не известно. В настоящее время 
найдено десять максимальных (состоящих из 
125 элементов) комплексов. Часть из них полу-
чена при условии непустоты пересечения вне-
шней компоненты подмногообразия M0  с O , 
остальные получены в случае подмногообразия 
M0  с более сложным топологическим строени-
ем. Этим комплексам соответствуют следующие 
расклады критических точек: 

 

( ) ( )
( ) ( ) (

27 54 36 8 27 56 36 6
7 42 56 20 19 50 48 12 19 5

, , , , , , , ,
, , , , , , , , , 44 44 8

15 50 48 12 7 42 56 20 15 48 48 14
27 56 3

, , ,
, , , , , , , , , , , ,

, ,

)
( ) ( ) ( )

( 66 6 27 54 36 8, , , , , .) ( )

 

Более подробному описанию максимальных 
комплексов будет посвящена отдельная ста-
тья. 
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