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Аннотация. В статье исследуются закономерности проникновения тел в жесткопластичес-
кую среду на примере задачи о симметричном перекусывании жесткопластической полосы 
двумя клинообразными штампами. Показано, что в классе задач о симметричном вдавливании 
тел с прямолинейными контурами предельное давление может быть определено без численно-
го построения сетки характеристик, а исходя из решения задач в скоростях. Выявлено качес-
твенное отличие между сетками характеристик в рассматриваемой задаче и в случае полосы, 
лежащей на абсолютно твердом идеально гладком основании. В заключении описанный способ 
решения применен к задаче о двустороннем симметричном давлении плоских штампов на 
жесткопластическую полосу.

Ключевые слова: внедрение тел, давление тел, жесткопластическая полоса, клинообразный 
штамп, плоский штамп, решение в скоростях.

Abstract. In paper is investigated regularity of indentation of bodies in rigidly plastic 
environment on a problem instance about symmetric cutting of rigidly plastic strip by two wedge 
press tools. It is shown that in the class of problems about symmetric indentation of bodies with 
rectilinear contours limiting pressure can be defined without numerical construction of a grid of 
characteristics, and proceeding from a problem solving in speeds. Qualitative difference between 
grids of characteristics in an observed problem and in case of the strip laying on absolutely firm 
ideally smooth basis is revealed. In the conclusion the presented way of the solution is applied to a 
problem about double-end symmetric pressure of flat press tools on a rigidly plastic strip.

Key words: indentation of bodies, pressure of bodies, rigidly plastic strip, wedge press tool, flat 
press tool, solution in speeds.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи о внедрении клинообразных штам-
пов исследовались ранее в [1, 2, 4—6]. Дан-
ные задачи являются классическим случаем 
неустановившегося пластического течения, 
поддающимся относительно простому анализу. 
Речь идет о задачах, в которых пластическая 
область изменяется так, что ее конфигурация 
все время сохраняет геометрическое подобие 
некоторому исходному положению. Другими 
простейшими примерами являются задачи о 
расширении цилиндрической и сферической 
полостей в неограниченном пространстве при 
начальных нулевых размерах отверстий [1]. А 
в [3] Л. М. Качанов привел решения Прандтля 
и Хилла задачи о наступлении пластического 
течения при вдавливании твердого штампа с 
плоским основанием в полубесконечную жес-
ткопластическую среду.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
О ПЕРЕКУСЫВАНИИ

Рассмотрим случай, когда жесткопластичес-
кая полоса толщиной 2H перекусывается с 

разных сторон двумя одинаковыми симметрич-
ными клиньями, внедряющимися в материал 
вертикально со скоростью u0  (рис. 1). Каждый 
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Рис. 1. Перекусывание жесткопластической полосы 
двумя одинаковыми симметричными гладкими кли-
нообразными штампами
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из клиньев имеет полный угол раствора 2g и 
является недеформируемым и гладким. Условие 
абсолютной твердости клиньев означает, что в 
процессе внедрения в материал они не тупятся, 
т.е. не происходит со временем округления ре-
жущей кромки. Пластическая масса выдавли-
вается по обеим сторонам клиньев. При малой 
глубине внедрения данная задача сводится к 
задаче Р. Хилла [1], однако при дальнейшем 
углублении наступает момент, когда полоса 
начнет разрываться на две части и раздвигаться 
в разные стороны с некоторой скоростью u1 . 
Именно этот предельный случай и будет рас-
смотрен далее в условиях плоской деформа-
ции.

ПОЛЕ СКОЛЬЖЕНИЯ

Предполагаемая сетка линий скольжения 
может быть построена таким образом, как это 
показано на рис. 2. Примем, что вдоль AB кон-
тактное давление pAB  постоянно. Тогда треу-
гольники ABD и AEC характеризует равномер-
ное напряженное состояние, а соединяет их 
центрированное поле ADE с углом раствора j. 
Обозначим угол раствора веера ADQ, который 
соответствует областям с криволинейными ха-

рактеристиками, через y, а угол наклона любой 
a-линии к оси х — через q.

Из-за отсутствия касательных напряжений 
на граничной линии AC, на линии контакта AB 
и на оси симметрии BS, характеристики подхо-
дят к ним под углом в p 4 . Линия AC образует 
угол g j-  с горизонтальной осью, поэтому, 
согласно чертежу, получаем уравнение

 l h lcos sin .g g j- = -( )  (1)

Здесь g и h — заданные величины, поэтому со-
отношение (1) устанавливает связь между l и j. 
В силу несжимаемости среды площади треу-
гольников OBG и ACG равны. Из этого условия 
можно получить соотношение, определяющее 
угол j в виде

 2
4 2

g j p j= + -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

arccos . tg  (2)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЙ

Среднее напряжение в области ABD и дав-
ление вдоль контактной линии AB постоянны и 
имеют следующие выражения [3]

 s jABD k= - +( )1 2 .  (3)

 p kAB = - +( )2 1 j .  (4)

Среднее напряжение в области BFL нахо-
дится с учетом соотношений Генки и принима-
ет вид

 s p g jBFL k= - +( ) -( )2 1 .  (5)

Учитывая, что давление под клином вдоль 
линии BL есть величина, очевидно, постоянная, 
подстановка Леви дает ее выражение в следую-
щем виде

 p kBL xBFL
= = - +( )( )s p g j2 .  (6)

Силы давления на рассматриваемых участ-
ках могут быть получены умножением формул 
(4) и (6) на длину l. Проекции силы давления 
контактного участка на координатные оси могут 
быть записаны так

 
P kl

P kl
AB

AB

x

y

= +( )
= - +( )

2 1

2 1

j g

j g

cos ,

sin .
 (7)

Давление вдоль оставшейся части линии под 
клином уже не является величиной постоянной, 
а меняется от точки к точке этой линии. В этом 
и заключается сложность расчета напряжений 
в области SLR (рис. 3).

Стандартным методом нахождения искомо-
го давления является численное построение 
сетки линий скольжения в этой области и по-

Рис. 2. Сетка линий скольжения, отвечающая пре-
дельной нагрузке на клин, при симметричном пере-
кусывании жесткопластической полосы

О внедрении тел в жесткопластическую среду
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следующее суммирование напряжения sx  по 
координатам узлов, находящихся на линии LS. 
Принципиальное же отличие решения, предло-
женного в данной статье, заключается в том, что 
величина силы давления на линии LS находит-
ся из поля скоростей и не требует построения 
сетки характеристик.

Введем в области SRLR¢ криволинейные 
координаты (a, b), связанные линиями a и b 
как криволинейными осями (SR¢ и SR на рис. 3) 
[1,6]. Обозначая через u и u компоненты векто-
ра скорости в a- и b-направлениях соответствен-
но, запишем граничные условия для скоро-
стей
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1

1
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В формулах (8) скорость u1  может быть 
связана со скоростью u0  с помощью соотно-
шения, учитывающего несжимаемость мате-
риала

 u u g
g g j1 0=

- -( )
sin

cos sin
.

h
H

 (9)

Вводя нумерацию узлов сетки в рассматри-
ваемой области так, как показано на рис. 3, и 
пользуясь соотношениями Гейрингер в конеч-
но-разностном виде [3], получаем значения для 
скоростей u и u в каждом из узлов сетки SRLR¢. 
Численное отыскание компонентов u и u удоб-
но проводить в безразмерных переменных, в 
нашем случае — в переменных, отнесенных к 
характерной длине h, характерному напряже-
нию 2k и характерной скорости w h H= u0 . Для 
краткости сохраним для безразмерных перемен-
ных те же обозначения, что и для размерных.

Редукция отношения глубин в зависимости 
от угла Y представляется следующим образом

 
H
h

uLSy g y
= +1

2
sin

,  (10)

где uLS  суть безразмерная скорость u в узле, 
лежащем на линии LS. При вычислениях угол 
y меняется в пределах от 0 до значения угла j. 
Это лишь предположением о том, что веер ADQ 
не может раскрыться больше, чем веер ADE, но, 
как будет показано далее, такое предположение 
является весьма справедливым.

Вычисление напряжений в узлах рассмат-
риваемой сетки проводится с использованием 
интегралов Генки, для которых в качестве шаб-
лона берутся точки L, M и M¢ (рис. 3):

 s s q q qM L L M Mk= - + -( )¢2 2 .  (11)

Учитывая, что sL  выражается формулой (5), 
а углы q в рассматриваемых точках имеют зна-
чения

 
q p q p

q p y
L M

M M

= - = -
= - +¢ ¢

4 4
4

, ,
,

 
 (12)

получаем с использованием замены Леви искомую 
компоненту напряжения sx  в точке M в виде

 s p g j yx MM
k= - +( ) +( )¢2 4 .  (13)

Меняя положение точки M на линии LS, а 
соответственно и положение точки M¢ на кривой 
LR, получим значение sx  в любом узле на ли-
нии LS.

Окончательно, силу давления под клином 
дает формула

 P P P P y dyBS BL LS BL x

H h l

= + = +
- -

Ú s ( , ) ,0
0

 (14)

которая с учетом соотношений (6) и (13) в без-
размерных переменных принимает вид

Рис. 3. Область SRLR¢ с криволинейными характе-
ристиками

Д. В. Давыдов, Ю. М. Мяснянкин
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СООТНОШЕНИЕ УГЛОВ

Для определения конкретного значения угла 
y при каждом значении угла g стоит восполь-
зоваться предельным условием на разрыв по-
лосы

 P PAB BSx
= .  (16)

При задании угла g левая часть равенства 
(16) известна из выражения (7), а правая на 
основе (15) представляет собой зависимость от 
угла y. Таким образом, объединяя формулы (1), 
(2), (7)—(10), (15), (16) в единую вычислитель-
ную схему, приравнивая силы давления, нахо-
дим значение угла y, отвечающее заданному g. 
Результаты такого рода вычислений при N = 
1000 и погрешности равенства e = 0.001 с точ-
ностью до третьего знака в дробной части при-
ведены в табл. 1, а графически соотношение 
между углами показано на рис. 4.

Здесь подтверждается предположение о том, 
что значение угла ψ никогда не превзойдет зна-
чения угла j. Более того, угол y существует 

только при g ≥ 19 5.  град (в радианной мере — 
при g ≥ 0 34. ).

Учитывая, что рассмотренное решение пред-
полагает наличие угла y, вышеприведенное 
условие налагает ограничение на угол раствора 
клиньев, потому как, если это условие не вы-
полняется, то сетка линий скольжения прини-
мает более простой вид, показанный на рис. 5. 
Такая задача решается классическими спосо-
бами и не требует привлечения численных ме-
тодов для отыскания интересующих величин.

Таблица 1
Значения углов g и y (град)

g y g y g y g y g y
1 — 19 — 37 15.194 55 29.291 73 42.973
2 — 20 0.479 38 16.008 56 30.047 74 43.737
3 — 21 1.425 39 16.820 57 30.833 75 44.515
4 — 22 2.353 40 17.627 58 31.575 76 45.292
5 — 23 3.236 41 18.424 59 32.334 77 46.069
6 — 24 4.151 42 19.210 60 33.095 78 46.845
7 — 25 5.045 43 20.015 61 33.841 79 47.625
8 — 26 5.931 44 20.792 62 34.607 80 48.408
9 — 27 6.806 45 21.579 63 35.375 81 49.193

10 — 28 7.673 46 22.376 64 36.121 82 49.977
11 — 29 8.534 47 23.156 65 36.876 83 50.773
12 — 30 9.398 48 23.914 66 37.632 84 51.568
13 — 31 10.239 49 24.693 67 38.405 85 52.363
14 — 32 11.084 50 25.464 68 39.161 86 53.172
15 — 33 11.928 51 26.240 69 39.913 87 53.984
16 — 34 12.745 52 27.005 70 40.674 88 54.787
17 — 35 13.570 53 27.775 71 41.439 89 55.607
18 — 36 14.401 54 28.531 72 42.205 90 56.400

Рис. 4. Графики зависимостей j(g) и y(g)

О внедрении тел в жесткопластическую среду
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СРАВНЕНИЕ СЕТОК ХАРАКТЕРИСТИК

Рассмотрим более углубленно вопрос о вы-
боре поля скольжения в задачах о внедрении 
клинообразных штампов в жесткопластическую 
полосу. Будем рассматривать не предельные 
случаи, т.е. давление pn  клина на полосу еще не 
достигло своего предельного значения. Дабы 
пренебречь выдавливанием пластической мас-
сы будем считать, что клин внедряется не в 
первоначально цельную полосу, а вставляется 
в выточку глубиной h, которая предварительно 
сделана в полосе в форме клина.

Отметим, что сравниваемые задачи различ-
ны по постановке. Первая из них, схематично 
изображенная на рис. 6, относится к полосе, 
лежащей на абсолютно твердой идеально глад-
кой поверхности, тогда как вторая (рис. 7) 
описывает симметричное перекусывание поло-
сы двумя клиньями.

Вопрос сравнения состоит в том, какая из 
сеток наиболее близка к истинному решению и 
какие параметры задач являются критерием 
этого выбора.

Геометрические параметры обоих задач оди-
наковы, однако следует заметить, что вторая сетка 
характеристик требует выполнения условия

 H h l l h= + =, / cos ,g  (17)

что заставляет считать толщину полосы в первой 
задаче равной именно этому выражению. Силы 
давления на клинья определяются из решения 

данных задач следующим образом

 P kh 

tg 
cos 1 4= g

g
,  (18)

 P kh 1
tg

12 4
2

= - +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

p g g
gcos

.  (19)

В безразмерном виде графики данных на-
грузок представлены на рис. 8 кривыми 1 и 2 
соответственно.

В соответствии со второй теоремой предель-
ного равновесия, можно утверждать, что угол 
g* = 0.457 = 26.164 град, соответствующий точке 

Рис. 5. Сетка линий скольжения, отвечающая пре-
дельной нагрузке на клин, при g £ 19 5.  град (в ра-
дианной мере — при g £ 0 34. ) Рис. 6. Первый вид сетки характеристик

Рис. 7. Второй вид сетки характеристик

Д. В. Давыдов, Ю. М. Мяснянкин
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A, является переходным углом раствора клина. 
До достижения значения g * меньшей является 
нагрузка P 1 , значит, наиболее предпочтительна 
первая сетка характеристик (рис. 6). При пере-
ходе же через этот угол P 1  начинает превышать 
P 2 , и наиболее близкой к истинной становится 
сетка второго вида (рис. 7). Таким образом, 
выбор предполагаемой сетки характеристик в 
задачах о внедрении клинообразных штампов 
должен основываться на значении углов рас-
твора этих штампов.

Полученный результат никоим образом не 
учитывает поддавливание q на полосу со сторо-
ны идеально гладкого основания (рис. 6), счи-
тая это усилие малым вследствие его распреде-
ления по бесконечной длине полосы. Учет же 
равномерного поддавливания приводит к сле-
дующему выражения для силы давления

 P k q h= -( )2 2
tg
cos

.
g
g

 (20)

График нагрузки (20) в безразмерном виде, 
например, при q = 0.25 изображен на рис. 8 
штриховой кривой 3. В этом случае значение 
переходного угла повышается до g* = 0.773 = 
= 44.291 град. Таким образом, наличие поддав-
ливания снижает нагрузку на клин, тем самым 
увеличивая значение переходного угла.

Пренебрегать поддавливанием на жест-
копластическую полосу корректно, но в случае 

упруго-пластической модели вопрос с поддав-
ливанием приобретает определяющее значение. 
Упруго-пластическая полоса при внедрении 
клина изгибается и отрывается на своих концах 
от основания, а на оставшуюся часть действует 
давление, которое считать бесконечно малым 
было бы неправильно.

Очевидно, что в предельном состоянии при 
g p= 2  оба случая сводятся к задаче о давлении 
плоского штампа на полубесконечную массу 
жесткопластического материала. При этом пер-
вая сетка (рис. 6) соответствует решению Хил-
ла, а вторая (рис. 7) — решению Прандтля, 
которые приводят к одинаковой предельной 
нагрузке.

ДАВЛЕНИЕ ПЛОСКИХ ШТАМПОВ

Рассмотрим задачу о наступлении пласти-
ческого течения в жесткопластической полосе 
при вдавливании в нее с двух сторон штампов 
с плоскими основаниями (рис. 9). Каждый из 
штампов имеет ширину 2a, является симмет-
ричным, абсолютно твердым и идеально глад-
ким. В предельном состоянии штампы движут-
ся навстречу друг другу вертикально со скоро-
стью u0 . Жесткопластическая полоса, имеющая 
толщину H, испытывает малые деформации, так 

Рис. 8. Графики нагрузок на клин в зависимости от 
угла g

Рис. 9. Сетка линий скольжения, отвечающая пре-
дельной нагрузке на штамп, при двустороннем дав-
лении на жесткопластическую полосу

О внедрении тел в жесткопластическую среду
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что изменениями очертания свободной от на-
грузки поверхности можно пренебречь. Оседа-
ющий под действием штампов материал стре-
мится выпучиться вдоль свободных участков 
границы с некоторой скоростью u1 .

Будем рассматривать поля напряжений и 
скоростей в пластической области, считая, что 
вдоль всего контактного контура штампа с по-
лосой действует равномерно распределенное 
нормальное давление p. Тогда непосредственно 
под штампом возникнет треугольная область 
ABC равномерного напряженного состояния, по 
обеим сторонам этого треугольника расположат-
ся центрированные поля ACD и BCE с одинако-
выми углами раствора, равными j, и, наконец, 
область CDOE, в которой оба семейства харак-
теристик представляются кривыми.

В связи с тем, что в треугольнике ABC реа-
лизуется равномерное напряженное состояние, 
а на границе AB sn p= -  и tn = 0 , нетрудно 
показать, что во всей области

 s q pABC ABCk p= - = -, . 4  (21)

Воспользовавшись заменой Леви, можно 
определить выражения для компонентов тензо-
ра напряжений в области ABC в виде

 s s tx y xyABC ABC ABC
k p p= - = - =2 0, , .   (22)

В каждой из областей ACD и BCE мы имеем 
веер характеристик, однако угол раствора j этих 
вееров нам не известен, и граничных условий в 
напряжениях недостаточно для его однозначного 
определения. Поэтому задача в глобальном смыс-
ле является статически неопределимой. Обычным 
методом определения данного угла является его 
подбор из условия охвата пластической облас-
тью всей толщины полосы [2]. Но угол j можно 
определить и из решения задачи в скоростях, где 
граничных условий избыток, обратив внимание 
на то, что области CDOE (рис. 9) и SRLR¢ (рис. 3) 
обладают одинаковыми свойствами и очерта-
ниями. Поэтому решение поставленной задачи 
в скоростях можно провести по той же схеме, 
которая была подробно описана выше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рассмотренном классе 
задач определение основных неизвестных ве-
личин может быть проведено и без численного 
построения сетки линий скольжения. Вполне 
достаточно лишь исследовать поле скоростей в 
области с криволинейными характеристиками, 
примыкающей к осям симметрии. Описанный 
метод решения можно применять только при 
выполнении двух условий: 1) внедряемое тело 
должно иметь прямолинейные контуры; 2) в 
задаче должна присутствовать ось симметрии 
для сетки линий скольжения. Невыполнение 
первого условия (например, внедрение криво-
линейного штампа [2]) приведет к качествен-
ному отличию всего вида сетки характеристик, 
а наличие несимметричности трудно согласует-
ся с распределением скоростей.

Анализ полученных данных позволил вы-
явить допустимые значения параметров, при 
которых предложенное решение может иметь 
место, а также высказать некоторые соображе-
ния о подходе к выбору сетки характеристик в 
рассматриваемых задачах.
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