
74 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2009, № 1

УДК:517.988.6 

МНОГОЗНАЧНЫЕ СЖИМАЮЩИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ*

Б. Д. Гельман

Воронежский государственный университет 

Поступила в редакцию 17.02.2009 г. 

Аннотация Настоящая статья посвящена изложению теоремы Надлера (принципа много-
значных сжимающих отображений) и некоторых обобщений этой теоремы и применению этих 
результатов к проблеме разрешимости операторных уравнений с замкнутыми сюръективными 
операторами. Статья состоит из трех разделов. В первом разделе рассматриваются теоремы о 
существовании и топологической структуре множества неподвижных точек многозначных 
сжимающих отображений. Во втором разделе полученные теоремы применяются для изучения 
разрешимости и изучения свойств множества решений уравнений вида a x f x( ) ( )= , где a  — за-
мкнутый линейный сюръективный оператор, f — липшицево отображение. Третий раздел 
работы посвящен приложению доказанных теорем к изучению следующих двух проблем. 
Проблеме разрешимости задачи Коши для одного класса вырожденных дифференциальных 
уравнений, у которых вырождение задается замкнутым линейным сюръективным оператором, 
и проблеме управляемости конечномерных линейных систем имеющих “малые” нелинейные 
возмущения. В этих задачах удается не только доказать существование решений, но и получить 
некоторую информацию о структуре множества решений. 

Ключевые слова: Многозначные сжимающие отображения; замкнутый сюръективный 
оператор; вырожденные дифференциальные уравнения. 

Abstract This paper is devoted to description of Nadler theorem (principle of contraction of 
multivalued maps), to some its generalizations and to application to the problem of solvability of 
operator equations with closed surjective operators. The paper consists of three sections. In the first 
one existence theorems and topological structure of fixed point sets of multivalued contracting 
mappings are proved. In the second section the obtained results are applied to investigation solv-
ability and properties of solution set of equations of a x f x( ) ( )=  type. Here a  is a closed linear sur-
jective operator, f is Lipschitz continuous. The third section contains applications of above theorems 
to the following two problems: the one of solvability of Cauchy problem for a certain class of degen-
erate differential equation, in which the degeneration is given by means of closed linear sujective 
operator, and controllability problem for finite-dimensional linear systems having “small” non-
linear perturbations. In these problems we have proven existence of solutions and, moreover, have 
obtained some infirmation on the structure of the solution set. 

Key words: Multivalued contracting mappings; closed surjective operator; degenerate differ-
ential equations. 

ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, какую важную роль в 
математике играет теорема Банаха (принцип 
сжимающих отображений). В 1969 году С.Б. 
Надлером [1] была доказана теорема, являю-
щаяся многозначным вариантом теоремы Ба-
наха. Эта теорема также находит применения 
при изучении различных проблем: в теории 
экстремальных задач, при доказательстве тео-
ремы Люстерника [2]; при доказательстве не-

которых обобщений теоремы о неявной и обрат-
ной функции [3], [4], а также при изучении 
некоторых других проблем современной мате-
матики. Настоящая статья не претендует на 
полноту, а является обзором работ автора [4], 
[5], [6], [7] посвященным применению теоремы 
Надлера и некоторых обобщений этой теоремы 
к проблеме изучения разрешимости оператор-
ных уравнений с замкнутыми сюръективными 
операторами. 

Статья состоит из трех разделов. В первом 
разделе рассматриваются теоремы о существо-
вании и топологической структуре множества 
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неподвижных точек многозначных сжимающих 
отображений. 

Во втором разделе полученные теоремы 
применяются для изучения разрешимости и 
изучения свойств множества решений опера-
торных уравнений вида a x f x( ) ( )= , где a  — за-
мкнутый линейный сюръективный оператор, а 
f  — липшицево отображение. 

Третий раздел работы посвящен приложению 
доказанных теорем к изучению следующих про-
блем: проблеме разрешимости задачи Коши для 
одного класса вырожденных дифференциальных 
уравнений, у которых вырождение задается за-
мкнутым линейным сюръективным оператором; 
проблеме устойчивости глобальной управляе-
мости конечномерных линейных систем относи-
тельно “малых” нелинейных возмущений. В этих 
задачах удается не только доказать существова-
ние решений, но и получить некоторую инфор-
мацию о структуре множества решений. 

1. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ 
МНОГОЗНАЧНЫХ СЖИМАЮЩИХ 

ОТОБРАЖЕНИЙ

1. ТЕОРЕМА НАДЛЕРА И НЕКОТОРЫЕ ЕЕ 
ОБОБЩЕНИЯ

Пусть X  — метрическое пространство , Y  
— замкнутое подмножество в X . Обозначим 
P Y( )  — совокупность всех непустых подмно-
жеств Y . 

Расстояние от точки x  до множества 
A P YŒ ( )  есть 

 r r( ) inf { ( ) }x A x y y A, = , | Œ .  

Пусть A B P Y, Œ ( ) . 
1.1. Определение. Величину (конечную или 

бесконечную) 

 r r*
Œ

, = ,( ) sup ( )A B a B
a A

называют полуотклонением множества A  
от множества B . 

1 . 2 .  П р е д л о ж е н и е .  Ф у н к ц и я 
r* : ¥ Æ » •P Y P Y( ) ( ) R  обладает следующими 
свойствами: 

1. r* , ≥( )A B 0  для любых A B,  из P Y( ) ; 
2. r* , =( )A B 0  влечет A BÃ ; 
3. В общем случае r r* *, π ,( ) ( )A B B A ; 
4. r r r* * *, £ , + ,( ) ( ) ( )A B A C B C  для любых 

A B C, ,  из P Y( ) ; 
5. r e e* , = | Ã( ) inf{ ( )}A B A U B  для любых 

A B,  из P Y( ) . 
Доказательство этих свойств содержится, 

например, в [8]. 

Пусть C X( )  — множество непустых замкну-
тых подмножеств в X . Рассмотрим функцию 
h C X C X: ¥ Æ » •( ) ( ) R ,Эта функция является 
квазиметрикой на множестве C X( ) . Действи-
тельно, для любых A B C X, ( )Œ  выполнено : 

6. h A B( ), ≥ 0 . 
7. Если h A B( ), = 0  , то A B= . 
8. h A B h B A( ) ( ), = , . 
9 .  h A B h A C h C B( ) ( ) ( ), £ , + ,  для любых 

A B C, ,  из C X( ) . 
1 0 .  Е с л и  A x= { }0 ,  B y= { }0  ,  т о 

h A B x y( ) ( ), = ,r 0 0 . 
Доказательства перечисленных свойств 

вытекает из определения функции h A B( ),  и 
свойств r* ,( )A B . 

1.3. Лемма. Пусть M M1 2,  — линейные мно-
гообразия в нормированном пространстве E , 
являющиеся сдвигами одного и того же подпро-
странства L EÃ , тогда 

 
h M M M M M M

x x x M x M
( ) ( ) ( )

inf{ }
1 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 2

, = , = , =
= || - ||| Œ , Œ .

* *r r
 

Доказательство этой леммы содержится, 
например, в [2]. 

Пусть X  — полное метрическое простран-
ство, B xR[ ]0  — замкнутый шар в X  с центром в 
точке x0 . Пусть F B x C XR: Æ[ ] ( )0  многознач-
ное отображение. 

1.4. Определение. Точку x B xR* Œ [ ]0  будем 
называть неподвижной точкой многозначного 
отображения F  если x F x* *Œ ( ) . 

Справедлива следующая теорема о непод-
вижной точке. 

1.5. Теорема. Пусть X  — полное метрическое 
пространство, F B x C XR: Æ[ ] ( )0  многозначное 
отображение. Пусть существует число k Œ ,[ )0 1  
такое, что выполнены следующие условия: 

(1) r( ( ) ( )x F x R k0 0 1, < - ,  
(2) для любой точки x B xRŒ [ ]0  пересечение 

F x B xR( ) [ ]« π Δ,0  
(3) для любых x B xRŒ [ ]0  и y F x B xRŒ «( ( ) [ ])0  

справедливо неравенство 

 r r* « , £ , .( ( ) [ ] ( )) ( )F x B x F y k x yR 0  

Тогда для любого положительного числа e  
существует неподвижная точка x*  отображе-
ния F  такая, что 

 r r e( ) ( ( ( )) )x x
k

x F x0 0 0

1
1

, £
-

, + .*  (1.1)

Доказательство. Без ограничения общности 
можно считать, что число R x F x1 0 0= + <r e( , ( )  

Многозначные сжимающие отображения и их приложения
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R k1< -( ).  Построим последовательность точек 
x x0 1, , ...  такую, что 

 

при
при

при

0

1

1 1

[ ]  0 1
( )  1 2

( )   0 1

n R

n n
n

n n

x B x n
x F x n

x x k R nr
-

+

Œ = , , ...,
Œ = , , ...,

, < = , , ... .

 

Эту последовательность будем строить индук-
тивно. Пусть точка x0  — центр нашего шара, 
точка x1  — произвольная точка из пересечения 
F x B xR( ) [ ]0 0«  такая, что r( )x x R0 1 1, < . Допус-
тим, что уже построены n + 1  точка нашей пос-
ледовательности x x xn0 1, , ..., . Тогда 

 
r r

r

( ( )) ( ( ) [ ] ( ))

( )

x F x F x B x F x

k x x k R
n n n R n

n n
n

, £ « , £

£ , < .
* -

-

1 0

1 1

 

Следовательно, существует такая точка 
x F xn n+ Œ1 ( ) , что 

 r( )x x k Rn n
n, < .+1 1  

Проверим, что точка xn+1  принадлежит шару 
B xR[ ]0 . Действительно, 

 

r r( ) ( )x x x x

k R
R

k
R

n
i

n

i i

i

n
i

0 1
0

1

0
1

1

1

, £ , <

< <
-

< .

+
=

+

=

Â

Â
 

Таким образом точка xn+1  построена, индукция 
закончена. 

Нетрудно доказать, что построенная после-
довательность { }xn  является фундаментальной. 
Действительно, 

 

r r( ) ( )x x x x

k R
k R

k

n n p
i n

n p

i i

i n

n p
i

n

, £ , <

< <
-

,

+
=

+ -

+

=

+ -

Â

Â

1

1

1

1
1

1

 

что и доказывает фундаментальность. 
Так как пространство X  полно, а множест-

во B xR[ ]0  замкнуто, то последовательность { }xn  
сходится к некоторой точке x B xR* Œ [ ]0 . Так как 
r( )x xn

R
k0 1 1
1, <+ - , то переходя к пределу в этом 

неравенстве, получаем, что r( )x x R
k0 1
1, £* - . 

Покажем, что точка x*  является неподвиж-
ной точкой многозначного отображения F . 
Действительно, 

 
r r

r
( ( )) ( ( ) [ ] ( ))

( )
x F x F x B x F x

k x x
n n R

n

+ * * *

*

, £ « , £
£ , .

1 0  

Следовательно, lim ( ( ))
n nx F x

Æ• + *, =r 1 0 . Так как 

множество F x( )*  замкнуто, то x F x* *Œ ( ) , т.е. x*  
является неподвижной точкой F . 

Так как 

 r r( ) ( )x x x x k R
R

kn
n n

n

n
0

0
1

0
1

1

1
, £ , < =

-
,*

=

•

+
=

•

Â Â  

то неравенство (1.1) доказано. Теорема дока-
зана. 

Эта теорема является обобщением одного 
из утверждений книги [2] (стр. 42) и почти 
полностью повторяет его доказательство. Так-
же она обобщает одно из утверждений работы 
[3]. Рассмотрим некоторые следствия из этой 
теоремы. 

Пусть X  — метрическое пространство, A  
— подмножество в X . 

1.6. Определение. Многозначное отображе-
ние F A C X: Æ ( )  называется липшицевым, 
если существует положительное число k  та-
кое, что для любых x  и y  из A  выполнено не-
равенство: 

 h F x F y k x y( ( ) ( )) ( ), £ , .r  

В этом случае k  называется константой Лип-
шица. 

Если многозначное отображение F  являет-
ся липшицевым отображением с константой 
Липшица меньше единицы, то оно называется 
сжимающим. 

Справедливо следующее утверждение ( см. 
[2]). 

1.7. Следствие. Пусть X  — полное метри-
ческое пространство, F B x C XR: Æ[ ] ( )0  много-
значное сжимающее отображение с константой 
Липшица k Œ ,[ )0 1 . Пусть выполнено следующие 
условие: 

 r( ( ) ( )x F x R k0 0 1, < - .  

Тогда, для любого числа R1 , удовлетворяющего 
неравенству 

 r( ( ) ( )x F x R R k0 0 1 1, < < - ,  

существует неподвижная точка x*  отображе-
ния F  такая, что 

 r( )x x
R

k0
1

1
, £

-
.*  (1.2)

Более того среди неподвижных точек отобра-
жения F  существует точка x*  такая, что 

 r r( ) ( ( ))x x
k

x F x0 0 0

2
1

, £
-

, .*  (1.3)

Доказательство. Это утверждение естествен-
но вытекает из теоремы 1.5. Для этого прежде 
всего проверим, что для любой точки x B xRŒ [ ]0  
пересечение 0( ) [ ]RF x B x« π Δ . Действитель-
но, 

Б. Д. Гельман



77ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2009, № 1

 

r r r
r

( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ))
( ( )) ( ( )

x F x x F x F x F x
x F x h F x

0 0 0 0

0 0 0

, £ , + , £
£ , +

*

,, <
< - + = .

F x
k R kR R

( ))
( )1

 

Заметим также, что 

 
r r

r
* *« , £ , £

£ , £ , .
( ( ) [ ] ( )) ( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( )
F x B x F y F x F y

h F x F y k x y
R 0  

Неравенства (1.2) и (1.3) очевидным образом 
вытекают из неравенства (1.1). Это и доказыва-
ет следствие. 

Из теоремы 1.5 также вытекает следующее 
утверждение, (см. [1]). 

1.8. Следствие. Пусть X  — полное метри-
ческое пространство, F X C X: Æ ( )  многознач-
ное сжимающее отображение с константой 
Липшица k Œ ,[ )0 1 . Пусть x0  — некоторая точ-
ка из пространства X  и r d( ( ))x F x0 0, < . Тогда 
у отображения F  существует неподвижная 

точка x*  такая, что r d( )x x
k0 1

, <
-* . 

Доказательство. Пусть положительное 
число R  такое, что справедливо неравенство 
r d( ( ) ( )x F x R k0 0 1, < < - .  Рассмотрим шар 
B xR[ ]0 . Очевидно, что сужение отображения 
F  на этот шар будет удовлетворять условиям 
следствия 1.7, следовательно, отображение F  
будет иметь неподвижную точку x*  такую, 
что 

 r d
( )x x

k0 1
, <

-
.*  

Следствие доказано. 
Очевидно, что многозначные сжимающие 

отображения, в общем случае, имеют много 
неподвижных точек. Имеет место следующее 
утверждение [9]. 

1.9. Теорема. Пусть X  — замкнутое выпук-
лое подмножество банахова пространства E , 
F X C X: Æ ( )  — многозначное сжимающее 
отображение. Пусть x0  — неподвижная точка 
F . Если множество F x x( ) { }0 0π , то у F  сущес-
твует по крайней мере еще одна неподвижная 
точка. 

В качестве приложения рассмотренных те-
орем докажем теорему, которая является неко-
торым локальным вариантом теоремы А. В. Ару-
тюнова (см. [10], [11]). 

Пусть X Y,  — метрические пространства, 
B x Xr1

[ ] Ã , B y Yr2
[ ] Ã  — замкнутые шары в этих 

пространствах. Пусть A  подмножество в X , 
g A Y: Æ  — однозначное отображение, удов-
летворяющее следующим условиям: 

(1) отображение g  имеет замкнутый гра-
фик; 

(2) отображение g  является a -накрываю-
щим отображением, т.е. для любой точки x AŒ  
и  л ю б о г о  ч и с л а  r > 0  м н о ж е с т в о 
g B x B g xr r( [ ]) [ ( )]… a . 

Пусть точка x A0 Œ , f B x YR: Æ[ ]0  — одно-
значное липшицево отображение с константой 
Липшица b . 

1 . 1 0 .  Т е о р е м а .  Е с л и  b a<  и 
r a b( ( ) ( )) ( )f x g x R0 0, < - ,  т о  у р а в н е н и е 
f x g x( ) ( )=  имеет решение в шаре B xR[ ]0 . Бо-
лее того, для любого e > 0  существует такое 
решение этого уравнения x* , что 

 r
r e

a b
( )

( ( ) ( ))
x x

f x g x
0

0 0, £
, +
-

.*  (1.4)

Доказательство. Для доказательства этой 
теоремы рассмотрим многозначное отображение 
F x g f x( ) ( ( ))= -1 . В силу замкнутости графика 
отображения g  многозначное отображение 
F  имеет замкнутые образы. Проверим, что 
многозначное отображение F  удовлетворяет 
условиям следствия 1.7. Для этого оценим 
h F x F x( ( ) ( ))1 2, , где x x1 2,  — произвольные точки 
из B xR[ ]0 . 

Пусть r f x f x= ,r( ( ) ( ))1 2 , а 1�x  — произволь-
ная точка из g f x-1

1( ( )) . Тогда в шаре B xr
a
[ ]1�  

найдется точка 2�x  такая, что g x f x( ) ( )2 2� = . Сле-
довательно, 

 

r r

r
a

r

*
Œ Œ

, = , £

£ , £

( ( ) ( )) sup inf ( )

( )

( ) ( )
F x F x a b

x x

b F x a F x1 2

1 2

1 2

1
� � (( ( ) ( )) ( )f x f x x x1 2 1 2, £ , .b

a
r

 

В силу равноправности точек x1  и x2  по-
л у ч а е м  а н а л о г и ч н о е  н е р а в е н с т в о : 
r rb

a* , £ , .( ( ) ( )) ( )F x F x x x2 1 1 2  Следовательно F  
является многозначным сжимающим отобра-
жением и константа Липшица k = .b

a  
Оценим теперь расстояние r( ( ))x F x0 0, . 

Пусть r( ( ) ( ))f x g x r0 0, = , тогда в шаре B xr
a
[ ]0  

найдется точка x1  такая, что g x f x( ) ( )1 0= . Сле-
довательно 

 r
a

r b
a

( , ( )) ( ( ), ( )) ,x F x f x g x R0 0 0 0

1
1£ < -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

 

т.е. отображение F  удовлетворяет условиям 
следствия 1.7. Тогда отображение F  имеет не-
подвижную точку, которая и является решени-
ем уравнения f x g x( ) ( )= . 

Проверим теперь справедливость неравенс-
тва (1.4). Так как 

Многозначные сжимающие отображения и их приложения
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 r
a

r( ( ) ( ( ) ( )) ( )x F x f x g x k R0 0 0 0

1
1, £ , < - ,  

то при достаточно малом e > 0  справедливо 
неравенство 

 r
r e

a
( ( )

( ( ) ( ))
( )x F x

f x g x
k R0 0

0 0 1, <
, +

< - .  

Из следствия 1.7 вытекает, что существует 
неподвижная точка x*  такая, что выполняется 
неравенство 

 r
r e

a
( )

( ( ) ( ))
( )

x x
f x g x

k0
0 0

1
, £

, +
-

.*  

Так как k = b
a

, то 

 r
r e

a b
( )

( ( ) ( ))
x x

f x g x
0

0 0, <
, +
-

.*  

Теорема доказана. 

1.2. МНОГОЗНАЧНЫЕ СЖИМАЮЩИЕ 
ОТОБРАЖЕНИЯ ЗАВИСЯЩИЕ 

ОТ ПАРАМЕТРА 
Пусть E  — банахово пространство, X  — за-

мкнутое выпуклое подмножество в E , Y  — мет-
рическое пространство. 

Рассмотрим многозначное отображение 
F X Y Cv X: ¥ Æ ( )  удовлетворяющее следую-
щим условиям: 
(1) существует такое число k Œ ,[ )0 1 , что для 
любых ¢, ¢¢ Œx x X  и любого y YŒ  справедливо 
неравенство: 

 h F x y F x y k x x( ( ) ( )¢, ; ¢¢, £ || ¢ - ¢¢ ||;  

(2) многозначное отображение F  — полунепре-
рывно снизу по совокупности переменных. 

Очевидно, что в силу следствия 1.8, для 
любого y YŒ  многозначное отображение 
F F y X Cv Xy = ◊, : Æ( ) ( ) имеет неподвижные точ-
ки. Обозначим Fix y x x F xy( ) { ( )}= | Œ . Возника-
ет многозначное отображение Fix Y C X: Æ ( ) . 

1.11. Теорема. Пусть выполнены условия 
(1), (2), пусть A  — замкнутое подмножество 
в Y , f A X: Æ  — непрерывное отображение 
такое, что f y F f y y( ) ( ( ) )Œ ,  для любого y AŒ . 

Тогда существует непрерывное отображение 
g Y X: Æ  удовлетворяющее условиям: 
а) g  — непрерывное сечение многозначного 
отображения Fix , т.е. g y F g y y( ) ( ( ) )Œ ,  для 
любого y YŒ ; 
б) отображение g  является непрерывным про-
должением отображения f , т.е. g fA| = . 

Доказательство. Построим последователь-
ность непрерывных отображений g Y Xn : Æ , 

n = , , , ...0 1 2 , удовлетворяющих условиям: 
1) g y F g y yn n( ) ( ( ) )Œ ,-1  для любого y YŒ  и 
n = , , ...1 2 , 
2) существует такая непрерывная функция 
r Y R: Æ + , что для любого y YŒ  и n = , , , ...0 1 2  
выполнено неравенство g y g y k r yn n

n
+ - <1( ) ( ) ( ),

3) g fn A| =  для любого n = , , , ...0 1 2 . 
Эту последовательность будем строить ин-

дуктивно. Пусть отображение g Y X0 : Æ  явля-
ется произвольным непрерывным продолжени-
ем отображения f  на все пространство Y . Такое 
продолжение всегда существует в силу теоремы 
Дугунжи. Определим многозначное отображе-
ние Y1 : ÆY Cv E( )  условием, Y1 0( ) ( ( ) )y F g y y= , . 
Очевидно, что это отображение является полу-
непрерывным снизу и имеет выпуклые замкну-
тые образы. Следовательно, в силу теоремы 
Майкла (см., например, [12]), отображение Y1  
имеет непрерывное сечение q Y E: Æ . Пусть 
r y g y q y( ) ( ) ( )= - + .0 1  Очевидно, что функция 
r Y R: Æ  является непрерывной. 

Рассмотрим многозначное отображение 
Q Y V E: Æ ( ) , Q y x E g y x r y( ) { ( ) ( )}= Œ | - < .0  
Нетрудно видеть, что это отображение имеет 
выпуклые образы и его график открыт в про-
странстве Y E¥ , т.е. Q  является U -отображе-
нием. Заметим также, что Q y y( ) ( )« π ΔY1  для 
любого y YŒ  и f y Q y y( ) ( ( ) ( ))Œ « Y1  для любо-
го y AŒ . 

Тогда, в силу теоремы о сечении пересечения 
многозначных отображений (см. [13]) сущест-
вует непрерывное отображение g Y E1 : Æ , 
которое является непрерывным сечением Y1 , 
совпадает с отображением f  на множестве A  и 
|| - ||<g y g y r y1 0( ) ( ) ( ) . Очевидно, что построенное 
отображение удовлетворяет условиям 1—3. 

Предположим, что мы построили отображе-
ния g g gn0 1, , ..., , удовлетворяющие условиям 
1—3. Пусть Yi iy F g y y+ = , .1( ) ( ( ) )  Тогда для всех 
y YŒ  имеем, 

 
r( ( ) ( )) ( ( ( ) ) ( ( ) ))

( ) (

g y y h F g y y F g y y

k g y g y
n n n n

n n

, £ , ; , £

£ -
+ -

-

Y 1 1

1 )) ( )< .k r yn  

Тогда у многозначного отображения Yn+1  
существует непрерывное сечение g yn+1( ) , 
которое удовлетворяет условиям 1—3. Это и 
заканчивает построение последовательности 
{ }gn .  

Покажем теперь, что для любого y YŒ  пос-
ледовательность x g yn n= ( )  является фундамен-
тальной. Действительно, 
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|| - ||£|| - || +

+ || - || +...+ || - ||
+ +

+ + + + -

x x x x

x x x x
n p n n n

n n n p n p

1

2 1 1 <<

< + + ... + <
-

.+ + -r y k k k
r y

k
kn n n p n( )( )

( )1 1

1

 

Из этого неравенства и вытекает фундамен-
тальность последовательности xn . 

Пусть g y g y
n n( ) lim ( )= ,

Æ•
 докажем непрерыв-

ность этого отображения. Действительно, пусть 
y0  — произвольная точка из Y , тогда в некото-
рой окрестности V  этой точки для любого y VŒ  
справедливо неравенство || ||£|| || +r y r y( ) ( )0 1 . 
Тогда на множестве V  последовательность { }gn  
равномерно сходится к отображению g , что и 
гарантирует непрерывность g  на этом множес-
тве ( следовательно, в точке y0 ). Так как точка 
y0  выбиралась произвольно, то g  является не-
прерывным отображением. 

Переходя к пределу при фиксированном y  
в условии 1 построенной последовательности, 
получаем включение g y F g y y( ) ( ( ) )Œ , . 

Условие g fA| =  вытекает из свойства 3 пос-
троенной последовательности. Теорема доказа-
на. 

Отметим работы [14], [15] в которой полу-
чены близкие утверждения. 

В качестве приложения теоремы 1.11, дока-
жем теорему о структуре множества неподвиж-
ных точек многозначных сжимающих отобра-
жений. Дадим следующее определение. 

Пусть X  — метрическое пространство, 
A  — подмножество в X . 

1.12. Определение. Будем говорить, что 
множество A  является сильным деформацион-
ным ретрактом пространства X , если сущес-
т в у е т  н е п р е р ы в н о е  о т о б р а ж е н и е 
t : ¥ , ÆX X[ ]0 1  такое, что: 

(1) t( )x x, =0  для любого x XŒ ; 
(2) t l( )x x, =  для любого x AŒ  и l Œ ,[ ]0 1 ; 
(3) t( )x A, Œ1  для любого x XŒ . 
1.13. Теорема. Пусть X  — замкнутое вы-

пуклое подмножество банахова пространства 
E , F X Cv X: Æ ( )  — многозначное сжимающее 
отображение. Тогда множество K  неподвиж-
ных точек этого отображения является силь-
ным деформационным ретрактом пространс-
тва X . 

Доказательство. Пусть Y X= ¥ ,[ ]0 1 . Рас-
с м о т р и м  м н о г о з н а ч н о е  о т о б р а ж е н и е 
ˆ ( )F X Y Cv X: ¥ Æ  определенное условием: 

 
если
если

,  1;ˆ( , , )
( ),  1.
X

F x z
F x

l
l

l
πÏ

= Ì =Ó
 

Очевидно, что это отображение удовлетво-
ряет условиям теоремы 1.11, т.е. оно полунепре-
рывно снизу по совокупности переменных и для 
любого y z= ,( )l  и любых x x X1 2, Œ  справедли-
во неравенство 

 h F x z F x z k x x( ˆ( ) ˆ( ))1 2 1 2, , , , , £ || - || .l l
Пусть A X K Y= ¥ » ¥ , Ã( { }) ( [ ])0 0 1 . Очевидно, 
что это множество замкнуто. 

Рассмотрим непрерывное отображение 
f A X: Æ  определенное условиями: 

 
для любого

для любого
( 0)   

( )   [0 1]
f z z z X

f z z z Kl l
, = Œ ;

, = Œ , Œ , .
 

Тогда z f z F f z z= , Œ , , ,( ) ˆ( ( ) )l l l  для любых 
( )z A, Œl . 

В силу теоремы 1.11, существует непрерыв-
ное отображение g Y X: Æ  удовлетворяющее 
следующим условиям: 
а) g z X( ), Œl  для любых z XŒ  и l Œ ,[ ]0 1 ; 
б) отображение g  является непрерывным про-
должением отображения f , т.е. для любого 
( )z A, Œl  с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о 
g z f z z( ) ( ), = , =l l ; 
в) g z F g z z F g z( ) ˆ( ( ) ) ( ( )), Œ , , , = ,1 1 1 1  для любого 
z XŒ , т.е. g z K( ), Œ1 . 

Таким образом, отображение g  является 
сильной деформационной ретракцией про-
странства X  на множество K . Теорема доказа-
на. 

Доказанная теорема дополняет теорему Ри-
чери (см. [16]). 

1.14. Следствие. Пусть выполнены условия 
теоремы 1.13, тогда множество K  неподвиж-
ных точек отображения F  имеет гомотопи-
ческий тип точки. 

Доказательство. Так как множество K  яв-
ляется сильным деформационным ретрактом 
выпуклого замкнутого множества X , то они 
имеют одинаковый гомотопический тип (см., на-
пример, [17]). Так как X  имеет гомотопический 
тип точки, то это и доказывает утверждение. 

Рассмотрим приложение теоремы 1.11 к 
проблеме глобальной обратимости многознач-
ных отображений. 

1.15. Теорема. Пусть F E Cv E: Æ ( )  — мно-
гозначное сжимающее отображение, отображе-
ние F : ÆE Cv E( )  определено условием 
F( ) ( )x x F x= - . Пусть A  — замкнутое подмно-
жество в E , g A E: Æ  — однозначное непре-
рывное отображение такое, что F( ( ))g y y' . 
Тогда существует непрерывное отображение 
�g E E: Æ  такое, что: 

Многозначные сжимающие отображения и их приложения
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1) F( ( ))�g y y'  для любого y EŒ ; 
2) �g gA| = . 
Доказательство. Рассмотрим многозначное 

о т о б р а ж е н и е  �F E E Cv E: ¥ Æ ( ) , 
�F x y F x y( ) ( ), = + . Очевидно, что это отображе-

ние является сжимающим по x  и полунепре-
рывным снизу по совокупности переменных. В 
силу условий теоремы, для любой точки y AŒ  
справедливо включение g y F g y y( ) ( ( ))Œ + , т. е. 
g y F g y y( ) ( ( ) )Œ ,� . Так как к отображению �F  
применима теорема 1.11, то существует непре-
рывное отображение �g E E: Æ  такое, что 
� � �g y F g y y( ) ( ( ) )Œ ,  и �g  является непрерывным 
продолжением отображения g . Очевидно, что 
это и есть искомое отображение. 

2. ОБ ОДНОМ КЛАССЕ УРАВНЕНИЙ 
С СЮРЪЕКТИВНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

2.1. О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ 
СЮРЪЕКТИВНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 
a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  — линейный замкнутый 
сюръективный оператор. Пусть L Ker a= ( )  — 
ядро оператора a . Рассмотрим фактор-про-
странство E E Ker a= /1 ( ) . Пусть p  — проекция 
пространства E1  на E . Известно, что норма в 
пространстве E  определяется следующим об-
разом: 
если [ ] ( )x x Ker a E= + Œ , то [ ] inf

( )
x x u

u Ker a
= +

Œ
. 

Рассмотрим отображение a D a E E1 1 2: Ã Æ( ) , 
где D a p D a( ) ( ( ))1 =  и a x a x1([ ]) ( )= . Хорошо из-
вестно (см., например, [18]), что отображение 
a1  является замкнутым, имеет нулевое ядро и 
сюръективно. Тогда оператор a1  имеет непре-
рывный обратный оператор a E E1

1
2

- : Æ  и 

 

|| ||=
|| ||

|| ||
=

=
|| || | Œ ,

-

Œ

-

Œ

a
a y

y
x x E a

y E

y E

1
1 1

1

1

2

2

sup
( )

sup
inf{ (xx y

y
) }=

|| ||
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

.
 

Число a1
1-  будем называть нормой многознач-

ного отображения a-1  и обозначать a-1 . 
Рассмотрим некоторые примеры вычисле-

ния нормы многозначных обратных отображе-
ний. 

2.1. Пример. Пусть C a b[ ],  — пространство 
непрерывных вектор-функций, определенных 
на отрезке [ ]a b,  со значениями в банаховом 
пространстве E . Рассмотрим оператор диффе-
ренцирования 

 d D d C Ca b a b: Ã Æ ,, ,( ) [ ] [ ]  

где D d( )  — множество непрерывно дифферен-
цируемых вектор-функций. Очевидно, что 
оператор d  является замкнутым сюръективным 
оператором. 

2.2. Предложение.Число || ||=- -d b a1
2 . 

Доказательство.  Пусть y y t C a b= Œ ,( ) [ ] , 
|| || = || ||

Œ ,
y y sC s a b

max ( )
[ ]

. 

Рассмотрим 

 

d y x x t C x t

y s ds E

a b

a

t

-
,= = Œ | =

= + , Œ .Ú

1( ) { ( ) ( )

( ) }

[ ]

a a 
 

Тогда 

 

inf{ ( )} inf ( )

( )

|| || | Œ = || + || £

£|| -

-

Œ Ú

Ú

x x d y y s ds

y s ds

C E
a

t

C

a

t

a

1

a
a

aa b

a b

a b

y s ds y s ds

y s

C

t

C

a t b

t

+

+

+

Ú Ú

Ú

|| =|| || £

£ | || ||
£ £

2

2

2

( ) ( )

max ( ) dds
b a

y C|= - || || .
2

 

Следовательно, || ||£- -d b a1
2 . 

Покажем, что || ||=- -d b a1
2 . Для этого рассмот-

рим вектор-функцию y t e0( ) =  для любого 
t a bŒ ,[ ] , где e  — произвольный ненулевой век-
тор из E . Тогда 

 
d y x x t C x t

te E
a b

-
,= = Œ | =

= + , Œ .

1
0( ) { ( ) ( )

}
[ ]

a a
 

Следовательно, 

 
inf{ ( )} inf max

inf max{

|| || | Œ = || + ||=

= ||

-

Œ £ £

Œ

x x d y te

b
E a t b

E

1
0 a

a

a

ee ae+ ||, || + ||a a }

Покажем, что это число равно b a e- || || .2  Оче-
видно, что если рассмотреть a0 2= - +b a e , то 

 max{ }|| + ||, || + || = - || ||,be ae
b a

ea a0 0 2
 

т.е. 

 inf{ ( )}|| || | Œ £ - || || .-x x d y
b a

e1
0 2

 

Предположим, что 

 inf max{ }
a

a a
Œ

|| + ||, || + || < - || ||,
E

be ae
b a

e
2

 

тогда существует такой вектор a1 ŒE , что 

 max{ }|| + ||, || + || < - || || .be ae
b a

ea a1 1 2
 

В этом случае, 
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 || + || + || + ||<|| - ||,be ae be aea a1 1  

а это противоречит неравенству треугольника. 
Так как || ||=|| ||y e0 , то || ||≥- -d b a1

2 , что и до-
казывает утверждение. 

2.3. Пример. Пусть La b[ ],
1  — пространство 

суммируемых вектор-функций, определенных 
на отрезке [ ]a b,  со значениями в банаховом 
пространстве E . Рассмотрим оператор диффе-
ренцирования d D d C La b a b: Ã Æ, ,( ) [ ] [ ]

1 , где D d( )  
— множество абсолютно непрерывных вектор-
функций. Очевидно, что оператор d  является 
замкнутым сюръективным оператором. Вычис-
лим для него число || ||-d 1 . Аналогично предло-
жению 2.2. можно доказать следующее утверж-
дение. 

2.4. Предложение.Число || ||=-d 1 1
2 . 

2.5. Пример. Хорошо известно, что если 
a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор, то в множестве D a( )  
м о ж н о  р а с с м о т р е т ь  н о р м у  г р а ф и к а 
|| || =|| || + || || .,x x a x1 2 1 2( )  Множество D a( )  снаб-
женное нормой || || ,x 1 2  является банаховым 
пространством. Обозначим его E . Тогда опре-
делен непрерывный линейный оператор 
�a E E: Æ 2 , �a x a x( ) ( )= .  Нетрудно видеть, что в 
силу определения нормы многозначного обрат-
ного оператора числа || ||-a 1  и || ||-1�a  связаны 
следующим соотношением: || ||=|| || + .- -1 1 1�a a  

Нетрудно также проверить, что норма мно-
гозначного обратного отображения обладает 
следующими свойствами. 

2.6. Предложение. 1) Пусть b E E: Æ2 1  — 
линейный непрерывный оператор правый об-
ратный к оператору a , т.е. a b y y( ( )) =  для 
любого y EŒ 2 , тогда || ||£|| || .-a b1  
2) Пусть M EÃ 2  — замкнутое подпростран-
ство, L a M= -1( ) , T EÃ 1  — замкнутое подпро-
странство, содержащее L , �a L T M: Ã Æ  — 
сужение оператора a  на линейное многообразие 
L . Тогда �a  является замкнутым линейным 
сюръективным оператором и || ||£|| ||- -a a1 1� . 

Изучим многозначное отображение 
a E Cv E- : Æ1

2 1( ) , где 

 a y x E a x y- = Œ | = .1
1( ) { ( ) }  

2.7. Лемма. Отображение a-1  является 
липшицевым многозначным отображением с 
константой липшица || ||-a 1 , т.е. 

 h a x a x a x x( ( ) ( ))- - -, £|| || || - || .1
1

1
2

1
1 2  

Доказательство. Пусть x x E1 2 2, Œ , вычис-
лим h a x a x( ( ) ( ))- -, .1

1
1

2  В силу леммы 1.1 имеем: 

 

h a x a x

z z z a x z a x

( ( ) ( ))

inf{ ( ) ( )}

inf{

- -

- -

, =

= - | Œ , Œ =

=

1
1

1
2

1 2 1
1

1 2
1

2

zz z z z a x x

a x x
1 2 1 2

1
1 2

1
1 2

- | - Œ - £

£ - .

-

-

( )}
 

Если подпространство Ker a( )  не является 
дополняемым в пространстве E1 , то не сущест-
вует линейного непрерывного оператора право-
го обратного к оператору a , однако имеет место 
следующее утверждение. 

2.8. Лемма. (i) Пусть y0  — произвольная 
точка из пространства E2 , x0  — произвольная 
точка из множества a y-1

0( ) , тогда для любого 
числа k , || ||<-a k1 , существует непрерывное 
отображение q E E: Æ2 1 , такое, что выполне-
ны следующие условия: 
1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ; 
2) || - ||£ || - ||x q y k y y0 0( )  для любого y EŒ 2 . 

(ii) Для любого числа k , || ||<-a k1 , сущест-
вует нечетное непрерывное отображение 
�q E E: Æ2 1 , такое, что выполнены следующие 
условия: 
1) a q y y( ( ))� =  для любого y EŒ 2 ; 
2) || ||£ || ||�q y k y( )  для любого y EŒ 2 . 

Доказательство. (i) Пусть a E E- : Æ1
2 1  — 

отображение обратное к a . Очевидно, что оно 
имеет выпуклые замкнутые образы. Так как оно 
липшицево, то оно является полунепрерывным 
снизу многозначным отображением. Пусть k  
— произвольное число, большее || ||-a 1 . Рас-
смотрим другое многозначное отображение 
F : ÆE y Cv E2 0 1\ ( ) , 

 F( ) {y x E x x k y y= Œ | || - ||< || - || .1 0 0  

Покажем, что для любого y E yŒ( \ )2 0  пересе-
чение 

 F y a y y( ) ( ) ( )= « π Δ.-1 F  

Действительно, так как 

 h a y a y a y y k y y( ( ) ( ))- - -, £|| || || - ||< || - ||,1
0

1 1
0 0  

то существует точка x a yŒ -1( )  такая, что 
|| - ||< || - || .x x k y y0 0  Это и доказывает непус-
тоту F y( ) . 

Так как F  является многозначным U -отоб-
ражением, то по теореме по теореме о пересече-
нии многозначных отображений (см. [13]) у 
отображения F  существует непрерывное сече-
ние g E y E: Æ2 0 1\ , т.е. g y F y( ) ( )Œ  для любого 
y E yŒ( )2 0\ .  Р а с с м о т р и м  о т о б р а ж е н и е 
q E E: Æ2 1 , 

Многозначные сжимающие отображения и их приложения
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если
если

0

0 0

( )  
( )

 .
g y y y

q y
x y y

, π ;Ï
= Ì , =Ó

 

Так как || - ||£ || - ||g y x k y y( ) 0 0  для любого 
y EŒ 2 0\ , то отображение q  является непре-
рывным. Это и доказывает (i). 

(ii) Так как 0 01Œ -a ( ) , то в силу доказанного, 
существует непрерывное отображение 
q E E: Æ2 1  удовлетворяющее условиям: 

(1) a q y y( ( )) =  для любого y EŒ 2 ; 
2) || ||£ || ||q y k y( )  для любого y EŒ 2 . 
Рассмотрим отображение �q E E: Æ2 1 , 

�q x q x q x( ) ( ( ) ( ))= - -1
2 . Нетрудно проверить, что 

это отображение и будет искомым. Лемма дока-
зана. 

Е с л и  a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  —  л и н е й -
ный замкнутый сюръективный оператор, 
то естественно определяется отображение 
ˆ ( )̂ ([ ] ) ([ ] )a D a C Ca b E a b E: Ã Æ, , , ,1 2

 по следующему 
правилу: 

 (̂ )( ) ( ( ))a x t a x t= ,  

где D a C a Ca b D a a b E( )̂ ˆ ( )([ ] ( )) ([ ] )= , ,
-

, ,∩ 1
2

. Очевидно, что 

множество D a( )̂ π Δ.  Изучим свойства отобра-
жения â . 

2.9. Предложение. (i) Отображение â  ли-
нейно и замкнуто. 
(ii) Отображение â  сюръективно. 
(iii) || ||=|| ||- -1 1â a . 

Доказательство. (i) Линейность отображе-
ния â  очевидна. Проверим замкнутость. Пусть 
последовательность { } ( )̂x D an Ã  и { }x xn Æ * . 
Пусть последовательность { }y yn Æ * , где 
y a xn n= (̂ ) . Тогда для любого t a bŒ ,[ ]  имеем, 
x t x tn( ) ( )Æ *  и a x t y t y tn n( ( )) ( ) ( )= Æ * . Следова-
тельно, в силу замкнутости оператора a  полу-
чаем, x t D a* Œ( ) ( )  и a x t y t( ( )) ( )* *= . Таким обра-
зом, x D a* Œ ( )̂  и (̂ )a x y* *= , т.е. â  является за-
мкнутым оператором. 

(ii) Докажем сюръективность оператора â . 
Пусть y C a b EŒ , ,([ ] )2

 — произвольная функция. 
Пусть q E E: Æ2 1  — произвольное непрерывное 
отображение, удовлетворяющее условиям лем-
мы 2.8. Пусть функция x t q y t( ) ( ( ))= . Нетрудно 
проверить тогда, что x D aŒ ( )̂  и (̂ )a x y= . 

(iii) Пусть k  — произвольное число, удов-
летворяющее неравенству k a>|| ||-1 . Пусть 
q E E: Æ2 1  — произвольное непрерывное отоб-
ражение, удовлетворяющее условиям леммы 
2.8. Тогда для любой функции y C a b EŒ , ,([ ] )2

 су-
ществует функция x t q y t( ) ( ( ))=  такая, что 
a x y( ) =  и  || ||£ || ||x k y .  С л е д о в а т е л ь н о , 

|| ||£-1â k . Так как число k  бралось произволь-
но, то || ||£|| ||- -1 1â a . 

Докажем теперь неравенство в обратную 
сторону. Пусть k a>|| ||-1ˆ , рассмотрим произ-
вольную точку y E0 2Œ  и функцию 

�y , 
�y t y( ) = 0  

для любого t a bŒ ,[ ] . Тогда существует функция 
x a yŒ -1ˆ ( )�  такая, что || ||£ || ||x k y� . Следователь-
но, || ||£ || ||x t k y( ) 0  для любого t a bŒ ,[ ] . Пусть 
x x t E0 0 1= Œ( ) , где t0  некоторая точка из [ ]a b, . 
Тогда, a x y( )0 0=  и || ||£ || ||x k y0 0 . Теперь требу-
емое неравенство вытекает из произвольность 
числа k . 

2.2. РАЗРЕШИМОСТЬ ОПЕРАТОРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ЛИПШИЦЕВОЙ ПРАВОЙ 

ЧАСТЬЮ
Пусть E E1 2,  — два банаховых пространства, 

a D a E: Æ( ) 2  — замкнутый линейный сюръек-
тивный оператор, f X E E: Ã Æ1 2  — липшице-
во отображение, т.е. существует константа c > 0 , 
такая, что для любых x x E1 2 1, Œ  выполнено 
неравенство: || - ||£ || - || .f x f x c x x( ) ( )1 2 1 2  

Рассмотрим следующее уравнение: 

 a x f x( ) ( )= .  (2.1)

Обозначим N a f( ),  множество решений этого 
уравнения, т.е. 

 N a f x X a x f x( ) { ( ) ( )}, = Œ | = .  
Уравнения такого вида изучались в работах 

[16], [6], [19], [20] и др. Имеет место следующая 
теорема. 

2.10. Теорема. Пусть f E E: Æ1 2  — липше-
цево отображение с константой липшица c . 

(1) Если c
a

<
|| ||-

1
1 , то множество решений 

N a f( ),  непусто и является сильным деформа-
ционным ретрактом пространства E1 . 
(2) Если кроме этого Ker a( ) { }π ,0  то множес-
тво N a f( ),  состоит из бесконечного множест-
ва точек и имеет гомотопический тип точки. 

Доказательство. Очевидно, что уравнение 
(2.1) эквивалентно включению x F xŒ ( ) , где 
F x a f x( ) ( ( ))= -1 . Покажем, многозначное отоб-
ражение F  имеет неподвижные точки. Для 
этого заметим, что оно является сжимающим. 
Действительно, 

 

h F x F y F x F y F y F x
z z z

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
inf{
; = , = , =

= || - || |
* *r r

1 2 1 ŒŒ , Œ =
= || - || | - = - £

£|| |-

F x z F y
z z a z z f x f y

a

( ) ( )}
inf{ ( ) ( ) ( )}

2

1 2 1 2

1 || || - ||£|| || || - || .-f x f y a c x y( ) ( ) 1

 

Так как по условию теоремы || || <-a c1 1 , то 
многозначное отображение F  является сжима-

Б. Д. Гельман
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ющим. Теперь справедливость теоремы вытека-
ет из следствия 1.8 и теоремы 1.13. 

Справедливость (2) вытекает из теоремы 
1.9. 

Рассмотрим теперь разрешимость уравне-
ния (2.1) в шаре банахова пространства E1 . 

Пусть x E0 1Œ  — некоторая точка, B xR[ ]0  
— замкнутый шар радиуса R  с центром в точке 
x0 , f B x ER: Æ[ ]0 2  — липшицево отображение 
с константой Липшица c . 

2.11. Теорема. Пусть отображения a  и f  
удовлетворяют следующим условиям: 

1) c
a

<
|| ||-

1
1 ; 

2) существует такая точка y D a0 Œ ( ) , что 
a y f x( ) ( )0 0=  и 

 || - ||< - || || .-x y c a R0 0
11( )  

Тогда уравнение (2.1) имеет решение в шаре 
B xR[ ]0 . 

Доказательство. Рассмотрим многозначное 
отображение F x a f x( ) ( ( ))= -1 . Как и в теореме 
2.10 можно показать, что это отображение яв-
ляется сжимающим с константой Липшица 
k c a= || ||-1 . Оценим расстояние r( ( ))x F x0 0, .  
Имеем, 

 
r r( ( )) inf ( )

inf{ ( ) ( )}
( )

x F x x y

x y a y f x x y
y F x0 0 0

0 0 0 0

0

, = , =

= - | = £ - <
Œ

(( )1 - .k R
Таким образом, мы находимся в условиях 

следствия 1.7, откуда и вытекает утверждение 
теоремы. 

3. О НЕКОТОРЫХ ПРИЛОЖЕНИЯХ

3.1. О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ОДНОГО 
КЛАССА ВЫРОЖДЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЛИПШИЦЕВОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ
Вырожденные дифференциальные уравне-

ния имеют много конкретных интерпретаций 
(см., например, монографии [21], [22] и библи-
ографию в них). Одним из первых задачу Коши 
для уравнений в частных производных, не раз-
решенных относительно производных, изучал 
С. Л. Соболев [23]. С тех пор уравнения такого 
вида принято называть уравнениями соболев-
ского типа. Абстрактные дифференциальные 
уравнения соболевского типа изучались в рабо-
тах [24], [25], [26] и многих других. В настоя-
щем разделе будет доказана теорема о сущест-
вовании локального решения задачи Коши у 
одного класса вырожденных дифференциаль-

ных уравнений, у которых вырождение задает-
ся замкнутым сюръективным оператором. Ос-
новные результаты этого раздела опубликованы 
в работе автора [7]. 

Пусть E E1 2,  — банаховы пространства, 
a D a E E: Ã Æ( ) 1 2  — замкнутый линейный 
сюръективный оператор, b D b E E: Ã Æ( ) 1 2  — 
замкнутый линейный оператор, подчиненный 
оператору a , т.е. D a D b( ) ( )Ã . Пусть x D a0 Œ ( ) , 
B x ER[ ]0 1Ã , f T B x ER: , ¥ Æ[ ] [ ]0 0 2  — непрерыв-
ное отображениее, липшицево по второму ар-
гументу с константой Липшица c . 

Рассмотрим следующую задачу: 

 ( ) ( ) ( )ax b x f t x¢ = + , ,  (3.1)

 a x a x( ( )) ( )0 0= .  (3.2)

Решением задачи (3.1), (3.2) на промежутке 
[ ]0,h , 0 < £h T , называется непрерывная фун-
к ц и я  x h D a* : , Æ[ ] ( )0  т а к а я ,  ч т о 
( ( )) ( ( )) ( ( ))ax t b x t f t x t* * *¢ = + ,  для любого t hŒ ,[ ]0  
и a x a x( ( )) ( )* =0 0 . Пусть S( [ ])x h0 0, ,  — множес-
тво решений задачи (3.1), (3.2) на промежутке 
[ ]0,h . 

3.1. Теорема. При сделанных предположе-
н и я х  с у щ е с т в у е т  т а к о е  h0 0> ,  ч т о 
S( [ ])x h0 00, , π Δ . 

Доказательство. Пусть E  это множество 
D a( )  снабженное нормой графика, � �a b E E, : Æ 2  
— линейные непрерывные операторы, порож-
денные a  и b . Пусть B x ER[ ]0 Ã  — замкнутый 
шар радиуса R  с центром в точке x0  пространс-
тва E . Если j E D a E: Æ Ã( ) 1  — отображение 
вложения, то j B B xR( ) [ ]Ã 0 . Определим отобра-
ж е н и е  �f T B ER: , ¥ Æ[ ] [ ]0 0 2  п о  п р а в и л у 
�f t x f t x( ) ( ), = , . Очевидно, что �f  является лип-

шицевым по второму аргументу отображением 
с константой Липшица c . 

Пусть h TŒ ,( ]0  произвольное число. Рас-
смотрим линейный оператор 

 
ˆ

(̂ )( ) ( ( ))
([ ] ) ([ ] )a C C

a x t a x t
h E h E: Æ ,

= ,
, , , ,0 0 2

�
 

построенный по оператору �a . Этот оператор 
является непрерывным и сюръективным (см. 
предложение 2.9). 

Пусть вектор-функция 0 0x C h EŒ , ,([ ] )  опреде-
лена условием: 0 0x t x( ) =  для любого t hŒ ,[ ]0 . 
Пусть T x CR h E[ ] ([ ] )0 0Ã , ,  — замкнутый шар ради-
уса R  с центром в 0x . Рассмотрим отображение 
g T x CR h E: Æ , ,[ ] ([ ] )0 0 2

 определенное условием, 

 g x t b x s ds f s x s ds a x
t t

( )( ) ( ( )) ( ( )) ( )= + , + .Ú Ú
0 0

0  

Многозначные сжимающие отображения и их приложения
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Это отображение является липшицевым и кон-
станта Липшица c h b c1 = || || +( )� . Рассмотрим 
уравнение (̂ ) ( )a x g x= ,  т.е. 

  �a x t b x s ds f s x s ds a x
t t

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )= + , +Ú Ú
0 0

0  (3.3)

для любого t hŒ ,[ ]0 . Нетрудно видеть, что любое 
решение этого операторного уравнения являет-
ся решением задачи (3.1), (3.2). 

Для доказательства существования решения 
уравнения (3.3) воспользуемся теоремой 2.11. 
Пусть положительное число h1  удовлетворяет 
неравенству 

 h
b c a1 1

1<
|| || + || ||

,-( ) ˆ�  

тогда выполнено неравенство c
a1
1

1<
|| ||-ˆ

. 

Пусть z t b x ds f s x ds a x
t t

0
0

0
0

0 0( ) ( ) ( ) ( )= + , + .Ú Ú  

Рассмотрим многозначное отображение 
F : , Æ[ ] ( )0 h Cv E , F( ) ( ( ))t a z t= -1

0� . Нетрудно 
доказать, что существует непрерывная функция 
y h E0 0: , Æ[ ] , удовлетворяющая условиям: 
1) y t a z t0

1
0( ) ( ( ))Œ -�  для любого t hŒ ,[ ]0 ; 

2) y x0 00( ) = . 
Пусть h2  такое число, что 

 || - || < - || ||,
-y t x c a R0 0 1 2 1
11( ) ( ˆ )  

для любого t hŒ ,[ ]0 2 . Такое число существует в 
силу непрерывности функции y0 . Пусть 
h h h0 1 2= ,min{ } , тогда отображения â  и g  на 
шаре T x CR h E[ ] ([ ] )0 0 0

Ã , ,  удовлетворяют условиям 
теоремы 2.11, что и доказывает утверждение. 

В случае если правая часть дифференциаль-
ного уравнения (3.1) определена на [ ]0 1, ¥T E , 
то можно больше сказать о свойствах множест-
ва решений задачи (3.1), (3.2). 

3.2. Теорема. Пусть b  — замкнутый линей-
ный оператор, подчиненный оператору a , 
f T E E: , ¥ Æ[ ]0 1 2  — непрерывное отображе-
ниее, липшицево по второму аргументу с конс-
тантой Липшица c . Тогда: 

(1) существует такое h0 0> , что задача 
(3.1), (3.2) имеет решение на промежутке [ ]0 0,h  
и множество решений S( [ ])x h0 00, ,  имеет гомо-
топический тип точки в метрике, порожденной 
нормой графика; 

(2) если Ker a( ) { }π 0 , то задача (3.1), (3.2) 
имеет бесконечное число решений. 

Доказательство этой теоремы вытекает из 
следствия 1.14. 

3.2. О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ 
УПРАВЛЯЕМОСТИ

В этом разделе теоремы о разрешимости 
операторных уравнений a x f x( ) ( )=  будут при-
менены к проблеме управляемости нелинейны-
ми системами вида 

 ¢ = + + , , ,x Ax Bu f t x u( )  

где A  и B  — линейные операторы, f  — нели-
нейное возмущение. Ранее, подобная задача 
изучалась в работах [27], [28], [29] и многих 
других. Отметим работу [30], в которой для 
решения подобной задачи применялись топо-
логические методы. 

Будет показано, что если линейная система 
является управляемой, то при малых (в неко-
тором смысле) возмущениях полученная сис-
тема также будет управляемой. Предлагается 
новый подход к решению этой задачи, который 
не только позволяет доказать управляемость 
возмущенной системы, но и получить инфор-
мацию о свойствах множества решений соот-
ветствующих краевых задач. 

Пусть AC C
R a b Rn n([ ] ) ([ ] )0 1, , , ,

Ã  — подмножество 
абсолютно непрерывных функций, определен-
ных на отрезке [ ]0 1, , со значениями в Rn , 
L

Rm([ ] )0 1, ,
•  — пространство измеримых почти всю-

ду ограниченных функций, определенных на 
отрезке [ ]0 1, , со значениями в Rm , L

Rn([ ] )0 1
1

, ,
 — 

пространство суммируемых функций, опреде-
ленных на отрезке [ ]0 1, , со значениями в Rn . 
Обозначим L R Rn n( ), , L R Rn m( ),  — пространс-
тва непрерывных линейных операторов. 

Рассматрим управляемую систему: 

 ¢ - - = ,x A t x B t u( ) ( ) 0  (3.3)

 x x x x( ) ( )0 10 1= , = ,  (3.4)

где A L R R B L R Rn n m n: , Æ , , : , Æ ,[ ] ( ) [ ] ( )0 1 0 1  — 
суммируемые отображения. 

Решением этой задачи будем называть такую 
пару ( ( ) ( ))x x t u u t= , = , x AC

RnŒ
, ,([ ] )0 1

, управле-
ние u L

RmŒ
, ,

•
([ ] )0 1

, которые удовлетворяют урав-

нению (3.3) для почти всех t Œ ,[ ]0 1  и краевым 
условиям (3.4). 

3.3. Определение. Будем говорить что сис-
тема (3.3) вполне управляема, если задача 
(3.3), (3.4) разрешима для любых x x Rn

0 1, Œ . 
Рассмотрим множество 

 D a AC L C L
R R a b R Rn m n m( )

([ ] ) ([ ] ) ([ ] ) ([ ] )
= ¥ Ã ¥ .

, , , ,
•

, , , ,
•

0 1 0 1 0 1
 

П у с т ь  л и н е й н ы й  о п е р а т о р 
a D a L R R

R
n n

n: Æ ¥ ¥
, ,

( )
([ ] )0 1
1  определен условием, 

Б. Д. Гельман
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 a x u t x t A t x t B t u t x x( )( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )), = ¢ - - , , .0 1  

Нетрудно проверить, что a  является замкну-
тым линейным оператором. 

3.4. Лемма. Система (3.3) вполне управля-
ема, тогда и только тогда, когда оператор a  
является сюрьективным. 

Доказательство. Достаточность очевидна. 
Покажем необходимость. Рассмотрим про-

извольную точку 

 ( )
([ ] )

h z z L R R
R

n n
n, , Œ ¥ ¥

, ,0 1 0 1
1  

и покажем, что эта точка принадлежит области 
значений оператора a . Пусть v t( )  произвольная 
функция из L

Rm([ ] )0 1, ,
•  Рассмотрим уравнение 

 ¢ - - = .x t A t x t B t v t h t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Пусть y t( )  — произвольное решение этого урав-
нения. Обозначим x z y x z y0 0 1 10 1= - , = -( ) ( ) . В 
силу того, что система (3.3) является вполне 
управляемой, существует решение ( )x u,  этой 
системы такое, что x x x x( ) ( )0 10 1= , = . Тогда 

 a y v x u h z z(( ) ( )) ( ), + , = , , ,0 1  

что и требовалось доказать. 
Некоторые критерии управляемости линей-

ных систем содержатся в [31]. 
Рассмотрим теперь нелинейные системы. 

Пусть f R R Rn m n: , ¥ ¥ Æ[ ]0 1  — отображение, 
удовлетворяющее следующим условиям: 
I1)  для любых x R u Rn mŒ , Œ  отображение 
f f x u Rx u

n
, = ◊, , : , Æ( ) [ ]0 1  является сумируе-

мым; 
I 2)  для почти всех t Œ ,[ ]0 1  отображение 
f f t R R Rt

n m n= , ◊, ◊ : ¥ Æ( )  является непрерыв-
ным; 
I 3)  существует такое число c > 0 , что для любых 
x y R u v Rn m, Œ , , Œ  и почти всех t Œ ,[ ]0 1  выпол-
нено неравенство 

 || , , - , , ||£ || - || + || - || .f t x u f t y v c x y u v( ) ( ) ( )  

О ч е в и д н о ,  ч т о  э т о  о т о б р а ж е -
ние порождает оператор суперпозиции 
ˆ

([ ] ) ([ ] ) ([ ] )
f C L L

R R Rn m n: ¥ Æ ,
, , , ,

•
, ,0 1 0 1 0 1

1  по  правилу, 

(̂ )( ) ( ( ) ( ))f x u t f t x t u t, = , , .  
Рассматрим следующую задачу: 

 ¢ - - = , , ,x A t x B t u f t x u( ) ( ) ( )  (3.5)

 x x x x( ) ( )0 10 1= , = ,  (3.6)

где A L R R B L R Rn n m n: , Æ , , : , Æ ,[ ] ( ) [ ] ( )0 1 0 1  — 
суммируемые отображения. 

Будем говорить что система (3.5) вполне 
управляема, если задача (3.5), (3.6) разрешима 
для любых x x Rn

0 1, Œ . 

Пусть отображение g C L
R Rn m: ¥ Æ

, , , ,
•

([ ] ) ([ ] )0 1 0 1
 

L R R
R

n n
nÆ ¥ ¥

, ,([ ] )0 1
1  определено условием: 

 g x u f x u x x( ) ( (̂ ) ), = , , , .0 1  

Очевидно, что система (3.5) является вполне 
управляемой, тогда и только тогда, когда для 
любых x x Rn

0 1, Œ  имеет решение операторное 
уравнение 

 a x u g x u( ) ( ), = , .  (3.7)

Применим к изучению уравнения (3.7) ре-
зультаты, полученные ранее. 

3 . 5 .  Т е о р е м а .  П у с т ь  с и с т е м а 
¢ - - =x A t x B t u( ) ( ) 0  вполне управляема. Пусть 

отображение f  удовлетворяет условиям I1 , I 2  
и I 3 . Если число c  из условия I 3  меньше 1

1|| ||-a
, то 

система (3.5) является вполне управляемой, 
причем, для любых x x Rn

0 1, Œ , множество ре-
шений задачи (3.5), (3.6) является сильным 
деформационным ретрактом пространства 
C L

R Rn m([ ] ) ([ ] )0 1 0 1, , , ,
•¥ . 

Доказательство. Определим норму в прямом 
произведении пространств как сумму норм сом-
ножителей. Рассмотрим произвольные точки 
x y AC, Œ ,[ ]0 1 , u u L

Rm1 2 0 1
, Œ

, ,
•
([ ] )

, x x Rn
0 1, Œ . Тогда 

 

|| , - , ||=|| , - , ||=

= || , ,Ú

g x u g y u f x u f y u

f t x t u

( ) ( ) (̂ ) (̂ )

( ( )

1 2 1 2

0

1

11 2

0

1

1 2

( )) ( ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ) (

t f t y t u t dt

c x t y t u t u

- , , || =

= || - || + || -Ú tt dt

c x y u u

) )

( )

|| £

£ || - || + || - || ,1 2

 

т.е. g  является липшицевым отображением с 
константой c . 

Так как оператор a  является сюрьективным, 
то, в силу теоремы 2.10, уравнение (3.7) имеет 
решение для любых x x Rn

0 1, Œ  и множество 
решений является сильным деформационным 
ретрактом пространства C L

R Rn m([ ] ) ([ ] )0 1 0 1, , , ,
•¥ . Тео-

рема доказана. 
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