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Аннотация. В работе рассмотрена математическая модель плоского нестационарного течения 
вязкого газа с учетом его микроструктуры, построена явная однородная схема данной задачи. 
Особое внимание уделено влиянию параметра микроструктуры на устойчивость построенной 
схемы. Получены оценки устойчивости для геометрических и временных шагов сетки с учетом 
дополнительных диссипативных членов в случае отсутствия кинематической вязкости.

Ключевые слова: вязкость, газовая динамика, устойчивость конечно-разностных схем.
Abstract. This paper considers mathematical model of two-dimensional non-steady flow of 

compressible viscid gas with microstructure, its homogeneous explicit finite-difference scheme. 
Especially it was studied stability of finite-difference scheme subject to microstructure. It is obtained 
stability rating of geometric interval and time step under the condition, that dissipative term is 
added, when kinematic viscosity misses.
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ВВЕДЕНИЕ

Разработка явных неоднородных конечно-
разностных схем решения нестационарных 
задач газовой динамики представляет большой 
интерес, обусловленный простотой алгоритмов, 
большой скоростью проведения операций и их 
применимостью в задачах до- и сверхзвукового 
течения, а также вблизи и на фронтах ударных 
волн. Большой опыт проведения практических 
газодинамических расчетов привел к разработ-
ке, так называемой, квазигазодинамической 
модели течения и квазигазодинамическим урав-
нения (КГУ) [1]. Основные добавки в класси-
ческие уравнения газовой динамики введены 
за счет: кинематической вязкости, теплопровод-
ности газа или искусственной вязкости и других 
эффектов.

Ниже предложено рассматривать реальный 
газ как материальную среду с учетом ее мик-
роструктуры и тем самым при построении 
классических дифференциальных уравнений 
газовой динамики учитывать характерный 
линейный размер h  представительного эле-
мента (представительного материального объ-

ема) газа[2]. При рассмотрении кинематики 
движения элемента газа это приводит к уточ-
нению такой характеристики как скорость 
объемного расширения e . Рассмотрение ско-
рости относительного удлинения отрезка газа 
длиной 2h  (рис. 1) приводит к следующему 
выражению:
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где ni  — направляющие косинусы отрезка 2h ; 
vi  — компоненты вектора скорости на концах 
отрезка среды v x hni i i( )+  и v x hni i i( )- ; xi  — ко-
ординаты средней точки отрезка 2h .

Разложение в ряд Тейлора по h  выражения 
для �l  с учетом слагаемых до h 2  включительно 
дает характеристику скорости относительного 
формоизменения элемента:
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 — оператор Лапласа; e  

— скорость объемного расширения газа с учетом 
характерного линейного размера h  представи-
тельного линейного элемента среды газа, мень-
ше которого нет смысла рассматривать газ как 
сплошную среду.

Уточнение для скорости объемной деформа-
ции в классических уравнениях газовой дина-
мики приводит к одному из вариантов КГУ:
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где P  — давление; n  — кинематическая вяз-
кость; r  — плотность газа.

Система уравнений в частных производных 
(3) содержит первую производную по времени 
и третьи производные по геометрическим коор-
динатам x1 , x2  и x3 . Для построения единствен-
ного решения система (3) требует задания на-
чальных значений P , r , vi  и в случае наличия 
границы течение необходимо задание гранич-
ных условий. Наличие третьей производной по 
геометрическим координатам требует дополни-
тельного граничного условия на поверхности S, 
которое может быть сформулировано как усло-
вие сращивания внутреннего и внешнего раз-
ложения на пограничном слое, обусловленном 
учетом размера h  микроструктуры.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ЯВНАЯ 
ОДНОРОДНАЯ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ 
СХЕМА НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ 

ВЯЗКОГО СЖИМАЕМОГО ГАЗА 
С УЧЕТОМ МИКРОСТРУКТУРЫ

Математическая модель нестационарного 
течения вязкого газа с учетом микроструктуры в 
двухмерном случае в безразмерной форме пред-
ставляет собой систему нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных:

 

E
U
X

V
Y

U
T

U
U
X

V
U
Y

Eu
P

P
X

U
X

U
Y

= ∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

=

= - ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

Ê
Ë

,

Re
1 1 2

2

2

2ÁÁ
ˆ
¯̃

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

=

= - ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

∂

,

Re
,

V
T

U
V
X

V
V
Y

Eu
P

P
Y

V
X

V
Y

1 1 2

2

2

2

PP
T

U
P
X

V
P
Y

PE

h
L

P
E

X
E

Y

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂
+ +

+ ∂
∂

+ ∂
∂

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô

g

g
6

0
2

2

2

2

2

2 ,

ÔÔ
Ô
Ô
ÔÔ

Ó

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô

 (4)

где Eu
P

V
=

◊
0

0
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 — число Эйлера; Re =
◊�V L0

n
 

— число Рейнольдса; L  — характерный размер 
системы.

Запишем конечно-разностный аналог сис-
темы дифференциальных уравнений в безраз-
мерном виде, используя следующий шаблон 
(рис. 2).

Рис. 2. Шаблон конечно-разностной сетки типа 
«крест»

Рис. 1. Схематическое изображение материального 
отрезка длиной 2h , который за время Dt  переме-
щается в поле скоростей
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
ЯВНОЙ СХЕМЫ

Для исследования устойчивости полученной 
явной схемы линеаризуем исходную задачу, а 
затем используем метод гармоник[3]. Подста-
вим в разностное уравнение частные решения 
— гармоники:
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где p ei i= j , q ej j= y , x ck ke= .
В результате получим условие нетривиль-

ности решения:
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Условие (7) выполняется в трех случаях:

 N M= (Re);  (8)

N
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Введем предположение равномерности 
сетки (11) и связанном управлении производ-
ными (12).

 H H Hx y s= = ;  (11)

 a b h d a b e- = - = - ◊sign( ) .  (12)

Рассмотрим случай j y j= = * . Первый слу-
чай (8) даст классическое условие устойчивости 
с преимуществом противопоточных схем.

При рассмотрении второго (9) и третьего 
(10) случаев в случае отсутствия кинематичес-
кой вязкости с сохранением предположений 
(11) и (12) приходим, что выполнение следую-
щего неравенства даст необходимое условие 
устойчивости:
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где G Eu P= 2 0g � .
Сразу можно отметить, что центральная раз-

ностная схема неустойчива. При рассмотрении 
левой ( , )a b= =1 0  и правой ( , )a b= =0 1  про-
изводных получаем следующие результаты:

I. "Hs  выполняется условие 
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Для устойчивости следует выполнить усло-
вия (15)
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В случае, если H
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При �Vav sign( )a b- < 0  (производная по 
направлению потока) устойчивость невозмож-
на.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам исследования можно сделать 
следующие выводы:

1. Введение дополнительного диссипатив-
ного члена в случае отсутствия кинематической 
вязкости не приводит к устойчивости конечно-

разностной схемы с центральной первой произ-
водной.

2. При введении дополнительного парамет-
ра h  условие устойчивости для левой и правой 
производных принимает вид (15).

3. При введении дополнительного диссипа-
тивного члена условие устойчивости в случае 
использования производных по потоку вводит 
дополнительное условие на пространственный 

шаг в виде H
h
Ls ≥ ◊2

3
.

Таким образом, учет микроструктуры в ки-
нематике течения газа позволяет строить устой-
чивые явные однородные конечно-разностные 
схемы нестационарного течения вязкого сжи-
маемого газа.
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