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Аннотация. Представлены новые аналитические выражения для расчета магнитных пото-
ков самоиндукции и взаимоиндукции в плоских прямоугольных контурах и обусловленных 
протеканием токов в проводниках прямоугольного сечения. Рассмотрены обобщенные случаи 
расположения проводника и контура в параллельных плоскостях при высокочастотном и 
низкочастотном приближениях.

Ключевые слова к статье: поток самоиндукции и взаимоиндукции, проводник с прямоуголь-
ным поперечным сечением, планарные системы соединений, низкочастотное приближение, 
скин-эффект.

Abstract. New analytical expressions for calculation of magnetic streams of a self-induction 
and a mutual induction in flat rectangular contours and the currents caused by course in conductors 
of rectangular section are presented. The generalised cases of an arrangement of a conductor and 
a contour in parallel planes are considered at high-frequency and low-frequency approach.

Keywords to clause: a flow of a self-induction and mutual induction, conductor with rectangular 
cross section, planar systems of connections, low-frequency approach, skin-effect.

ВВЕДЕНИЕ

С ростом частоты сигнала возрастает влия-
ние индуктивных составляющих импедансов 
радиоэлектронных компонентов на усилитель-
ные и частотные свойства ВЧ и СВЧ радиоэлек-
тронных устройств. На частотах свыше 300 МГц 
роль эквивалентных индуктивностей систем 
соединений в системе факторов, лимитирующих 
потери мощности и реализуемую ширину поло-
сы частот радиоэлектронной аппаратуры, ста-
новится определяющей. Поэтому повышение 
точности расчетов малосигнальных параметров 
схем твердотельных ВЧ и СВЧ усилителей 
мощности, обусловленных явлениями самоин-
дукции и взаимоиндукции в системах соедине-
ний, обеспечивает в конечном итоге повышение 
достоверности прогнозирования коэффициен-
тов усиления по мощности и оптимальное про-
ектирование межкаскадных согласующих це-
пей.

Планарные (полосковые) системы соедине-
ний обеспечивают воспроизводимость электро-
физических параметров и максимально пригод-
ны для автоматизации процессов сборки. Одна-
ко формулы, применяемые для расчетов индук-

тивностей полосок металлизации [1—3], не 
отличаются высокой точностью, так как полу-
чены с учетом упрощений для некоторых пре-
дельных случаев и не учитывают конечные 
размеры контуров, в которых наводятся потоки 
самоиндукции и взаимоиндукции.

НИЗКОЧАСТОТНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Рассмотрим случай, когда ток с комплексной 
амплитудой I� , равномерно распределен по се-
чению проводника шириной N и высотой d, 
длиной l (рис. 1.). В плоском прямоугольном 
контуре площадью h ¥ l, находящимся в одной 
плоскости с проводником, наводится поток 
взаимоиндукции с амплитудой F IF = ◊ �� , где 
F — геометрический индуктивный фактор про-
водника по отношению к контуру [4]. Сечение 
проводника может быть разбито на M = d / 2r

0
 

слоев, каждый из которых включает в себя 
N = w / 2r

0
 проводов круглого сечения радиуса 

r
0
.

Тогда суммарный магнитный поток от 
проводника может быть представлен выраже-
нием:
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N M

ik
i k

F F
= =

= ◊ ÂÂ  (1)

где
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ГИФ проводника круглого сечения радиусом 
r

0
 и длиной l по отношению к рассматриваемому 

контуру, 7
0 4 10m p -= ◊  Гн/м — магнитная посто-

янная в СИ, * 2 2
1 0 2 0( ) ( )ik i kh h h r h r= + + + + -  

2 2
1 0 2 0( ) ( ) ,i kh r h r- + + +  * 2 2

1 1 0 2 0( ) ( ) ;ik i kh h r h r= + + +  

1 0 0(2 1)ih i r r= - - ; 2 0 0(2 1)kh k r r= - - .
С учетом того,  что согласно рис.  1, 

0(2 1) ;Y i r= -  0(2 1) ;Z k r= -  02 ;Y rD =  02 ;Z rD =  
при 0 0,r Æ  заменим приращение на дифферен-

циалы: 0 ;
2

dY
r Æ  0 .

2
dZ

r Æ

Тогда ГИФ всей пластины будет равен двой-
ному интегралу:
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В результате интегрирования получим :
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В процессе интегрирования по переменной 
Z (после интегрирования по Y) было сделано 
допущение: 
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которое обеспечило запись результата интегри-
рования в аналитическом виде.

Рис. 1. К расчету потока самоиндукции от тока, про-
текающего по проводнику с прямоугольным попе-
речным сечением

Выражения для расчета магнитных потоков, наводимых в плоском прямоугольном контуре током ...
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ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
МАЛОЙ ТОЛЩИНЫ ПРОВОДНИКА

Рассмотрим случай, когда проводник в виде 
тонкой металлической полоски (d w	 ), рас-
полагается параллельно плоскости контура на 
расстоянии h

2
 от нее; h

0 
расстояние между смеж-

ными параллельными прямыми контура и 
проекции проводника на плоскость контура 
(рис.2).

Рис. 2. К расчету потока самоиндукции от тока, про-
текающего по тонкой полоске металлизации

Выражение (1) сведется к сумме:
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i
i
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= Â  (7)

при условии равномерного распределения плот-
ности тока по сечению проводника [5]:
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Устремим высоту сечения полоски к нулю: 
dÆ0. Такая ситуация характерна для частот 

 300f ≥  МГц, когда распределение тока по сече-
нию проводника определяется скин-эффектом. 
Толщина скин-слоя s для алюминиевых и золо-
тых проводников на частоте f =1ГГц составляет 

менее 2,7 мкм. Таким образом в первом прибли-
жении можно считать, что высокочастотный ток, 
протекающий по проводнику прямоугольного 
сечения шириной w, сосредоточен в пределах 
тонкой полоски с высотой сечения, равной удво-
енной толщине скин-слоя d = 2s << w. Тогда 
дискретная координата i-го проводника стано-
вится непрерывной: (2

i
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0
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, 

суммирование в (7) заменяется интегрированием 
по переменной Y . Геометрический индуктивный 
фактора тонкой металлической прямоугольной 
полоски (рис. 2.):
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Для компактной записи правой части выра-
жения (9) введем алгебраический оператор:
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(10)

Тогда выражение (9) запишется в виде:
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Частным случаем взаиморасположения 
проводника и контура является их нахождение 
в одной плоскости: h

2
 = 0. Тогда выражение (9) 

примет вид:
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Рассмотрим случай: l >> w, характерный для 
монтажа радиоэлектронных компонентов на 
полимерных подложках. Тогда формула (12) 
может быть заменена более простым прибли-
женным выражением.
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Введем функцию относительной погрешно-
сти приближенного выражения:
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На рис. 3 приведены зависимости величины 
d от ширины контура. Как следует из графиков, 
погрешность выражения (14) относительно 
исходной формулы для расчета ГИФ (12) для 
рассмотренных размеров проводников и конту-
ров не превышает 6 %.

Погрешность выражения (14) для 4    5l£ £  мм 
и w  = 0.15,…,0.25 мм лежит в пределах 
–0, 06    0, 02d£ £  для  10h £  мм. С увеличением 
ширины контура до 25 мм значение d при тех 
же размерах полоски монотонно увеличивается 

от 0.02 до 0.15. Таким образом, погрешность 
вычисления ГИФ по формуле (14) определяет-
ся не столько отношением w / l, из условия ма-
лости которого получена рассматриваемая 
формула, сколько отношением h / l.

Рассмотрим еще один частный случай, ког-
да прямоугольный контур шириной h и длиной 
l, расположенный в створе тонкого проводника 
такой же длины, но в плоскости, перпендику-
лярной плоскости проводника так, что плос-
кость контура делит сечение проводника на две 
одинаковые половины высотой d / 2 (рис. 4).

Рис. 4. К получению формулы для расчета геометри-
ческого индуктивного фактора прямоугольной полос-
ки фольги по отношению к прямоугольному контуру, 
расположенному в перпендикулярной плоскости

Величина ГИФ при представлении провод-
ника набором N проводников круглого сечения 
диаметром d = 2r

0
 = w c учетом симметрии отно-

сительно плоскости XOY:

 пр
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i
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F F
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= Â  (16)

где iF  определяется выражением (8),

Рис. 3. Зависимость относительной погрешности 
приближенного выражения (14) от ширины конту-
ра: 1 — l = 4 мм, w = 0.25 мм; 2 — l = 5 мм, w = 0.25 мм; 
3 — l = 4 мм, w = 0.2 мм; 4 — l = 5 мм, w = 0.15 мм

Выражения для расчета магнитных потоков, наводимых в плоском прямоугольном контуре током ...
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Устремив толщину фольги w к нулю, перей-
дем в выражении (16) от суммирования к ин-
тегрированию по переменной z. В результате 
получим:

 ( ) ( )п
0

1 1, , , , , ,F l d h h l d h
d

m
x x

p
È ˘= ◊ + -Î ˚◊

 (17)

где 

( )

( )

22 2

22

2 2 2
2

2 2

2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

( , , ) [ / 2
2

/ 2 ]

/ 2 ( / 2)
ln

( / 2)

/ 2 ( / 2)
ln

/ 2 ( / 2)

( / 2)
ln

( / 2)

2
2

/ 2 ( / 2
2

d
l d X l X d

X d

d l X d
l

l d

d l X d X
X

l X d X d

l l X d
l d

X d
d

l X arctg
X

d l l X d
arctg

x = + + -

- + -

+ + +
- ◊ +

+
Ê ˆ+ + + ◊Á ˜Ë ¯

+ ◊ -
Ê ˆ+ ◊ + +Á ˜Ë ¯

+ + +
- ◊ ◊ +

+
È Ê ˆ+ ◊ ◊ -Í Á ˜Ë ¯Î

+ + + +
- ◊

2

2 2

)

.

X

l l X
arctg

X

Ê ˆ
-Á ˜Á ˜Ë ¯

˘ˆÊ ˆ+ + ˙- ˜Á ˜˜ ˙Ë ¯¯ ˚

 (18)

ПРИБЛИЖЕНИЕ РАВНОМЕРНОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТОКА 

В ПРИПОВЕРХНОСТНОМ СЛОЕ

Рассмотрим высокочастотное приближение 
(рис. 5.). Будем считать, что весь ток с комплек-
сной амплитудой I�  сосредоточен, в приближе-
нии постоянной плотности, в приповерхностной 
области, толщина которой равна удвоенной 
толщине скин-слоя r

0
.

Комплексная амплитуда l-й гармоники по-
тока самоиндукции lF�  в плоском контуре ши-
риной h, отстоящего от проводника на h

1
, может 

быть найдена как сумма комплексных амплитуд 
магнитных потоков, наводимых токами, проте-
кающим по приповерхностным областям граней 
проводника:

 ,
||2 ,l ^ ^F = F + F + ◊ F� � � �  (19)

здесь ||F�  — магнитные потоки от параллельных 
плоскости контура участков слоя толщиной 2r

0
, 

,,^ ^F F� �  — соответственно магнитные потоки от 
ближнего и дальнего перпендикулярных плос-
кости контура участков токового слоя.

С учетом симметрии сечения проводника 
относительно оси OY, выражение (19) запишет-
ся в виде:

 ,2 ( ),l B B II^ ^F = ◊ F + F + F� � � �  (20)

где ,,B B^ ^F F� �  — магнитные потоки от «верхних» 
(расположенных над осью OY) частей перпен-
дикулярных плоскости контура участков токо-
вого слоя.

Представим каждый участок, поток от кото-
рого фигурирует в выражении (20), набором 
проводников круглого сечения диаметром 2r

0
. 

Тогда для участков, параллельных плоскости 
контура:

 
1

; / 2 ,
N

II i
i

N w r
=

F = F =Â� �  (21)

где iF  описывается выражением (8—11).
Аналогичным образом для участков сечения 

проводника, перпендикулярных плоскости 
контура, получены выражения:

 [ ]0
1 1( ) ( ) ,

2 ( )B

I
h h h

d w
m

q q
p^F = ◊ + -

◊ +

�
�  (22)
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I
h w h w h

d w
m

q q
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◊ +

�
�  (23)

где ( )gq  определяется выражением (18).
Искомое выражение для геометрического 

индуктивного фактора проводника с прямо-
угольным сечением по отношению к отстояще-
му прямоугольному контуру с учетом скин-эф-

Рис. 5. К расчету ГИФ проводника с прямоугольным 
поперечным сечением с учетом скин-эффекта

Б. К. Петров, О. М. Булгаков, В. В. Лупандин, С. А. Петров
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фекта получается делением на I�  правой части 
формулы (21) с учетом выражений (23)—
(28).
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