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Аннотация. В работе построена модель неавтономной динамической системы, описывающая 
перезарядку глубоких уровней в запрещенной зоне полупроводника при учете процессов обмена 
носителями заряда между двумя уровнями и обеими разрешенными зонами. Показано, что про-
цесс перезарядки характеризуется двумя стадиями. На первой стадии, когда степень ионизации 
глубоких уровней не достигает 100 %, множество фазовых траекторий процесса, образует мульти-
фрактальную структуру с размерностью Хаусдорфа—Бизиковича D0 1 223= ,  и информационной 
размерностью D1 0 03342ª , . Установлено, что характер перезарядки уровней на этой стадии, как 
и температура перехода ко второй стадии, существенно зависит от периода изменения начальных 
условий задачи. Вторая стадия характеризуется тем, что при достижении степени ионизации глу-
боких уровней 100 % процесс перезарядки глубоких уровней становится хаотическим.

Ключевые слова: релаксационная спектроскопия глубоких уровней, неавтономные дина-
мические системы, фракталы.

Abstract. In the article a model of non-autonomous dynamic system concerning with deep levels 
in semiconductor band gap recharging is simulated. Charge carriers exchange between two levels 
and permitted bands are taken into account. Charge exchange process is characterized by two stages. 
At the first stage when the deep levels degree of ionization is less then 100% the phase trajectory 
set forms a multifractal structure with Hausdorff dimension D0 1 223= ,  and information dimension 
D1 0 03342ª , . It is determined that the charge exchange character at this stage as well as transition 
to the second stage temperature are significantly depends on the initial conditions changing period. 
The second stage is characterized by the chaotic condition of the exchange processes when the deep 
levels degree of ionization achieves 100 %.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время для определения пара-
метров глубоких уровней (ГУ) в запрещенной 
зоне полупроводников используются методы 
релаксационной спектроскопии, в частности, 
нестационарная емкостная спектроскопия глу-
боких уровней (DLTS), термостимулированная 
емкость, изотермическая релаксация емкости 
[1—3]. Эти методы основаны на измерении 
кинетики перезарядки ГУ в слое объемного 
заряда (СОЗ) при обратном смещении на диоде. 
Для определения параметров ГУ традиционно 
полагается, что превалирующим является про-
цесс теплового выброса свободных носителей 
заряда с уровня в разрешенную зону. Интен-

сивность других процессов, таких, как терми-
ческая генерация свободных носителей заряда 
из одной разрешенной зоны в другую через ГУ, 
как обмен носителями заряда между соседними 
глубокими уровнями, считаются величинами 
большего порядка малости по сравнению с ин-
тенсивностью превалирующего процесса. Поэ-
тому они не учитываются, и кинетику переза-
рядки ГУ рассматривают в приближении вре-
мени релаксации [1—3]. На практике же, экс-
периментальные релаксационные зависимости 
в большинстве своем имеют неэкспоненциаль-
ный характер. А это значит, что модель кинети-
ки перезарядки ГУ, предложенная в работах 
[1—2], не вполне адекватна реальному состоя-
нию процесса, что в свою очередь приводит к 
возникновению значительных методологичес-
ких погрешностей при определении параметров 
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центров локализации заряда, образующих ГУ 
в запрещенной зоне полупроводника.

Рассматривая проблему неэкспоненциаль-
ных релаксационных сигналов в рамках моде-
лей, использующих приближение времени ре-
лаксации, авторы работ [4—6], предполагают, 
что такое их поведение объясняется одновре-
менной перезарядкой нескольких ГУ с близки-
ми скоростями термоэмиссии. В то же время в 
работе [7] некоторые аспекты такого поведение 
релаксационных зависимостей объясняется 
путем учета процессов обмена носителями тока 
между разрешенными зонами через ГУ. При-
нципиально другой подход для анализа неэкс-
поненциальных сигналов релаксации емкости 
использовался в работе [8]. В ней автор отходит 
от концепции приближения времени релакса-
ции и предлагает использовать кинетику пере-
зарядки ГУ Шоккли—Рида—Холла. Ему уда-
лось показать, что в случае реализации этой 
кинетики происходит уширение спектральных 
пиков DLTS. Идея, заложенная в этой статье, 
получила развитие в работе [9]. В ней авторы 
расширили кинетику перезарядки Шоккли—
Рида—Холла для случая перезарядки двух ГУ 
и показали, что в большинстве случаев DLTS-
спектры и зависимости изотермической релак-
сации емкости описываются предложенной ими 
системой дифференциальных уравнений. 

Следует признать, что, несмотря на значи-
тельные успехи, достигнутые при определении 
параметров глубоких энергетических состояний 
в запрещенной зоне полупроводников авторами 
работ [4—9], им не удалось объяснить всего 
многообразия эффектов, характерных для ре-
лаксационной спектроскопии глубоких уров-
ней. Дело в том, что сосредотачивая свое вни-
мание на создании адекватных моделей переза-
рядки ГУ, они не учитывали тот факт, что при 
измерении релаксационных зависимостей по-
лупроводник представляет собой нелинейную 
систему, динамика которой происходит в при-
сутствии зависящего от времени внешнего 
воздействия. Действительно, характер релакса-
ции полупроводниковой гетероструктуры оп-
ределяется скоростью изменения температуры, 
амплитудой и длительностью опустошающего 
и инжектирующего импульса. Даже в случае 
простого гармонического воздействия в нели-
нейной системе могут возникать разнообразные 
нетривиальные типы поведения. При воздейс-
твии же на нелинейную систему более сложных 

сигналов круг феноменов значительно расши-
ряется.

В силу названных обстоятельств особого 
внимания заслуживает рассмотрение кинетики 
перезарядки глубоких уровней как неавтоном-
ной динамической системы. Это важно, во-пер-
вых, с позиции разработки методик определения 
параметров ГУ, характеризующихся минималь-
ной методологической погрешностью. Во-вто-
рых, с позиции более адекватного представле-
ния о характере работы полупроводниковых 
приборов, в основу функционирования которых 
положен принцип низкочастотных переключе-
ний, поскольку глубокоуровневые центры спо-
собны оказывать на их работу значительное 
влияние [1]. И наконец, данная задача пред-
ставляет интерес, как один из случаев практи-
ческой реализации динамических систем в 
физике.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
КИНЕТИКИ ПЕРЕЗАРЯДКИ ГЛУБОКИХ 
УРОВНЕЙ И АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО 

АНАЛИЗА

Для простоты формулировки и анализа зада-
чи рассмотрим характер одновременной переза-
рядки только двух глубоких уровней донорного 
типа. Будем считать, что без учета профиля рас-
пределения ГУ в СОЗ кинетика их перезарядки 
определяется следующими факторами. Во-пер-
вых, тепловым выбросом электронов с рассмат-
риваемых глубоких уровней в зону проводимос-
ти. Во-вторых, перезахватом электронов на уже 
ионизированный уровень с энергией E1  с сосед-
него центра локализации заряда с энергией E2 . 
В-третьих, термической генерации электронов 
из валентной зоны на ионизированный ГУ. 

При этом кинетика перезарядки ГУ опреде-
ляется следующей системой дифференциаль-
ных уравнений:
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где n t T1( , )  и n t T2( , )  — мгновенная концентра-
ция ионизированных первого и второго ГУ, 
соответственно, при данной температуре; 
F t TG

1 ( , )  и F t TG
2 ( , )  — скорости генерации ио-

низированных первого и второго ГУ, соответс-
твенно; F t TR

1 ( , )  и F t TR
2 ( , )  — скорости реком-

бинации ионизированных первого и второго ГУ, 
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соответственно. Начальными условиями для 
этой системы уравнений являются концентра-
ции ионизированных ГУ в момент времени 
t = 0  (n T1 0( , )  и n T2 0( , )), когда на структуру 
подается инжектирующий импульс.

Генерационные составляющие процесса 
перезарядки приводят к увеличению скорости 
ионизации. Они определяются вероятностью 
термоэмиссии электронов с уровней в зону про-
водимости, а для второго уровня и вероятностью 
переброса носителей заряда на первый ГУ.
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где N1  и N 2  — концентрации рассматриваемых 
центров локализации заряда; s1  и s 2  — сечения 
захвата неионизированных ГУ; s1

+  — сечение 
захвата первого ионизированного ГУ; v T( )  — 
средняя тепловая скорость электронов; N TC ( )  — 
эффективная плотность электронных состояний 
в зоне проводимости; EC  — нижний край зоны 
проводимости; k  — постоянная Больцмана.

Рекомбинация ионизированных центров 
определяется вероятностью процессов захвата 
электронов на ионизированные ГУ либо с со-
седнего центра, либо из валентной зоны. Реком-
бинационные члены уменьшают скорость ио-
низации глубоких уровней.
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где s 2
+  — сечение захвата второго ионизирован-

ного ГУ; N TV ( )  — эффективная плотность со-
стояний в валентной зоне; EV  — верхний край 
валентной зоны.

Таким образом, система уравнений (1—5) 
описывает следующий физический процесс. 
Электрон с первого ГУ переходит в зону прово-
димости, происходит ионизация этого уровня. 
Это, в свою очередь, ведет к возрастанию емкос-
ти гетероперехода и увеличению энергии элек-
трического поля структуры. Для минимизации 
такого возрастания энергии, ионизированный 
ГУ, может перезахватить электрон со второго 
ГУ, становясь опять нейтральным. В реальных 
полупроводниках, в которых число глубоких 
уровней значительно больше двух, начинается 
цепной процесс перезахватов электронов с более 
глубоких уровней, то есть, фактически проис-
ходит процесс термической генерации неравно-
весных носителей заряда из валентной зоны в 
зону проводимости. 

Последний член в уравнении (4) и уравне-
ние (5) отвечают за термическую генерацию 
электронов из валентной зоны на ионизирован-
ные ГУ. Если ГУ находятся в верхней половине 
запрещенной зоны, то при низких температурах 
влияние этих составляющих будет незначитель-
ным. Однако при высоких температурах, а 
также в случае ГУ, находящихся в нижней по-
ловине запрещенной зоны, вероятности процес-
са термоэмиссии электронов с уровня в зону 
проводимости и процесса перезахвата электро-
нов из валентной зоны на ионизированный ГУ 
будут соизмеримы, и пренебрегать ими уже 
нельзя. 

Для анализа характера предлагаемой кине-
тики перезарядки ГУ было проведено численное 
моделирование этого процесса. Расчеты прово-
дились для двух ГУ с энергиями EC - 0 35,  эВ и 
EC - 0 6,  эВ, известных для арсенида галлия [3]. 
Значения сечений захвата для этих центров 
составляли s1

141 5 10= ◊ -,  см2 и s 2
131 4 10= ◊ -,  см2 

[3]. Значения сечений захвата ионизированных 
ГУ в литературе по спектроскопии глубоких 
уровней не указываются. Из общефизических 
соображений можно сделать вывод, что их ве-
личина должна быть больше, чем s1  и s 2 . Тем 
не менее, для устранения данной неоднознач-
ности и для упрощения задачи при расчетах мы 
воспользовались условиями s s1 1@ +  и s s2 2@ + . 
Концентрации рассматриваемых центров зада-
вались N N1 2

1510= =  см–3. 
Моделирование проводилось следующим 

образом: температура изменялась в диапазо-
не от 100 до 600 К; на каждом шаге по тем-
пературе методом Рунге—Кутта четвертого 

Влияние на кинетику перезарядки глубоких уровней процессов обмена носителями заряда ...
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порядка точности [10] решалась система 
дифференциальных уравнений (1) с учетом 
соотношений (2—5) в диапазоне времен от 0 
до t0 , где t0  — время наблюдения релаксации 
гетероструктуры после начала внешнего воз-
действия; в качестве начальных условий для 
задачи Коши на каждом шаге итераций по 
времени брались концентрации ионизирован-
ных ГУ n n T n n T01 1 02 2

150 0 10= = = =( , ) ( , )  см-3, 
исходя из условия, что по окончании действия 
опустошающего импульса n Ni i	 ; значения 
N TC ( ) , N TV ( )  и v T( )  определялись по из-
вестным соотношениям [11]. Фактически при 
таком алгоритме моделирования решается нели-
нейная динамическая система с периодически 
меняющимися начальными условиями, где 
параметр t0  выступает в качестве периода их 
изменения. При этом каждой точке пространс-
тва начальных условий Z n n Ti( , , )01 02  ставится в 
соответствие траектория в фазовом пространс-

тве G n
n
t

n
n
t1

1
2

2, , ,
∂
∂

∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

. 

Такой характер моделирования можно счи-
тать имитационным, поскольку он соответству-
ет импульсному методу измерения изотерми-
ческой релаксации емкости [1], когда при 
каждом значении температуры на структуру 
подается опустошающий импульс, который 
приводит к деионизации ГУ, а затем инжекти-
рующий импульс, длительность которого соот-
ветствует времени наблюдения релаксации. 
Естественно за время t0  для выполнения усло-
вия изотермичности температура не должна 
изменяться. Поэтому параметр t0  характеризу-
ет и скорость изменения температуры.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИЛЕННОГО АНАЛИЗА 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Численное моделирование показало, что 
система уравнений (1—5) имеет две области 
различных решений. Границей этих областей 
является температура TC , при которой степень 
ионизации обоих ГУ достигает 100 %. В облас-
ти температур T TC£  фазовые траектории 
процесса представляют собой регулярные кри-
вые. Множество таких фазовых траекторий 
представлено на рис. 1. Множество точек фазо-
вых траекторий, полученных при выполнении 
условия T TC£  (рис. 1), образуют мультифрак-
тальную структуру [12, 13]. Действительно, 
расчеты показывают, что размерность Хаусдор-
фа—Бизиковича этой структуры составляет 

D0 1 223= , , а информационная размерность — 
D1 0 03342ª , , а для мультифракталов должно 
выполняться условие D D1 0£  [13]. Величина 
D0  свидетельствует о значительной рыхлости 
рассматриваемой структуры [13], поскольку 
она определена в четырехмерном фазовом про-
странстве, вместе с тем она больше топологичес-
кой размерности фазовой траектории. Таким 
образом, структура, представленная на рис. 1 
может рассматриваться как поверхность, опре-
деленная в четырехмерном пространстве и 
имеющая нулевую меру. Информационная 
размерность характеризует информационную 
энтропию фрактального множества [13]. Так 
как в нашем случае она не равна нулю, то мож-
но сделать вывод о некоторой хаотичности 
процесса перезарядки ГУ. В тоже время, доста-
точно малое значение этой размерности говорит 
о значительной доли детерминированной со-
ставляющей решений системы уравнений 
(1—5) в диапазоне температур T TC£ . 

Рассматриваемое множество точек обладают 
характерными признаками фрактального объ-
екта: самоподобием и тонкой структурой [12]. 

Для иллюстрации этих свойств рассмотрим 
отображения Пуанкаре, отвечающие различ-
ным моментам времени t0 . На рис. 2, 3 и 4 пред-
ставлены сечение Пуанкаре для различных 
моментов времени. Анализ этих отображений 
показывает, что с увеличением времени радиус 
кривизны траекторий уменьшается. Следова-
тельно, можно сделать вывод, что в фазовом 
пространстве для системы уравнений (1—5) 
существует аттрактор — точка притяжения с 

координатами G1 0= , G2 1= , 
∂
∂

=
n
t
1 0 , 

∂
∂

=
n
t
2 0  

(здесь G
n
Ni

i

=  — степень ионизации ГУ). При 

увеличении t0  кривые характеризующие пере-
зарядку ГУ притягиваются к этой точке фазо-
вого пространства (рис. 2, 3 и 4). 

Как видно из рис. 2 с, рис. 3 с и рис. 4 с макси-
мумы зависимостей при увеличении параметра 
t0  смещаются в сторону уменьшения степени 
ионизации первого уровня, вместе с тем как 
максимумы зависимостей, представленных на 
рис. 2 d, рис. 3 d и рис. 4 d смещаются в сторону 
увеличения степени ионизации второго уровня. 
Кроме того, c увеличением времени t0  изменяет-
ся и характер зависимостей, представленных на 
рис. 2 а, 3 а и 4 а. Если на рис. 2 а закручивание 
кривых происходит против «часовой стрелки», 
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Рис. 1.  Множество фазовых траекторий, полученных при решении системы уравнений  (1 – 5) при условии 
t

0 
= 0,5 c;T Œ[100, 453] K; DT=3 K; G = n

i
/N

i
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Рис. 2.  Отображения Пуанкаре, построенные при условии T £ T
c
 для моментов времени t

0 
= 0,5 c, t

0 
= 1 c, 

t
0 
= 3 c, t

0 
= 5 c; G = n

i
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i
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Рис. 3.  Отображения Пуанкаре, построенные при условии T £ T
c
 для моментов времени t

0 
= 50 c, t

0 
= 150 c, 

t
0 
= 250 c; G = n

i
/N

i
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Рис. 4.  Отображения Пуанкаре, построенные при условии T £ T
c
 для моментов времени t

0 
= 106 c, t

0 
= 1,5·106 c; 

G = n
i
/N

i

А. В. Буданов, Е. А. Татохин, Е. В. Руднев, М. Е. Семёнов



25ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2009, № 1

то на рис. 3 а кривые, закручиваясь против «ча-
совой стрелки» образуют «восьмерки». В случае 
же кривых, изображенных на рис. 4 а, закручи-
вание происходит по «часовой стрелке». 

Рассматриваемую ситуацию можно объяс-
нить следующим образом. В случае, малых 
значений времен t0  (рис. 2) сначала происходит 
и н т е н с и в н а я  и о н и з а ц и и  п е р в о г о  Г У 
(EC - 0 35,  эВ), поскольку для него вероятность 
термоэмиссии электрона в зону проводимости 
при низких температурах будет больше, чем для 
уровня EC - 0 6,  эВ. Затем, когда первый ГУ 
оказывается достаточно ионизированным, ин-
тенсивность ионизации второго начинает пре-
валировать, так уровень EC - 0 35,  эВ обеспе-
чивает дополнительное число мест для эмити-
рующих электронов. При дальнейшем увеличе-
нии температуры скорости ионизации, как 
первого, так и второго ГУ начинают уменьшать-
ся и обращаются в ноль при T TC= , когда сте-
пени ионизации обоих достигают практически 
100 %. В случае больших значений времен t0  
(рис. 4) процесс перезарядки протекает иначе. 
При низких температурах, скорость ионизации 
уровня EC - 0 6,  эВ оказывается выше, чем у 
ГУ EC - 0 35,  эВ. Это означает, что при проте-
кании длительных процессов релаксации пер-
вый ГУ из-за притока электронов со второго 
уровня не успевает ионизироваться с той же 
интенсивностью, что второй. При увеличении 
температуры из-за притока электронов из ва-
лентной зоны на уровень EC - 0 6,  эВ скорость 
его ионизации уменьшается, в то время как 
скорость ионизации уровня EC - 0 35,  эВ уве-
личивается, вследствие увеличения скорости 
термоэмиссии электронов в зону проводимости. 
Дальнейшее увеличение температуры приводит 
к уменьшению скоростей ионизации обоих ГУ, 
а при T TC=  они обращаются в ноль. Процесс 
же, представленный на рис. 3 является переход-
ным между уже описанными ситуациями. 

Таким образом, характер перезарядки глу-
боких уровней определяется динамическим 
равновесием между его генерационными и ре-
комбинационными составляющими, которое, в 
свою очередь, зависит от периода изменения 
начальных условий t0 . Иными словами при 
реализации импульсного метода измерения 
изотермической релаксации емкости полупро-
водникового диода [1] наблюдаемая релаксация 
будет зависеть не только от температуры, но и от 
времени удержания инжектирующего импуль-

са, и от скорости нагрева образца. В пользу 
этого вывода говорят и представленные в табл. 
данные о зависимости критической температуры 
TC , при которой наблюдается полная ионизация 
ГУ, от длительности процесса перезарядки ГУ 
и, фактически, от скорости нагрева диода. 

Таблица
Зависимость критической температуры T

c
, 

при которой происходит полная ионизация 
глубоких уровней от времени проведения 

процесса t
0

t
0
, c 0,5 1 3 5 50 150 250 106 1,5·106

T
c
, K 446 421 378 361 300 279 276 172 169

При температурах T TC>  происходят мно-
гочисленные бифуркации решений (рис. 5), что 
свидетельствует о крайне нерегулярности про-
цесса перезарядки ГУ. Действительно, при до-
стижении температуры TC  процесс перезаряд-
ки глубоких уровней становится хаотическим, 
поскольку вероятности процессов захвата элек-
тронов из валентной зоны на первый и второй, 
ионизированный ГУ, и процессов выброса сво-
бодных носителей заряда с одного ГУ на другой 
или в зону проводимости в этом случае стано-
вятся соизмеримыми. Поэтому, в данный мо-
мент времени нельзя точно сказать, какой из 
процессов является превалирующим.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе впервые рассмотрена кине-
тика перезарядки глубоких уровней как неав-
тономная динамическая система. Такой подход 
существенно отличается от концепции, исполь-
зуемой в работах [1—9], что позволяет объяс-
нить ряд феноменов, характерных для этого 
процесса, которые ранее не объяснялись. В час-
тности, при реализации релаксационной спек-
троскопии глубоких уровней, следует учитывать, 
что понятие равновесного значения емкости при 
данной температуре и величине инжектирую-
щего импульса не вполне отвечает реальной 
ситуации. Из представленных в работе данных 
следует, что эта величина определяется динами-
ческим равновесием скоростей ионизации ГУ, 
которое в свою очередь зависит от времени удер-
жания инжектирующего импульса и скорости 
нагрева образца. Более того, в зависимости от 
этих параметров возможно два режима переза-
рядки ГУ с разными уровнями хаотичности 
процесса. Это, безусловно, так же должно ска-
зываться на характере релаксации емкости.

Влияние на кинетику перезарядки глубоких уровней процессов обмена носителями заряда ...
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Рис. 5.  Множество фазовых траекторий, полученных при решении системы уравнений (1 – 5) при условии  
t

0 
= 0,5 c;T Œ[454, 600] K; DT=2 K; G = n

i
/N

i 
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Конечно, представленная в работе модель 
является приближенной. Дело в том, что с одной 
стороны, характер перезарядки ГУ зависит от 
параметров этих уровней. Например, для другой 
пары уровней характер зависимостей, представ-
ленных на рис. 1—4 будет несколько иным. С 
другой стороны в реальном полупроводнике 
количество ГУ значительно больше двух и для 
большей адекватности модели реальному состо-
янию процесса необходимо учитывать и их пере-
зарядку. Например, введение в модель третьего 
ГУ потребует увеличения размерности фазового 
пространства до шести, что не облегчает анализ 
кинетики перезарядки ГУ в этом случае.

Тем не менее, основные тенденции, харак-
терные для рассматриваемого процесса, предла-
гаемая в работе модель позволяет учитывать.

В настоящее время, авторы, используя эту 
модель, продолжают разрабатывать методы 
анализа сигналов релаксации емкости для более 
точного определения параметров глубоких энер-
гетических состояний в запрещенной зоне по-
лупроводников. 
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