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Аннотация. Теорема Бёрлинга о спектре равномерно непрерывных и ограниченных на 
множестве вещественных чисел комплексных функций распространяется на непрерывные 
ограниченные функции и функции Степанова с дискретным спектром.
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Abstract. The Beurling theorem about a spectrum of complex functions, which are continuous 
in regular intervals and limited on set of material numbers, extends on the continuous limited 
functions and Stepanov functions with a discrete spectrum.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть L•( )R  — банахово пространство су-
щественно ограниченных на множестве R  ве-
щественных чисел комплексных функций, 
C Cb b= ( )R , C Cb u b u, ,= ( )R  — замкнутые под-
пространства соответственно непрерывных и 
равномерно непрерывных функций. Символами 
L Lp p= ( )R , S Sp p= ( )R , p Œ •[1, ) , обозначим 
пространства Лебега и Степанова [1] измери-
мых на R  комплексных функций с соответству-
ющими нормами: 
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Ясно, что верно включениеL Sp pÃ , p Œ •[1, ) .
Интерес к пространствам Степанова возрос 

в связи с использованием их в теории диффе-
ренциальных уравнений [2]. ПространстваSp , 
p Œ •[1, ) , важны также тем, что они содержат 
пространствоL•( )R .

Банахово пространство L1( )R  является ком-
мутативной банаховой алгеброй со свёрткой 
функций в качестве умножения. Через 
F F= ( )R  обозначается одно из введенных в 
рассмотрение банаховых пространств (и ис-
пользуется запись F Œ •{ , , , , },L C C L Sb b u

p p ). Ба-

нахово пространство F  наделяется структурой 
банахова L1( )R -модуля (см. [3], [4]) c помощью 
свёртки 

   ( * )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f x t f t s x s ds f x t d= - = -Ú Ú
� �

t t t  (1)

где f LŒ 1( )R , x Œ F . При этом верна оценка 

 
 
 
 
 
f x f x* 1£  (см. лемму 2.1). Преобразо-
вание Фурье функции f LŒ 1( )R  обозначается 
через f̂ .

В статье [5] А. Бёрлингом было дано сле-
дующее понятие спектра функции (см. также 
[4], [6]).

Определение 1.1. Спектром (Бёрлинга) 
функции x LŒ •( )R  называется множество
L( )x , состоящее из таких точек l0 Œ R , для 
которых функция e t i tl l

0 0( ) = ( )exp , t Œ R , со-
держится в L1 -замкнутом подпространстве, 
порожденном сдвигами функции x .

Сформулируем еще одно (эквивалентное 
первому для функций из L•( )R ) определение 
спектра, которым будем пользоваться в даль-
нейшем.

Определение 1.2. Спектром (Бёрлинга) 
L( )x  функции x Œ F  называется дополнение в 
R  к множеству 
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Определение 1.3. Последовательность фун-

кций ( )xn  из банахова пространства F  назы-
вается c-сходящейся к функции x0 Œ F , если 
она равномерно  ограничена в  F( )R  и 

n
nx x

Æ•
- =lim j (  )  00  д л я  л ю б о й  ф у н к ц и и
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j ŒCb u, ( )R , имеющей компактный носитель
suppj . Если, к тому же, в определении 1.3 вы-
п о л н е н о  

n
nx x

Æ•
=lim 0 ,  т о  д л я  F( )R Œ 

{ ( ), ( )}R RŒ •L Cb  последовательность ( )xn  на-
зывалась в [7] узко сходящейся к x0 .

Теорема 1 (Бёрлинг [5]). Пусть x Cb uŒ , ( )R  
и x π 0 . Тогда существует число l0 Œ R  и пос-
ледовательность ( )xn  линейных комбинаций 
сдвигов функции x , которая узко сходится к 
функции e t i tl l

0 0( ) exp( )= , t Œ R . 
В статье [7] П. Кусис установил ошибоч-

ность работы С. Годемана [8], в которой была 
предпринята попытка доказать теорему Бёрлин-
га для функций из L•( )R , а также заметил, что 
она перестает быть верной для функций из 
Cb( )R , и указал схему построения соответству-
ющего примера. Обобщение теоремы Бёрлинга 
на функционалы из сопряженных пространств 
к некоторым классам полупростых коммутатив-
ных банаховых алгебр было получено Н. Дома-
ром [9]. Им же было введено понятие “узкого” 
спектра функционалов.

Основные результаты данной статьи связаны 
с гармоническим анализом функций из про-
странств Cb( )R  и Sp( )R , p Œ •[1, ) . Получен 
аналог теоремы Бёрлинга для некоторых клас-
сов функций из этих пространств.

2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ

Введем в рассмотрение банаховы простран-
стваLp q, ( )R , p , q Œ •[1, )  следующим образом. 
Пусть Lloc

1 ( )R  — линейное пространство (клас-
сов) локально суммируемых на R  комплексных 
функций. Каждой функции x LlocŒ 1 ( )R  поста-
вим в соответсвие последовательность ( )xn , 
n ŒZ , где x Ln locŒ 1 [0,1] , x s x s nn( ) = ( )+ , s Œ R . 
Банахово пространство Lp q,  при p π •  состоит 
из функций x LlocŒ 1 ( )R , для которых x Ln

qŒ [0,1], 
n ŒZ , а последовательность ( )xn  обладает 

свойством 
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 причем 

эта величина считается нормой функции x .
Если p = • , то последовательность ( )xn  

функций из Lq [0,1]  считается ограниченной и 
норма полагается равной x xq

n
n q•

Œ
=,

Z
sup .

Непосредственно из определения простран-
ства Степанова Sp( )R , p Œ • [1, ) , следует, что оно 
совпадает с пространством L p•, ( )R , а нормы в них 
эквивалентны. Отметим еще, что L L• • •=, ( ) ( )R R  
и L Lq1, 1( )Ã R  для любого q Œ •[1, ) , причем 
L L1,1 1( ) ( )R R= .

В банаховом пространстве F  действует 
изометрическая группа операторов сдвига фун-
кций из F  вида 

 ( ( ) )( ) = ( ), , , .S t x x t t xt t t+ Œ ŒR F   
Лемма 2.1. Операция свёртки функций 

f LŒ 1( )R , x S pŒ ( )R  (см. формулу (1)) коррек-
т н о  о п р е д е л е н а ,  т . е .  f x S p* ( )Œ R ,  и 
f x f xsp sp* 1£ .

Если f L qŒ 1, ( )R , где q
p

p
=

1-
, то оператор 

A x f xf = * , x S pŒ ( )R , A S Sf
p p: ( ) ( )R RÆ  свёр-

тки с функцией f  обладает свойствами: 
A x Cf bŒ ( )R  и A x f xf q Sp

•
£ 1,  для любой функ-

ции x S pŒ ( )R .
Если, кроме того, 

t q
S t f f

Æ
- =

0 1,
( ) 0lim , то 

A Cf b uŒ , ( )R  для любой функции x S pŒ ( )R , 
p Œ •[1, ) . 

Доказательство. Доказательство факта, от-
носящегося к первой части леммы содержится 
в [2].
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Если p = 1 , то 
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Из абсолютной непрерывности интегралов 
в правых частях неравенств (4) и (5) следует 
непрерывность функции xn , n ŒZ , а из нера-
венств (2) и (3) получаем оценку f x Sp* £  

x f x
n

n q Sp1,£ £
Œ

•Â
Z

.  Т а к и м  о б р а з о м , 

f x Cb* ( )Œ R .
Пусть теперь для f L qŒ 1, ( )R  выполнено ус-

ловие 
t

qS t f f
Æ

-
0

1,( ) = 0lim 
 
 . Тогда из получен-

ных оценок следует, что S t f x f x( )( * ) *- =
•

 
S t f f x S t f f x

q Sp( ( ) ) * ( )
1,

= - £ -
•

 и поэтому 
f x Cb u* ( ),Œ R . Лемма доказана. 

Следствие 2.1. Для любой функции x Œ F( )R  
и любой f LŒ 1( )R  с компактным носителем для 
f̂  функция f x*  является непрерывной ограни-
ченной на R , допускающей продолжение на C  
до целой функции экспоненциального типа. 
Далее используются следующие свойства спек-
тра функций из банахова пространства F  (см. 
[4], [6]). 

Лемма 2.2. Пусть F Œ •{ , }L Sp , 1 <£ •p . 
Для любых f LŒ 1( )R  и x Œ F  имеют место 
следующие свойства: 

1. L( )x  — замкнутое подмножество из R , 
причем L( ) =x Δ  тогда и только тогда, когда 
x = 0 ; 

2. L L( * ) (supp )̂ ( )f x f xÃ « ;
3.  f x* = 0 ,  если (supp )̂ ( )f x« = ΔL ,  и 

f x x* = , если множество L( )x  компактно и 
f̂ = 1  в некоторой его окрестности; 

4. L( ) = { }0x l  — одноточечное множество 
тогда и только тогда, когда функция x  пред-
ставима в виде x t e( ) =

0
a l  для некоторого 

a ŒC , a π 0 . 
Определение 2.1. Ограниченной аппрокси-

мативной единицей (сокращенно о.а.е.) будем 
называть ограниченную последовательность 
функций ( )fn  из алгебры L1( )R  со свойствами: 

1) f̂n(0) = 1 , n ≥ 1 ; 2) 
n

t
nf t dt

Æ•
≥
Ú =lim | ( ) |

| | a

0  для 

любого a > 0 . В частности, о.а.е. является 
любая последовательность ( )fn  из L1( )R , опре-
деляемая равенствами f t nf ntn( ) ( )0= , где 
f L0

1( )Œ R  и f0(0) = 1� .
Через F Fc c= ( )R  обозначим подпространс-

тво из F( )R  вида 

 функция непрерывна{ : ( ) : }.x S t xŒ ÆF 
 �  

Отметим, что Fc b uC= , , если F Œ •{ , , },L C Cb b u  
и ( ) =L Lp

c
p , p Œ • [1, ) . Ясно, что Fc -замкнутое 

подпространство из F  и, более того, Fc  — за-
мкнутый подмодуль из F . 

Лемма 2.3. Пусть ( )fn  — о.а.е. из алгебры 
L1( )R . Тогда 

 F Fc
n

nx f x x( ) { : lim * }.� = Œ =
Æ•

  

Доказательство. Пустьx cŒ F ( )R . Тогда для 
любого a > 0
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Доказательство. Пусть число n0 ŒN  выбра-

но из условия 
| |

( )
4t a

t t e

≥
Ú <f d

xn  для всех 

n n> 0.  Тогда для всех n n> 0  получаем, что 
f x xn * - < e . Таким образом, 

n
nf x x

Æ•
=lim * .

Пусть теперь функция x Œ F( )R  такова, что 

n
nf x x

Æ•
lim * = . Поскольку для любой функции 

f LŒ 1( )R  верно равенство S t f x f x( )( * ) *- =  
S t f f x( ( ) ) *= - , t Œ R , и представление S  силь-

но непрерывно в L1( )R , то f x c* ( )Œ F R . Следо-
вательно, f xn c* ( )Œ F R  для всех n ≥ 1  и поэто-
му x f x

n
n c= * ( )

Æ•
Œlim F R . Лемма доказана.

Определение 2.2. Пусть W Œ +{ }N R, , где 
R+ = •(0, ) , и пусть l0 Œ R . Семейство функций 
( )fa a ŒW  из алгебры L1( )R  называется l0 -семей-
ством, если выполнены условия: 1) fa l�( ) = 10 , 

a Œ W ; 2) 
a

a
l

at t t
Æ•

-Ú + - =lim ( ) ( )
�

f t e t f di 0 0 ,t Œ R . 

Примерами l0 -семейств являются следующие 
два семейства функций из алгебры L1( )R : 
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где cJ  — характеристическая функция проме-
жутка J  из R .

Отметим используемое далее равенство 

( * )( )
1

2
( ) , , 0, 0

0f x t x s t e sds ti
a l

a

a
l

a
a= + Œ >

-

-Ú R ,  (6)

где x Œ F( )R .

Теорема Бёрлинга для непрерывных ограниченных функций и функций Степанова...
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В частности, l0 -семейство ( )fa a ŒW  может 
быть получено из 0 -семейства ( )�fa a ŒW  следую-
щим образом: f t f t i ta a l( ) = ( ) ( )0

� exp , t Œ R . 
Определение 2.3. Число l0 Œ R  отнесем к 

дискретному спектру Ld x( )  функции x Œ F( )R , 
если выполнено условие 

 
a

a l l
Æ•

= >lim * ( ) .,
 
f x C
0 0 0  

Определение 2.4.Точку l0 Œ R  назовем эр-
годической точкой функции x Œ F( )R , если в 
банаховом пространстве F( )R  существует 

 
a

a

a
l

aÆ•
-

-Ú + = Œlim ( ) ( ), ,
1

2
0

0x t s e sds x t ti �  (7)

где x0 ( )Œ F R . 
Эргодическую точку l0  отнесем к спектру 

Бора LB x( )  функции x Œ F( )R , если функция 
x0  из (7) ненулевая.

Понятие эргодической точки функции с 
применением l0 -семейств было введено в статье 
[10] (см. также [11]). 

Лемма 2.4. Пустьx Œ F( )R . Тогда
1. L L LB dx x x( ) ( ) ( )Ã Ã ; 
2. если l0 ( )Œ LB x , то функция x0  в формуле 

(7) имеет вид x t i t0 0( ) = ( )b lexp , t Œ R , для 
некоторого b π 0  из C ; 

3. l0 ( )Œ LB x , если l0  — изолированная 
точка в L( )x . 

Доказательство. Первое включение из 1) 
следует из определений 2.3 и 2.4.

Пусть l0 ( )œ L x . Тогда существует такая 
ф у н к ц и я  f LŒ 1( )R ,  ч т о  f̂ ( ) 10l =  и 
(supp )̂ ( )f x« = ΔL . Поэтому, в силу леммы 2.1, 
f x* = 0 . Поскольку f x f x f xa l a l, ,* * ( * )

0 0
= - = 

f f f xa l a l, ,( * ) *
0 0

= -  для любого a > 0 , то из 

равенства f̂ ( ) = 10l  следует, что f f fa l a l, , *
0 0

- = 

f t f f t dt
a

a l a l, ,lim ( ) ( * )( )
0 0

0= - =
Æ•Ú

�

.

Та к и м  о б р а з о м ,  
a

a l
Æ•

limf x, 0
* = 0 ,  т . е . 

l0 ( )œ Ld x . Итак, свойство 1) установлено.
Докажем свойство 2). Непосредственно из 

определения 2.4 следует, что S x i x( ) = ( )0 0 0t l texp  
для любого t Œ R . Поэтому функция x e0 0-l  
является постоянной и, значит, x t i t0 0( ) ( )= b lexp ,  
t Œ R , для некоторого b ŒC .

Докажем свойство 3). Пусть f LŒ 1( )R  тако-
ва, что f̂ ∫ 1  в некоторой окрестности точки l0  
и (supp )̂ ( ( ) \ { })f x« = ΔL l0 . Представим фун-
кцию x  в виде x x x= 0 1+ , где x f x0 = *  и 
x x x1 0= - . Из леммы 2.2 следует, что L( ) { }0 0x = l , 
т.е. x e0 0 0

= a l , где 0 0π Œa C , и L L( ) ( ) { }1 0x x= \ l . 

Поскольку f x f e f xa l a l l a ll a, 0 , 0 0 0 0 , 0 1* ( ) *= + =�  

e f xl a la0 0 , 0 1*= + , то из доказательства свой-
ства 1) следует, что 

a
a l la

Æ•
= πlim *,f x e

0 0 0
0 . Итак, 

l0 ( )Œ LB x . Лемма доказана. 
Лемма 2.5. Если f̂ ( ) 00l π  для f LŒ 1( )R  и 

l0 ( )Œ L x , где x Œ F( )R , то l0 ( * )Œ L f x , при-
чем l0 ( * )Œ Ld f x , если l0 ( )Œ Ld x . 

Доказательство. Допустим, что l0 ( * )œ L f x . 
Тогда существует функция g LŒ 1( )R  такая, что 
ĝ( ) 00l π  и (supp )̂ ( * )g f x« = ΔL . Из свойства 3) 
леммы 2.2 следует, что ( * )* * ( * ) .g f x g f x= = 0  

Поскольку g f g f* ( ) (̂ ) (̂ )� l l l0 0 0 0= π , то l0 ( )œ L x . 
Получено противоречие. Таким образом, 
l0 ( * )Œ L f x .

Предположим, что l0 ( )Œ Ld x . Поскольку 

a
a l a ll

Æ•
- =lim * (̂ ), ,f f f f

0 0 0 1
0 , то 

a
a l l

Æ•
-lim * ( (̂ ),f f x

0 0  

- =* )f x 0 . Поэтому 
a

a l
Æ•

>lim * ( * ),f f x
0

0 , т.е. 

l0 ( * )Œ Ld f x . Лемма доказана.
Лемма 2.6. Если последовательность ( )xn  из 

F( ) { ( ), ( )}R R RŒ C Sb
p  является c -сходящейся 

к x0 ( )Œ F R , то для любой функции f LŒ 1( )R  
последовательность ( * )f xn  c -сходится к
f x* 0 . 

Доказательство. Из ограниченности после-
довательности ( )xn  следует ограниченность 
последовательности ( * )f xn . Ввиду плотности 
в алгебре L1( )R  линейных комбинаций харак-
теристических функций отрезков из R  и огра-
ниченности( )xn , утверждение достаточно дока-
зать для f a b= [ , ]c , a b< , a b, Œ R .

Пусть вначале F =Cb . Тогда из оценки 

( * )( ) ( * )( ) ( ) ( ) ,0 0f x t f x t x s x s dsn
t a

t b

n- £ -
+

+

Ú  t Œ R  

следует равномерная сходимость последова-
тельности ( * )f xn  к функции f x* 0  на любом 
отрезке [ , ]-c c , c > 0 .

Если F = Sp , то, используя неравенство 
Гельдера, получаем оценки 

 

-

- +

+

Ú

Ú Ú

- £

£ -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

c

c

n
p

c

c

t a

t b

n

f x t f x t dt

x s x s ds

( * )( ) ( * )( )

( ) ( )

0

0

pp

c a

c b

n

p

pq

c a

c b

n

dt c x s x s ds

c b a x s

£ -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
£

£ -

- +

+

- +

+

Ú

Ú

2 ( ) ( )

2 ( ) (

0

)) ( ) ,0-
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
x s dsp
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где q Œ •[1, ) , q
p

p
=

1-
. Из этих оценок следует 

доказываемое утверждение. Лемма доказана. 
Лемма 2.7. Если последовательность фун-

кций ( )xn  из банахова L1( )R -модуля F( )R  c  
—  с х о д и т с я  к  ф у н к ц и и  x Œ F( )R ,  т о 
L L D( ) ( ( ))x x

m n m
nÃ =

≥ ≥1
∩ ∪ .

Доказательство. Допустим, что существует 
l0 ( )Œ L Dx \ . Рассмотрим функцию f LŒ 1( )R  
со свойствами: f�( ) = 00l  и supp f� « ΔD = . По 
свойству 2) леммы 2.2, имеют место включения 
L L( * ) supp ( )f x f xn nÃ «� , n ≥ 1 . Поэтому су-
ществует m ŒN  такое, что f xn* = 0  для n m≥ , 
по свойству 3) той же леммы. Теперь из лем-
мы 2.3 (учитывая, что Lp( )R  непрерывно вло-
жено в Sp( )R ) получаем, что f x* = 0 . Из 
леммы 2.6 вытекает, что l0 ( * )Œ L f x , т.е. 
L( * )f x π Δ . Таким образом, из свойства 1) 
леммы 2.2 следует, что получено противоречие 
в связи со сделанным предположением. Лемма 
доказана.

Для каждой функции x Œ F( )R  и h > 0  

рассмотрим функцию x t
h

x s t dsh
h

h

( ) =
1
2

( )
-
Ú + ,  

t Œ R . Ее называют функцией Стеклова, и далее 
она обозначается через S xh , h > 0 . Из представ-
ления S x f xh h= * , где f h Lh h h= Œ-

-
•(2 ) ( )1

[ , ]
,1c R ,  


 
fh 1= 1 , следует (см. лемму 2.1), что x Ch bŒ ( )R  

и x f xh h q•
£

1,
, где q

p
p

=
1-

. 

Лемма 2.8. Функция Стеклова S xh , h > 0 , 
для любой функции x C Sb

pŒ ŒF( ) { ( ), ( )}R R R  
является с-пределом некоторой последователь-
ности ( )xn  линейных комбинаций сдвигов фун-
кции x , причем x xn £ , n ≥ 1 . 

Доказательство. Рассмотрим функцию 
y t b a x t s ds

a

b

( ) = ( ) ( )1- +- Ú , t Œ R , где a b< , и до-
кажем утверждение леммы для этой функции, 
представимой также в виде y b a xb a= - -

- -( ) * .[ , ]
1 c

Пусть tk b k
b a

n
= ( )- + -

, 0 £ £k n  — точки 

равномерного разбиения отрезка [ , ]- -b a  на n  
равных частей. Тогда последовательность функ-

ций y t
n

x t t nn
k

n

k( )
1

( ), , 1
=0

1

= - Œ ≥
-

Â t R  равномерно 

ограничена в F( )R , причем y x nn £ ≥, 1 .

Для любого c > 0  введем в рассмотрение 
модуль непрерывности функции y Œ F( )R  на 
отрезке [ , ]-c c , положив для любого d > 0  

 w d
d

c
t t t t c c

y y t y t( , ) max ( ) ( ) ,
| | , , [ , ]

= -
- < Œ -1 2 1 2

1 2  

если F( ) = ( )R RCb , и 

 w d
d

c p
t t t t c c L c c

y S t y S t y p( , ) = ( ) ( ) ,
| |< , , [ , ]

1 2 [ , ]
1 2 1 2- Œ - -

-max 
 
  

если F( ) = ( )R RSp .
Пусть вначале x CbŒ ( )R . Тогда для любого 

t c cŒ -[ , ]  верны оценки

 

( ) ( * )( ) ( )

( ( ) (

[ , ]b a x t y t

b a
x t x

b a n

k

n

k

k

- - =

=
-

- -

-
- -

=

- +

Â Ú

1

0

1 11

c

t
t

t

tt d

b a
n

x

k

c b a

- £

£ -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃+ -

t t

w

))

, .

 

Ввиду равномерной непрерывности функ-
ции x  на отрезке [ , ]- - + + -c b a c b a  последо-
вательность ( )yn  является c-сходящейся к 

функции 
1

* =[ , ]b a
x yb a- - -c .

Пусть теперь x S pŒ ( )R . Тогда 

 


 
( ) *

1
( (

1
[ , ] [ , ]

=0

1 1

b a x y

b a
x

b a n L c c

c

c

k

n

p

k

k

- - £

£
-

-
- - -

-

-

Ú Â Ú
+

c

t

t

| tt

x t d dt
b a

n
x

k
p p

c b a
p

-
Ê

Ë
Á -

- - £

£ -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃+ -

t

t t

w

)

( )) )

, .

1/|
 

Так как x L c b a c b apŒ - - + + -[ , ]  и оператор 
сдвига является непрерывным на этом про-
странстве, то последовательность ( )yn  c-сходит-

ся к 
1

* =[ , ]b a
x yb a- - -c . Лемма доказана.

ТЕОРЕМА БЁРЛИНГА 
ДЛЯ ФУНКЦИЙ ИЗ Cb( )R  И Sp( )R

В следующем утверждении теорема Бёрлин-
га распространяется на класс функций из про-
странств Cb( )R  и Sp( )R , имеющих непустой 
дискретный спектр. 

Теорема 2. Пусть x C Sb
pŒ ŒF( ) { ( ), ( )}R R R , 

где p Œ •[1, ) , и l0  ( )ŒLd x . Тогда существует 
последовательность линейных комбинаций 
сдвигов функции x , которая c-сходится к фун-
кции e t e ti

l
l

0
0( ) = , t Œ R . 

Доказательство. Рассмотрим семейство 
функций ( ), 0

fa l , a Œ +R , из алгебры L1( )R  
и соответствующее семейство функций 
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x f xa a l= , *
0

, a Œ +R . Поскольку семейство 
функций ( ), 0

fa l , a Œ +R , принадлежит про-
странству L q1, ( )R  при любом q Œ •[1, )  и равно-
мерно ограничено в нем, то из леммы 2.1 следу-
ет, что x Cba Œ ( )R  и 

a
a

>0
<sup 
 
x • . При p > 1  

верны оценки (вытекают из леммы 2.1)

 
x t x t S f f x

t
q

a a a l a lt t

t a

( ) ( ) ( ) ,

, , 0,

, 0 , 0 1,
+ - £ -

Œ >R
 

где q
p

p
=

1
[1, )

-
Œ • .

Поскольку S f f
q

q( ) , 0, 0 , 0 1,

1/ 1t t a ta l a l- £ >- ,  

то семейство x Cb ua Œ , ( )R  и является равносте-
пенно непрерывным при a > 0 .

Если p = 1 , то из соотношений 

 

| ( ) ( ) |=

1
2

( ( ) ( ))

1
2

| (

x t x t

x t s x t s ds

x t

a a

a

a

a

a

t

a
t

a
t

+ -

= + + - + £

£ +

-

-

Ú

Ú ++ - +

Œ

s x t s ds

t

) ( ) | ,

> 0, , ,a t R

 

и абсолютной непрерывности интеграла следу-
ет равностепенная непрерывность семейства 
функций ( ), > 0xa a  на каждом конечном про-
межутке [ , ]a b  из R . Пусть сначала x CbŒ ( )R . 
Тогда из условия l0 ( )Œ Ld x  получаем сущест-
вование последовательностей ( )an  из R+  и ( )tn  
из R , для которых 

n
n

Æ•
•lima =  и 

 

C x t

f x t
n

f x

n

nn

( )/2 ( )

( * )( ) 1
1

* .

0

, ,0 0

l a

a l a l

£ =

= ≥ -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (8)

Если же x S pŒ ( )R , то свойство 8 также вы-
полняется, так как в противном случае (ввиду 
непрерывности вложения Cb( )R  в Sp( )R ), по-
лучили бы, что l0 ( )œ Ld x .

Без ограничения общности можно считать, 
что существует 

n
n of x t C

Æ•
πlim( * )( ) = 0, 0a l . Поло-

жим g t
f t t
f x tn

n

nn

( ) =
( )

( * )( )
,

,

0

0

a l

a l

+
, t Œ R . Полученная 

последовательность x g xn n= * , n ≥ 1 , из Cb u, ( )R  
обладает свойствами: 1) x g xn n(0) ( * )(0) 1= = ; 
2) x C xn •

£ 2/ ( )0l ; 3) семейство функций xn , 
n ≥ 1 , равностепенно непрерывно на каждом 
конечном промежутке. Отметим, что свойство 2) 
вытекает из леммы 2.1, а свойство 3) — непо-
средственно из определения функций ( )xn , 

n ≥ 1  (см. оценки (4) и (5)). Таким образом, из 
теоремы Арцела—Асколи (см. [6]) следует су-
ществование подпоследовательности последо-
вательности ( )xn , которая c-сходится к некото-
рой ненулевой функции x0 ( )Œ F R , причем без 
ограничения общности можно считать, что сама 
последовательность ( )xn  c-сходится к x0 .

Для любого m l0 0π  из R  выберем функцию 
f LŒ 1( )R  такую, что f̂ ( ) 00m π , supp f̂  — ком-
пакт и l0 œ supp f̂ . Из леммы 2.2 следует, что 
последовательность ( * )f xn  c-сходится к функ-

ции f x* 0 . Поскольку 
n

f f
nÆ•

=lim * 0, 10a l , то и 

n
n

n
nf g S t f f

nÆ• Æ•
= =lim lim .* ( )( * ) 0

1 , 10a l  Следова-

тельно, f x* = 00 , т.е. m0 0( )œ L x , и поэтому 
L( ) { }0 0x xÃ . Так как x0(0) = 1 , то L( ) = { }0 0x l  
и, в силу леммы 2.2, x t i t0 0( ) = ( )exp l , t Œ R . 
Поскольку функции xn , n ≥ 1 , являются сдви-
гами функций Стеклова функции x , то из лем-
мы 2.8 (см. также ее оценки) следует, что каж-
дая из функций xn , n ≥ 1 , является c-пределом 
последовательности сдвигов функции x . Из 
доказанного получаем, что некоторая последо-
вательность сдвигов функции x  c-сходится к 
el0

.  Теорема доказана. 
Следующая теорема является наиболее близ-

кой к теореме Бёрлинга. 
Теорема 3. Пусть x S pŒ ( )R , где p > 1  и 

l0 ( )Œ L x . Тогда существует последователь-
ность линейных комбинаций сдвигов функ-
ции x ,  которая c-сходится к функции 
e t i tl l

0 0( ) exp( )= , t Œ R . 
Доказательство. Пусть ( )fn , n ≥ 1  — о.а.е. 

из алгебры L1( )R , состоящая из функций fn , 
принадлежащих подпространству L q•, ( )R , где 

q
p

p
=

1
[1, )

-
Œ • . Например, в качестве такой 

последовательности функций можно взять фун-
кции Стеклова f t nn n n( ) = (2 ) 1

[ 1/ ,1/ ]
-

-c , n ≥ 1 . Из 
леммы 2.1 следует, что последовательность фун-
кций x f xn n= * , n ≥ 1 , принадлежит про-
странству Cb u, ( )R  и ограничена в нем, а из 
леммы 2.3 получаем, что она сходится к x  по 
норме пространства Sp( )R . Поскольку f̂n( ) 00l π  
(по крайней мере для n n≥ ≥0 1), то l0 Œ L( * ),f xn  
n n≥ ≥0 1 , в силу леммы 2.5. К каждой из фун-
кций f xn * , n n≥ 0 , применима теорема Бёрлин-
га и, значит, некоторая последовательность 
линейных комбинаций сдвигов функции f xn *  
c-сходится к el0

.  В свою очередь, из леммы 2.8 
(c учетом выбора функций ( )fn , n ≥ 1) следует, 
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что каждая из функций f xn * , n ≥ 1 , является 
c-пределом в Sp( )R  линейных комбинаций 
сдвигов функции x , причем соответствующая 
последовательность ограничена в Sp( )R  вели-
чиной 
 
x . Таким образом, некоторая после-
довательность линейных кобинаций сдвигов 
функции x  c-сходится в Sp( )R  к функции el0

.  
Теорема доказана. 
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