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Аннотация. В связи с известной гипотезой о якобиане в данной статье изучаются полино-
миальные келлеровы отображения. Получен ряд условий на коэффициенты таких отображений, 
при которых они представляются суперпозициями аффинных и треугольных полиномиальных 
преобразований. Установлены также некоторые явные запреты для коэффициентов келлеро-
вых отображений.

Ключевые слова. гипотеза о якобиане, полиномиальное отображение, треугольное преоб-
разование, якобиева пара, суперпозиция отображений.

Annotation.  In connection with the known Jacobian Conjecture the Keller polynomial mappings 
are studied in this article. A number of conditions for the coefficients of such mappings are obtained 
under wich they are presented by a superpositions of an affine and polynomial-triangular 
transformations. Some explicit prohibitions are also established for the Keller mappings 
coefficients.

Key words. jacobian conjecture, polynomial mapping, triangular transformation, jacobian 
mate, superposition of mappings.

1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим полиномиальное отображение 
f P Q= ( , )  комплексного пространства �2  в 
себя, имеющее невырожденный всюду якоби-
ан 
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Здесь x y,  — комплексные переменные в 
пространстве �2 ; P P x y= ( , )  и Q Q x y= ( , )  — 
многочлены от своих аргументов.

Везде далее мы называем келлеровым отоб-
ражением произвольное полиномиальное отоб-
ражение f P Q= ( , ) , удовлетворяющее условию 
(1.1). Само это неравенство будем называть 
условием келлеровости отображения f .

Известная гипотеза о якобиане (Jacobian 
Conjecture, JC, см. [1—3]) в простейшем 2-мер-
ном случае может быть переформулирована как 
утверждение о представимости любого келле-
рова отображения 2-мерного комплексного 
пространства в виде суперпозиции аффинных 
невырожденных и полиномиально-треугольных 
преобразований этого пространства.

Напомним, что треугольными преобразова-
ниями называются отображения вида 

 x x g y y y* *( ),= + =  (1.2)

и 

 x x y y h x* *= , = ( ) +  (1.3)

с произвольными (в нашем случае полиноми-
альными) функциями g y( )  и h x( ) .

Основная цель настоящей работы — изуче-
ние условий:

а) существования келлеровых отображений 
в зависимости от различных ограничений на их 
компоненты P  и Q  ;

б) представимости келлеровых отображений 
суперпозициями аффинных и треугольных 
преобразований.

Мы связываем такие условия с ограничени-
ями на коэффициенты изучаемых отображений. 
Дело в том, что кратко записанное условие (1.1) 
может быть развернуто в большую систему 
уравнений, квадратично (билинейно) завися-
щих от коэффициентов P x y( , )  и Q x y( , ) . Рас-
смотрение такой системы позволило получить 
представленные ниже результаты, являющиеся, 
по мнению авторов, перспективными в изуче-
нии гипотезы о якобиане.

Анализ упомянутых систем и способы полу-
чения этих результатов о справедливости JC в 
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рассматриваемых частных случаях не являются 
стандарными в современных исследованиях 
гипотезы. В то же время, как и наша статья, 
практически все современные публикации по 
JC (не считая регулярно опровергаемых “пол-
ных доказательств” гипотезы) посвящены под-
тверждениям этой гипотезы при различных 
дополнительных ограничениях(см., например, 
[4—7]).

2. СИСТЕМА КВАДРАТИЧНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

Разложим компоненты P x y( , ),  Q x y( , )  отоб-
ражения f  на однородные составляющие: 
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Здесь подразумевается, что степень много-
члена P x y( , )  равна степени n  его старшей 
(ненулевой) однородной компоненты Pn ; ана-
логично степень многочлена Q x y( , )  равна m , 
т. что Qm π 0 .

О п р е д е л е н и е  1 .  О т о б р а ж е н и е 
f P x y Q x y= ( ( , ), ( , ))  со степенями составляющих 
его многочленов, равными n  и m , соответствен-
но, будем называть ( , )n m -отображением.

Замечание. За счет сдвига координат можно 
считать, что (являющиеся константами) ком-
поненты P0  и Q0  в формулах (2.1) отсутству-
ют.

Якобиан J f  допускает такое же, как в (2.1), 
разложение на однородные составляющие: 
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При этом компоненты Rj  разложения опре-
деляются следующим образом:
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Для краткости введем следующее обозначе-
ние:
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Условие келлеровости отображения f  мож-
но записать теперь в виде уравнения 

 [ , ] = = 0P Q constd π  (2.2)

либо в виде системы отдельных уравнений, 
каждое из которых описывает свою компоненту 
однородности многочлена J R x yf = ( , ) : 
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Отметим, что все уравнения этой системы, 
кроме последнего, «однородны» т.е. имеют ну-
левую правую часть. При этом левые части всех 
уравнений (2.3) квадратично зависят от много-
членов пары ( , )P Q , или, что то же самое, от 
коэффициентов этих многочленов.

3. «КОМПЬЮТЕРНЫЕ» ТЕОРЕМЫ 

 Система (2.3) была изучена нами в случае 
(6, 3) - и (8, 4) -отображений в еще более деталь-
ной расшифровке. Так как каждая компонента 
R x yk( , )  якобиана J f  является однородным 
многочленом (формой) от двух переменных, то 
равенство (тождественное) нулю такого много-
члена означает равенство нулю всех его коэф-
фициентов. У формы R x yk( , )  положительной 
степени k  имеется, как легко понять, k + 1  ко-
эффициентов: 

 
R C x y

C x C x y C y

k
j

k

k j j
k j j

k
k

k
k

k

=

= ...
=0

( , )

( ,0) ( 1,1)
1

(0, )

Â -
-

-
-

=

+ + + kk .
 

Это означает, что каждое из уравнений сис-
темы (2.3), отвечающее компоненте R x yk( , ) , 
распадается на систему из ( 1)k +  уравнений, 
отвечающих различным парам x yk j j- . Все такие 
уравнения квадратичным (билинейным) обра-
зом зависит от коэффициентов A Bk l s t( , ) ( , ),  мно-
гочленов 
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Об ограничениях и запретах на коэффициенты келлеровых отображений
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При этом, например, для (6, 3) -отображений 
получается система 36 квадратичных уравнений 
относительно 34 неизвестных коэффициентов; 
в (8, 4) -случае имеем 66 уравнений относитель-
но 55 неизвестных.

Обе эти системы были изучены [8] при по-
мощи компьютерных программ символьных 
вычислений. Результаты такого изучения при-
ведены ниже.

ТЕОРЕМА 1. С точностью до аффинных 
преобразований келлерово (6, 3) -отображение 
сводится к суперпозиции двух треугольных 
отображений. При этом однородная составля-
ющая Q3  младшей компоненты Q z w( , )  келле-
рова отображения является точным кубом.

ТЕОРЕМА 2. С точностью до аффинных 
преобразований келлерово (8, 4) -отображение 
сводится к суперпозиции двух или трех треу-
гольных отображений.

Утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, 
можно получать и для других ( , )n m -отображе-
ний при достаточно произвольно выбираемых 
n  и m . При этом ясно, что с увеличением сте-
пеней n  и m  количество (а следовательно, и 
время) компьютерных вычислений быстро воз-
растает.

В связи с этим мы приводим ниже теоре-
мы 3—5, полученные путем математических 
рассуждений, а не компьютерных вычислений. 
Эти результаты связаны (в первую очередь) с 
«2-кратными» келлеровыми (2 , )n n -отображе-
ниями ( )n ≥ 3  и имеют ту же направленность, 
что и теоремы 1 и 2. Они позволяют конструк-
тивно переносить на широкий класс келлеровых 
отображений два важных принципа, явно обоз-
начившихся в теоремах 1 и 2.

Во-первых, из условия (1.1) вытекает тре-
бование обращения в нуль некоторых (четко 
указываемых) коэффициентов келлерова отоб-
ражения. Например, в случае (6,3)-отображе-
ний многочлен Q3  можно без ограничения об-
щности считать имеющим вид 

 Q x B xy B y3
3

(1,2)
2

(0,3)
3= .+ +  

Из (1.1) тогда следует, что пара коэфициен-
тов ( , )(1,2) (0,3)B B  является нулевой.

Во-вторых, при наличии некоторых ограни-
чений на коэффициенты келлерова отображе-
ния (например, условий B B(1,2) (0,3)= = 0  для 
(6,3)-отображений) удается представить это 
отображение суперпозицией «более простых» 
отображений.

Ниже показано, что обозначенные принци-
пы имеют более широкую (по сравнению с тео-
ремами 1 и 2) область применимости и интерес-
ное взаимное влияние.

Отметим еще, что случаи келлеровых отоб-
ражений с «некратными» степенями при малых 
( , )n m  легко сводятся (при помощи компьютера) 
к противоречиям. В соответствии с гипотезой 
JC так должно быть всегда, а не только в про-
стейших ситуациях.

4. ФОРМУЛИРОВКИ ТЕОРЕМ 
О СУПЕРПОЗИЦИЯХ И О ВЗАИМНЫХ 

ОГРАНИЧЕНИЯХ НА КОЭФФИЦИЕНТЫ 

Первый из приводимых ниже результатов 
связан с идеей пошагового построения много-
слойной суперпозиции «простых» преобразо-
ваний, представляющей исходное келлерово 
отображение. Теорема 3 описывает одну из си-
туаций, в которых возможно снятие с такого 
отображения «простого» верхнего слоя.

ТЕОРЕМА 3. Пусть n  — натуральное чис-
ло ( );n > 3  f P Q= ( , )  — келлерово (2 , )n n -отоб-
ражение; 

 Q Q x y Q Q Qn n= ( , ) = ...1 1+ + +-  

— разложение компоненты Q  этого отображе-
ния на однородные составляющие. Пусть при 
этом выполнены два следующих условия:

а) Q xn
n= ;

б) хотя бы один из двух «старших» по y  
коэффициентов многочлена 

 Q B x yn
k

n

n k k
n k k

-

-

- -
-Â1

=0

1

( 1 , )= ,  

т.е. B n(0, 1)-  или B n(1, 2)-  отличен от нуля.
Тогда отображение f  является суперпози-

цией f T g= �  треугольного преобразования 
T x x h y y y= = + ={ ( ), }* *  и келлерова отобра-
жения g  степени n . 

Замечание 1. Одна из компонент возника-
ющего в теореме 3 отображения g  совпадает с 
исходным многочленом Q x y( , ) .

Замечание 2. Утверждение теоремы 3 уда-
ется получать и при замене условия б) из ее 
формулировки более слабыми требованиями. 
Например, если 

 
Q B x

B x y B x y
n n

n

n
n

N n N
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для некоторого N n< +( )/1 3 , и B N n N( , ) ,- - π1 0  то 
теорема 3 остается в силе. При этом ее доказа-
тельство сильно усложняется.
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Отметим, однако, что ситуация теоремы 3 не 
вписывается в схему пошагового снятия про-
стых слоев. Объясняет причины этого следую-
щее утверждение.

ТЕОРЕМА 4. Пусть f P Q= ( , )  — келлерово 
( , )n m -отображение, т. что 1 < m n£ . Если 
разложение многочлена P  на однородные со-
ставляющие имеет вид 

 P P x y P P Pn n= ( , ) = ... ,1 1+ + +-  

и при этом P xn
n= , то существует натураль-

ное число N n nŒ -[ /2, 1], т. что компонента 
Pn-1  делится нацело на xN . 

Замечание. Теоремой 4 не запрещается, в 
частности, случай тождественно нулевого мно-
гочлена Pn-1 .

Находясь в условиях теоремы 3, построим 
соответствующее келлерово отображение 
g Q S= ( , )  степени n . Применение к нему теоре-
мы 4 очевидно приводит к противоречию. Это 
означает, что келлеровых отображений, удовлет-
воряющих условиям теоремы 3, не существует.

Для формулировки результата, обобщающе-
го только что рассмотренную ситуацию и явля-
ющегося основным в данной работе, напомним 
одно определение из [2].

Определение 2. Многочлен P x y( , )  называет-
ся якобиевой парой для многочлена Q x y( , ) , если 
отображение f P Q= ( , )  является келлеровым, 
т.е. удовлетворяет условию (1.1).

ТЕОРЕМА 5.  Если для многочлена 
Q x y Q Q Qn n( , ) ... ,= + + +-1 1  разложенного на 
однородные составляющие, выполняются два 
следующих условия:

а) Q xn
n= ;

б) Q B x B x yn n
n

n
n

- -
-

-
-= + + +1 1 0

1
2 1

2
( , ) ( , ) ...

B x yN n N
N n N

- -
- -+ 1
1

( , )  для некоторого N n< +( )/ ,1 3  
и B N n N( , 1 ) 0- - π ,
то в интервале степеней n m n£ £ 2  многочлен 
Q  не имеет ни одной якобиевой пары. 

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 3 
Помимо многочленов P x y( , )  и Q x y( , ) , име-

ющих степени 2n  и n  соответственно, мы рас-
смотрим еще многочлен P Q* 2=  степени 2n . 
Основная идея доказательства теоремы 3 заклю-
чается в установлении сходства старших одно-
родных компонент многочленов P  и P * . Более 
точно, мы покажем, что после некоторого аф-
финного преобразования (определяемого в са-
мом начале рассуждений) однородные компо-
ненты Pk  и Pk

*  совпадают при n k n+ £ £1 2 .

Тогда суперпозиция g P Q Q= -( , )2  отобра-
жения f P Q= ( , )  с треугольным преобразовани-
ем T x x y y y- = = - =1 2{ , }* *  (обратным к пре-
образованию T  из формулировки теоремы 3) 
также является келлеровым отображением. Его 
степень равна n , а суперпозиция T g�  совпада-
ет с исходным отображением f P Q= ( , ) .

Для детального изучения структуры компо-
нент Pk  келлерова отображения f P Q= ( , )  
рассмотрим систему (2.3). Ее первое (верхнее) 
уравнение 

 [ , ] = 0.2P Qn n  (5.1)

перепишется с учетом условия Q xn
n=  в виде 

P xn n
n

2 2
2= .a

Здесь a2n  — некоторый коэффициент, от-
личный от нуля, т.к. P n2 0π . Растяжением 
многочлена P x y( , )  этот коэффициент превра-
щается в единицу, т. что 

 P xn
n

2
2= .  (5.2)

Все последующие обсуждения проводятся 
при допущении (5.2), очевидно, не нарушаю-
щем общности рассмотрений.

Нам будет удобно далее рассмотреть поми-
мо уравнения (2.2) его модифицированный 
вариант 

 [ , ] = 0.2P Q Q- πd  (5.3)

Это уравнение получается за счет вычитания 
из уравнения (5.1) очевидного тождества 
[ , ] = 02Q Q  и использования линейности скобки 
[ , ] = 0P Q  по первому аргументу.

Разность P P P Q- -* 2=  обозначим через 
P̂ x y( , ). Степень этого многочлена не превосходит 
2n , а в силу (5.3) имеем для него тождество 

 [ , ] = 0.P̂ Q d π  (5.4)

Вместо исходной системы (2.3) будем теперь 
рассматривать такую же систему для уравне-
ния (5.4). Формально это означает, что вместо 
компонент Pk  мы будем теперь обсуждать P̂k . 
Еще одно отличие двух систем вида (2.3) состо-
ит в том, что 

 ˆ .P n2 = 0  (5.5)

Второе равенство новой системы (2.3), т.е. 

 [ , ] [ , ] = 02 1 2 1
ˆ ˆP Q P Qn n n n- -+  

несложно переписать с учетом (5.5) в виде 

 P̂ xn n
n

2 1 2 1
2 1= ,- -

-a  (5.6)

где a2 1n-  — некоторый коэффициент.
Теперь необходимо подставить (5.5) и (5.6) 

в третье уравнение системы (2.3), т.е. в 
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 [ , ] [ , ] [ , ] = 0.2 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆP Q P Q P Qn n n n n n- - - -+ +  (5.7)

Для удобства записи получающихся здесь и 
в дальнейшем формул введем дополнительные 
обозначения.

Во-первых, в разложении произвольной 
формы от двух переменных будем выделять 
слагаемое максимально возможной степени по 
x  и «остальную часть» исходной формы. Для 
обозначения «остальной части» будем исполь-
зовать знак  ∼  , т. что, например, 

 
Q x y B x y

B x Q x y

n
k n

k
k

n
n

n

-
+ = -

-
-

-

= =

= +

Â1
1

1 0
1

1

( , )

( , ).

( , )

( , )

�
�

�

�
 (5.8)

Во-вторых, возникающие при дифференци-
ровании многочленов положительные числовые 
коэффициенты (а также произведения и отно-
шения таких коэффициентов) будем обозначать 
символами l , нумеруя такие коэффициенты по 
мере необходимости.

С учетом таких обозначений результат под-
становки формул (5.5) и (5.6) в уравнение (5.7) 
после несложных преобразований можно запи-
сать в виде 

 P̂ x x Qn n
n

n n
n

n2 2 2 2
2 2

2 2 2 1 1= .- -
-

- - -+a l a �  (5.9)

Теперь для доказательства теоремы 3 потре-
буется математическая индукция. Полагая 
k = 1 , уже полученную информацию из трех 
рассмотренных уравнений системы (2.3) запи-
шем в виде 

ˆ ... ˆ ,

ˆ ,
ˆ

( )

( ) (

P P

P x

P

n n k

n k n k
n k

n k n k

2 2 1

2 2
2

2 1 2

0= = =

=

=

- -

- -
-

- + - +

a

a 11
2 1

2 1 2 1)
( )

( ) .x x Qn k
n k n k

n k
n

- +
- + -

-
-+

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô l a �

 (5.10)

Присоединим к этим формулам очередное, 
( 3)k + -е, уравнение системы (2.3) (при k = 1  — 
четвертое уравнение).

С учетом равенств 

 ˆ ˆP Pn n k2 2 ( 1)= ... = = 0- -  

из (5.10) это уравнение содержит (вместо, во-
обще говоря, большой суммы) лишь три слага-
емых и имеет вид 

 
[ , ] [ , ]

[ , ] = 0

2 2 2 ( 1) 1

2 ( 2)

ˆ ˆ

ˆ .

P Q P Q

P Q
n k n n k n

n k n

- - - + -

- +

+ +

+
 (5.11)

ЛЕММА 1. Если совокупность условий 
(5.10)—(5.11) выполняется при некотором 
k k n(1 1)£ £ - , и выражение x Qk n

-
-

ˆ
1

2  не явля-
ется многочленом, то условия (5.9)—(5.10) 
остаются верными при замене k  на ( 1)k + .

Доказательство леммы 1 следует из того, что 
уравнение (5.11) после подстановки в него 
формул (5.10) и несложных преобразований 
принимает вид 

  

P x

x Q
n k n k

n k

n k
n k

n n

2 ( 2) 2 ( 2)
2 ( 2)

1 2 ( 1)
( 1)

1 2

=- + - +
- +

- +
- +

-

+

+ +

a

l a a�
--

-
-

-
- +

-
-

-

+

+ +
k

n k
n

n
n k

n
k

n

x Q

B x Q x Q

(

)

2 2

3 ( 1,0)
( 1)

1 4 1
2

l

l l

�

� � .

 (5.12)

В этой формуле все слагаемые, кроме пос-
леднего, т.е. 

 a l2 4 1
2

n k
k

nx Q-
-

-
�  

являются многочленами. В итоге (5.12) может 
иметь смысл только при a2 = 0n k- . Это и озна-
чает возможность сделать переход от k  к ( 1)k + , 
заявленный в лемме 1.

В случае, если у многочлена 

 �Q B x y B yn n
n k

n
n

- -
-

-
-+ +1 ( 2,1)

2
(0, 1)

1= ... ,  

последний коэффициент, т.е. B n(0, 1)-  отличен от 
нуля, рациональная функция 

 l3 1
2x Qk n

-
-

�  

никогда (ни при каких натуральных k ) не яв-
ляется многочленом. В этом случае индукция 
сразу же приводит к желаемым равенствам 

 ˆ ˆP Pn n2 1= ... = = 0.+  (5.13)

Если предположить, что B n( , )0 1 0- = , но 
B n(1, 2) 0- π , то тот же результат (5.13), получает-
ся ценой некоторого усложнения рассужде-
ний.

Теорему 3 считаем доказанной.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4 
Если обе компоненты P Q,  обсуждаемого 

отображения f P Q= ( , )  имеют степень n , то 
легко проверяется (например, так же, как при 
доказательстве теоремы 3), что старшая одно-
родная компонента Q x yn( , )  многочлена Q  
имеет вид bxn  с некоторым коэффициентом b . 
Рассмотрим тогда вместо f  новое келлерово 
отображение ( , )P Q P- b , сохраняя за ним и его 
компонентами старые обозначения и учитывая 
более жесткое ограничение 1 < <m n  на сте-
пень компоненты Q .

Если однородный многочлен Pn-1  отличен от 
тождественного нуля, то он допускает разложе-
ние вида 

P A x A x y A x yn n
n

n
n

N
N n N

- -
-

-
- - -= + + +1 1

1
2

2 1... .  (5.14)

с ненулевым коэфициентом AN  при некоторым 
натуральном N nŒ -[0, 1] . Наша задача — до-
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казать, что N  не может быть «малым» числом. 
Мы предположим здесь, что 

 N n n< -min{ / , }2 1  (5.15)

и получим противоречие этому допущению. 
Основывается противоречие на том, что в раз-
ложении некоторого нулевого многочлена от 
двух переменных x y,  обнаруживается моном с 
ненулевым коэффициентом.

Итак, воспользуемся разложением на одно-
родные составляющие многочлена 

 Q Q Q Q Qm k m= ... ( 0)1 1+ + + π- ,   

и основной системой уравнений (2.3). Рассмот-
рим три первых уравнения этой системы.

В случае m > 2  они имеют вид 

 [ , ] = 0,P Qn m  (5.16)

 [ , ] [ , ] = 0,1 1P Q P Qn m n m- -+  (5.17)

 [ , ] [ , ] [ , ] ;P Q P Q P Qn m n m n m- - - -+ + =2 1 1 2 0  (5.18)

при m = 2  в уравнении (5.18) этой системы 
отсутствует первая скобка, а остальные слагае-
мые всех трех уравнений сохраняются.

Так как P xn
n= , то из уравнения (5.16) 

получаем 

 Q xm m
m= .b  (5.19)

При этом в силу неравенства Qm π 0  коэфи-
циент bm  здесь отличен от нуля.

Подставляя формулу (5.19) в уравнение 
(5.17), получим 

 nx
Q

y
kx

P
y

n m m n- - - -∂
∂

∂
∂

1 1 1 1= .  (5.20)

Отсюда следует, что 

 Q x
x

Pm m
m

n m n- -
-

- -+1 1
1

( ) 1=
1b l �  (5.21)

для некоторых положительного l  и комплекс-
ного bm-1 .

Заметим, что из (5.21) следует неравенство 
N n m≥ - > 0 , т.к. при N n m< -  рациональ-
ная функция 

 
1

( ) 1x
Pn m n- -
�  

не может быть равна разности двух многочленов 
Qm-1  и bm

mx-
-

1
1 .

Уточнение оценки на N  требует дальней-
ших рассмотрений, связанных с уравнением 
(5.18), т.е. с 

 
[ , ] [ , ]
[ , ] = 0, ( > 2)

2 1 1

2

P Q P Q
P Q m
n m n m

n m

- - -

-

+ +
+  

 

или 

 [ , ] [ , ] = 0 ( = 2)1 1 2P Q P Q mn m n m- - -+ , .  (5.22)

В этих уравнениях нас интересуют слагае-
мые с минимальными степенями по переменной 
x . Например, легко видеть, что первая скобка 
в (5.18) делится не менее чем на xn-1 , а третья 
скобка из того же уравнения содержит множи-
телем xm-1 . В то же время формулы (5.19) и 
(5.20) позволяют вычислить слагаемое самой 
младшей по x  степени, содержащееся в скобке 
[ , ]1 1P Qn m- - .

Имеем в силу (5.20) и (5.15): 

 P A x y x S x yn N
N n N N

-
- - ++1
1 1= ( , )  (5.23)

для некоторого многочлена S x y( , ) . А из (5.21) 
и (5.15) следует, что 

Q A x y x T x ym N
N n m n N N n m

-
- + - - + - -+1

1 ( 1) ( )= ( , )l  (5.24)

для некоторого многочлена T x y( , ) .
Несложно проверяется справедливость сле-

дующего утверждения
ЛЕММА 2. Если 

 
P x y x S x y

Q x y x T x y

= ( , ),

= ( , ),

1

1

a g a

b d b

+

+

+

+
 

где a b g d, , , ,ŒN  S x y( , ),  T x y( , )  — многочлены, 
то 

 [ , ] = ( ) ( , ),1 1P Q x y x W x yad bg a b g d a b- ++ - + - +  

где W x y( , )  — некоторый многочлен.
Применяя лемму 2 к формулам (5.23) и 

(5.24), получаем: 

 

[ , ] = ( , )

( 1 ) ( )

( 1

1 1
( )

2

P Q x S x y

A N n N N n m

n

n m
N N n m

N

- -
+ - + +

+ - - - - + ¥

¥ - -

l (

NN x y

A n N n m x

y

N n m n N

N
N n m

) =

= ( 1 )( )

(2 ) 1 2( ) 3

2 (2 ) 1

2(

) - + - - -

- + -- - - ¥

¥

l
nn N N n mx W x y- - - - ++1 ) 1 (2 ) ( , ),

 

где W x y( , )  — некоторый многочлен.
В силу неравенств l > 0,  AN π 0,  N n< 1,-  

m n<  это означает, что скобка [ , ],1 1P Qn m- -  яв-
ляющаяся вторым слагаемым в формуле (5.18) 
(соответственно, первым слагаемым в формуле 
(5.22)), содержит моном x yN n m n N2 1 2( 1 ) 1- + - - - -  с 
ненулевым коэффициентом. В то же время при 
условии N n< /2  выполняется неравенство 

 (2 ) 1 < ( 1),N n m m- + - -  (5.25)

которое означает, что степени по x  всех ос-
тальных слагаемых, входящих в уравнение 
(5.18), оказываются строго большими, чем 
( ) .2 1N n m- + -
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То же неравенство (5.25) позволяет сделать 
аналогичный вывод о противоречивости урав-
нения (5.22) при m = 2 .

Теорема 4 доказана.
Теперь докажем на основе теорем 3 и 4 пос-

леднее утверждение статьи, т.е. теорему 5. Пред-
положим от противного, что существует келле-
рово отображение f P Q= ( , ) , у которого млад-
шая компонента Q x y( , )  удовлетворяет услови-
ям теоремы 5 (это означает, в частности, что она 
имеет степень n , причем Q xn

n= ). Степень 
многочлена P x y( , )  при этом предполагается 
расположенной в промежутке n P n£ £deg 2 .

Рассмотрим суперпозицию � �f T f=  отоб-
ражения f  и треугольного преобразования 
T x x y y y= { = , = }* 2 *+  . Эта суперпозиция, 
очевидно, также является келлеровым отобра-
жением. При этом deg( ) deg( ) ,�P P Q n= + £2 2  
что дает возможность считать отображение 
� �f P Q= ( , )  келлеровым (2 , )n n -отображением.

Применяя к нему теорему 3, получаем вывод 
о представлении �f  в виде суперпозиции T  и 
некоторого келлерова отображения степени, не 
превышающей n . Это означает, что �P P Q= * 2+  
для некоторого многочлена P x y*( , ) , степень 
которого не превышает n .

Следовательно, исходный многочлен 
P x y P x y( , ) = ( , )*  может иметь степень, лишь в 
точности равную n . Тогда исходное келлерово 
отображение f P Q= ( , )  является ( , )n n -отобра-
жением, а отображение g Q P= ( , )  удовлетворя-
ет условиям теоремы 4. Поэтому компонента 
Qn-1  этого отображения должна содержать в 
виде множителя «достаточно большую» степень 
переменной x . Это противоречит условию б) 
теоремы 5. Тем самым, теорема 5 доказана.
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