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Аннотация. Получены достаточные условия обратимости возмущенного дифференциаль-
ного оператора с неограниченными операторными коэффициентами. Приведены оценки норм 
обратных к дифференциальным операторам через нормы разностных.
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Abstract. Sufficient conditions of invertibility for perturbed operator with unboundary 
coefficients are obtained. Also it is given estimations for norms of inverse to differentials operator 
through the norms of differrence operator.
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1. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВА 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ ДИХОТОМИИ 

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство и EndX  — банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих 
в X . Символом L L Xp p= ( , )R , p Œ •[1, ]  обоз-
начим банахово пространство (классов экви-
валентности) измеримых по Бохнеру и сум-
мируемых со степенью p Œ •[1, ]  (существенно 
ограниченных при p = • ) функций, опреде-
ленных на множестве вещественных чисел R  
со значениями в пространстве X  и с нормой 

x x t dtp
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Через C C Xb b= ( , )R  обозначим банахово про-
странство непрерывных и ограниченных на R  
функций со значениями в X . Таким образом, 
C Lb Ã • . Символом C C X0 0= ( , )R  обозначим 
подпространство из C Xb( , )R  убывающих на 
±•  функций. Здесь используется также 
п р о с т р а н  с т в о  С т е п а н о в а  S S Xp p= ( , )R , 
p Œ •[1, ) . Оно состоит из локально суммируе-
мых функций x X: R Æ , для которых конечна 
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 Символ 

F F= ( , )R X  используется для обозначения 
одного из введенных в рассмотрение про-

странств. Пусть Z  — множество целых чисел и 
l l Xp p= ( , )Z , p Œ •[1, ]  — банахово пространство 
д в у с т о р о н н и х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й 
{ : : ( ( ) ) }1/x X x x np

n

p pZ
Z
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sup .

Символом F( , )Z X  будет обозначаться про-
странство lp , p Œ •[1, ) , если F( , ) = ( , )R RX L Xp  
и F( , ) =Z X l• , если F( , )R X  является одним из 
пространств C L Sb

p, ,• ,  p Œ •[1, ) . Оно будет 
называться ассоциированным с пространством 
F( , )R X .

Далее рассматривается сильно непрерывное 
с е м е й с т в о  э в о л ю ц и о н н ы х  о п е р а т о р о в 
U EndX: D Æ ,  где D Œ ¥ ≥= {( , ) : }t s t sR R ,  
т.е. выполнены условия:

1) U( , ) =t t I  — тождественный оператор для 
любого t Œ R ;

2) U U U( , ) ( , ) = ( , )t s s tt t , t £ £s t ; s t, ,t Œ R;
3) отображение ( , ) ( , ) :t s t s x X
 U D Æ  не-

прерывно для любого x XŒ ;
4) конечна величина 

 K t s
t s

= ( , ) 1.
0 1£ - £

≥sup U  (1)

Будем говорить, что семейство эволюцион-
ных операторов { ( , ), }U t s s t£  из алгебры 
EndX  допускает экспоненциальную дихотомию 
на R  c показателем b > 0  и коэффициентом 
M ≥ 1 , если существует ограниченная сильно 
непрерывная проекторозначная функция © Синтяев Ю. Н., 2008



84 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА, 2008, № 2

P EndX: R Æ ,  такая что:  1)  U( , ) ( )t s P s =  
U( ) ( , )P t t s=  при t s≥  из R ; 2) U( , ) ( )t s P s £  
( )Me t s£ - -b  при t s≥  из R ; 3) при t s≥  сужение 

U( , ) | ( ( ))t s Im Q s  оператора U( , )t s  на образ 
Im( ( ))Q s  проектора Q s I P s( ) = ( )-  (здесь и 
далее символом I  обозначается тождественный 
оператор) является изоморфизмом подпро-
странств Im( ( ))Q s  и Im( ( ))Q t  (определим опе-
ратор U( , )s t  как обратное отображение из 
Im( ( ))Q t  в Im( ( ))Q s ); 4) U( , ) ( ) ( )t s Q s Me t s£ -b  
при s t≥  (нормы берутся в EndX  и оператор 
U( , ) ( )t s Q s  рассматривается как элемент про-
странства EndX ).

Построим линейный оператор L L: ( )D Ã  
F F F= ( , )XÃ Æ R ,  который определяется на 

любом рассматриваемом пространстве F  сле-
дующим образом. Функция x Œ F  относится к 
области определения D( )L  оператора L , если 
существует функция f Œ F  такая, что для поч-
ти всех s t£  из R , если F π Cb  и для всех s t£ , 
если F =Cb , верны равенства 

 x t t s x s t f d s t t
s

t

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) , , .= - £ ŒÚU U t t t R  (2)

Необходимо отметить, что эти равенства 
следует понимать на представителях класса, 
если F π Cb . Из (2) следует, что функция x  
почти всюду совпадает с непрерывной функци-
ей, и функция f  единственна. Далее полагает-
ся Lx f= . При этом функцию x  будем считать 
непрерывной. Отметим, что корректность опре-
деления оператора L  и его замкнутость следуют 
из работы [1].

Таким образом, L L= - + Ãd
dt

A t D( ) : ( )  

F FÃ Æ  — абстрактный параболический 
оператор, если U  — семейство эволюционных 
операторов для дифференциального уравне-
ния 

 �x t A t x t t( ) = ( ) ( ), , Œ R  

где A t D A t X X( ) : ( ( )) Ã Æ  — семейство замкну-
тых линейных операторов, порождающих кор-
ректную задачу Коши (см. [1]).

В работе приводятся условия наличия экс-
поненциальной дихотомии у возмущенного 
оператора, а также исследуются проекторы 
Рисса. В частности, если A D A X X: ( ) Ã Æ  — 
инфинитезимальный оператор сильно непре-
рывной полугруппы операторов T : R+ Æ 

EndXÆ , то для обратимости дифференциаль-
ного оператора L  необходимо и достаточно 
выполнения условия s( (1)) =T « ΔT , где 

T C= { :| |= 1}l lŒ  — единичная окруж-
ность.

Т е о р е м а  1 .  П у с т ь  U : D Æ EndX  и 
V : D Æ EndX  два семейства эволюционных 
операторов. Если семейство U  допускает экс-
поненциальную дихотомию на R  c показателем 
g > 0  и коэффициентом M > 0  и, кроме того, 
выполнено неравенство 

s

t

ts t s s t s
M

e
e

t
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-+ - + £ -
-

>
R

sup ,U V( , ) ( , )
1 (1 )

1
, 0

2

2

g

g  (3)

то V  также допускает экспоненциальную ди-
хотомию.

Доказательство. Рассмотрим семейство 
U Ua b a b a b, ( , ) = ( , )t s t s+ + ,  a b, > 0 . Так как 
U  допускает экспоненциальную дихотомию, то 
Ua b,  также будет допускать экспоненциальную 
дихотомию, поэтому будет обратим соответству-
ющий линейный оператор La b,  (см. теорему 4 
статьи [1]), а значит обратим разностный опе-
ратор 
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причем 
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c оценкой G n m Me n m
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| |( , ) £ - -  (см. [1]).
Значит, 
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Таким образом, из теоремы 7 статьи [1] сле-
дует, что условием наличия экспоненциальной 
дихотомии у оператора V  будет условие 

 
n

n n n n

M

Œ
+ + - - + + - £

£
¢

�
sup ( , ) ( , )

,

U a b a b a a b a b aV

1  

откуда выбрав a = t  и b = (1 )s t n+ - , получа-
ем условие (3). Выбор параметров a  и b  осу-
ществляется таким образом, чтобы стало воз-
можным сравнение полученных результатов с 
результатами Шнаубельта [2].

Замечание 1. В статье [2] были получены 
следующие условия наличия у n  экспоненци-
альной дихотомии 
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Поскольку M ≥ 1 , то 
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А это означает, что полученная теорема уси-
ливает результат Шнаубельта [2].

Далее введем в рассмотрение полугруппу 
{ ( ), 0}T t tu ≥  разностных операторов из бана-
ховой алгебры End lp  вида 

 
( ( ) )( ) = ( , ) ( ),

, , 0.
T t x s s s t x s t

x s t
u U

F

- -
Œ Œ ≥  R

 

Оператор Lu  считается обратимым, поэтому 
из статьи [1] следует, что s( (1)) =Tu « ΔT , где 
T C= Œ ={ : 1}l l  — единичная окружность.

Теорема 2. Пусть оператор Lu  обратим и 
семейство V : D Æ EndX  таково, что выполне-

но U V- £ -
+•

-(1 )
4

2

2

e
M M

tg

. Тогда оператор Lv  обра-

тим и 
 
P Pu v- £ 1  для проекторов, определен-

ных формулами P Fu ui
I T d End= - ŒÚ -1

2
( (1)) 1

p
g g

T
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p
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T
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Доказательство. Из теоремы 5 статьи [1] 
следует, что проекторы Pu  и Pv  являются опе-
раторами умножения на соответствующие опе-
раторозначные функции Pu иPv , участвующие 
в определении экспонициальной дихотомии 
семейств U  иV . Значит, 

 

P Pu v u v

u v
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 (4)

г д е  ( )( ) ( , 1) ( 1)K x n U n n x nu = - - ,  ( )( )K x nv = 
( , 1) ( 1)n n x n= - -V , n ŒZ , x XŒ F( , )Z  — раз-

ностные операторы из End XF( , )Z .
Дальше используется представление

  D D D Iv u v u u u v u= + - = + --( ) ( ( ))1D D D D D ,  (5)

где D Ku uI= -  и D Kv vI= - .

Поскольку оператор Dv
-1  подобен операто-

рам g gR v( , )K , g ŒT , где R  — резольвента 
оператора Kv  (см. [3]), то имеет место равенство 
D Rv v

-

Œ
=1 ( , )

l
l

T
sup K .

Откуда из (5) получаем оценку
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У ч и т ы в а я ,  ч т о  K Ku v U V- = - =•  
D Du v= - , из оценок (4) и (6) следует, что 
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Таким образом, условие P Pu v- < 1  будет 
выполнятся в случае, если верно 
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то есть 
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Замечание 2. При выполнении условия 
P Pu v- < 1  имеют место изоморфизм образов 
Im Pu  и Im Pv  и изоморфизм ядер Ker uP  и Ker vP  
(см. [4]).

2. ОЦЕНКИ НОРМ ОБРАТНЫХ 
К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ 

ОПЕРАТОРАМ ЧЕРЕЗ НОРМЫ 
РАЗНОСТНЫХ

Теорема 3. Из обратимости оператора 
L L F F: ( ) ( , ) ( , )D X XÃ ÆR R  следует обра-
тимость разностного оператора D F: ( , )Z X Æ 

F( , )Z XÆ ,  D Ux n x n n n x n( ) ( ) ( , 1) ( 1)= - - - ,  
n ŒZ,  x XŒ F( , )Z ,  действующего в ассоцииро-
ванном с F( , )R X  пространстве и верна оценка 

 
D F L

F L L

- -

-

£ + + =

= + + =

1 1

2 1

1 1

1

C K K

C K K æ

( ) ( )

( )( ) ( ),
 (7)

где постоянная K  определяется равенством 
(1),  C( ) 1F = ,  если F( , ) ( , )R RX L X= •  или 

F( , ) ( , )R RX C Xb=  и C p( ) 2
1

1

F =
-

, если F( , )R X =  
( , )RL Xp=  или F( , ) = ( , )R RX S Xp , p Œ •[1, ) .

Доказательство. Пусть оператор L  обратим. 
Докажем инъективность оператора D . Если x0  

Об условиях обратимости возмущенного дифференциального оператора с неограниченными...
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п р и н а д л е ж и т  я д р у  Ker x XD F= Œ{ ( , ) :Z  
xD =: 0}  о п е р а т о р а  D ,  т о  x n0( ) = 

n n x n0( , 1) ( 1)= - -U  для любого n ŒZ . Тогда 
функция x XŒ F( , )R , определенная равенства-
ми x t t n x n( ) = ( , ) ( )0U , t n nŒ +[ , 1] , n ŒZ , при-
надлежит ядру KerL  оператора L ,  т.е. 
x t t s x s( ) = ( , ) ( )U  для всех s t£  из R . Прина-
длежность функции x  пространству F( , )R X  
следует из определения ассоциированного про-
странства. Поэтому x = 0  и, следовательно, 
x0 = 0 .

Докажем сюръективность оператора D . Для 
этого введем в рассмотрение последовательность 
непрерывных периодических периода 1 скаляр-
ных функций jm : R RÆ , m ≥ 2 , определен-

ных на [0,1]  равенствами: jm s
m

m
( ) =

1-
,  

s m mŒ -(1/ ,1 1/ );  jm s
m s

m
( ) =

1

2

-
,  s mŒ[0,1/ ];  

jm s
m s

m
m

m
( ) =

1 1

2 2-
-

+
-

,  s mŒ -[1 1/ ,1].  Отметим 

используемые далее свойства этих функций: 

0 1 1£ £
=

-s
m s

m
m

max ( ) ,j  
0

1

( ) 1Ú =jm s ds ,  j jm m(0) (1) 0= = .  

Построим по этим функциям операторы 
B X Xm : ( , ) ( , )F FZ ZÆ ,  m ≥ 2,  c помощью со-
отношений: 
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Œ - Œ
j U

 Z
 

Поскольку F( , )Z X  является ассоциирован-
ным с F( , )R X  пространством, то операторы Bm , 
m ≥ 2 , корректно определены и равномерно 

ограничены, причем 
 
B
m

m
Km £

- 1
 для всех 

m ≥ 2 . Пусть g  — произвольная последователь-
ность из F( , )Z X . Положим f B g Xm= ( , )Œ F R  
и x f D C Xb= ( ) ( , )1L L- Œ Ã R . Из равенств (2) 
получаем 
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Следовательно, D( ) =x g g� + , если только 
будет установлено, что сужение x X� : Z Æ  фун-
кции x  на Z  принадлежит F( , )Z X . Из ра-
венств (2) получаем оценки 
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m

K x s g n

s n n n m
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1
( ( ) ( 1) ),

[ 1, ], , 2.

= £

£
-
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Ввиду произвольностиm ≥ 2 , в итоге полу-
чаем, что 

 
x n K x s g n

s n n n

�( ) ( ( ) ( 1) ),

[ 1, ), .

£ + -

Œ - Œ Z
 (8)

Поэтому [ 1, ]n n- x l X X� Œ =•( , ) ( , )Z ZF , если 
F = ( , )L X• R  или F = ( , )C Xb R . При этом по-
лучаем оценку 

 x x n K x g
n

�
• Œ

• •= £ +
Z

sup ( ) ( ).  (9)

Пусть теперь F( , ) = ( , )R RX L Xp , p Œ •[1, ) , 
или F( , ) = ( , )R RX S Xp , p Œ •[1, ) . Поскольку 
( ) 2 ( )1a b a bp p p p+ £ +-  для любых чисел a b, 0≥ , 
то интегрируя по отрезку обе части неравенства 
(8), возведённые в степень p , получаем нера-
венство 

   

x n

K x s ds g n n

p

p p

n

n
p p

( )

2 ( ) ( 1) , .1

1

£

£ + -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
Œ-

-
Ú Z

 (10)

Поэтому при F( , ) = ( , )R RX L Xp  имеет мес-
то оценка (при этом далее используется нера-
венство ( )1/ 1/ 1/a b a bp p p+ £ + )

 x K x g
p

p
p p

� £ +-2 ( ).1 1/  (11)

Если F( , ) = ( , )R RX S Xp , то из (10) следует, 
что 

 x K x gp
Sp

�
•

-
•£ +2 ( ).1 1/  (12)

Таким образом, из оценок (9)—(12) полу-
чаем, что при любом выборе пространства 
F( , )R X  функция x�  принадлежит ассоцииро-
ванному с ним пространству F( , )Z X . Следова-
тельно, оператор D  обратим, x g g� + -= 1D , и из 
приведенных оценок и равенства x B gm= 1L-  
вытекает, что 

 

D F

F L

F L

F
-

-

£ + £ + + £

£ + + £

£ +
-

1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ( ) 1
1

g x g C K x g g

C K B g g g

C K
m

m
K

m

�

--Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+ ≥1 1) , 2.g m 

 

Учитывая произвольность m ≥ 2 , из только 
что приведенных оценок следует доказываемая 
оценка (7). Теорема доказана.

Ю. Н. Синтяев
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Теорема 4. Из обратимости разностного 
оператора D FŒEnd X( , )Z  следует обрати-
мость оператора L L F F F: ( ) = ( , )D XÃ Æ R  
и верна оценка 

 
 
 
 
L F D- -£ +1 2 1C K K( )( ),  (13)

где постоянная C( )F  взята из условия лем-
мы 1. 

Доказательство. Пусть оператор D  обратим. 
Из его инъективности следует (см. лемму 3 из 
[1]) инъективность оператора L . Докажем 
сюръективность оператора L  и получим оценку 
(13). Для произвольной функции f XŒ F( , )R  
р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

f n n f dd
n

n

( ) = ( , ) ( )
1

-
-
Ú U t t t,  n ŒZ.  Тогда сущест-

вует последовательность x n X0( ) ( , )Œ F Z , такая, 
что Dx fd0 = . Непосредственной проверкой 
легко убедиться в том, что функция x , опре-
делённая на каждом промежутке [ , 1]n n + , 
n ŒZ  соотношениями 

 

x t t n x n

t f d t n n n
n

t

( ) = ( , ) ( )

( , ) ( ) , [ , 1], ,

0U

U

-

- Œ + ŒÚ t t t  Z
 (14)

принадлежит D( )L  и Lx f= , т.е. выполнены 
равенства (2). Итак, L  — обратимый оператор. 
Если F( , ) ( , )R RX L X= •  или F( , ) ( , )R RX C Xb= , 
то из (14) получаем оценку

   
x K x f

K f f K K fd

• • •

-
• •

-
•

£ + =

= + £ +

( )

( ) ( ) .

0

1 2 1D D
 (15)

При этом учитывалось неравенство 
D D-

•
-

•£1 1f K fd  .

П у с т ь  т е п е р ь  F( , ) = ( , )R RX L Xp  и л и 
F( , ) = ( , )R RX S Xp , p Œ •[1, ) . Тогда из соотно-
шений (14) получаем, что 

 

x t K x n f d

K x n f d

n

n

n

n
p p

( ) ( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ) ,

0

1

0

1
1/

£ + £

£ +
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

+

+

Ú

Ú

t t

t t

tt n n nŒ + Œ[ , 1], , Z

 

поэтому верна оценка (см. доказательство лем-
мы 1) 

 
x K x f

K K f
p

p
p p

p

£ + £

£ +

-

- -

2 ( )

2 ( ) .

1 1/
0

1 1/ 2 1D
 (16)

Здесь было использовано неравенство 
x f K f

p d p p0
1 1£ £- -D D .

Теперь из оценок (15)—(16) следует дока-
зываемая оценка (13). Теорема доказана.
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